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Nous  vous  demandons  également  de: 
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quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
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veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
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CHAPITRE    PREMIER. 

Du.  Calcul  des  Différences, 

\j kvs  le  Traité  du  Calcul  difUrtntîel  et  du  Calcul  intimai ,  nous 
n'avons  envisagé  les  séries  que  comme  un  moyen  de  développer 
les  fonctions  slgébiiqiies  ou' transcendantes ,  Je  oianière  à  faire 
connmtre  quelques-unes  des  propriétés  de  ces  fonctions,  que  la 
forme  sous  laquelle  elles  se  présentoient  ne  rendait  pas  assez  évi- 
dentes ,  Ou  bien  pour  en  obtenir  ,  dans  certains  cas  ,  des  valeurs  ap- 
prochées. Sous  ces  différens  points  de  vue,  nous  avons  toujours 
connu  l'origine  des  séries  dont  nous  avons  fait  usage,  et  nous  ne  nous 
sommes  occupés  de  leurs  propriétés  que  par  rapport  aux  fonctions 
dofit  elles  dérivoient;  maintenant  nous  allons  les  considérer  en  elles? 
mêmes  et  indépendamment  d'aucune  fonction  particulière. 
Jpptndice,  A 
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Calcul     direct       559-  Supposons  qu'on  air  une  série  de  la  forme 

ifcs  différences.  ^,  +  ^.r+^.^*+^,x^+ Ctc 

dans  laquelle  les  chifii-es  inférieurs  affectés  aux  coefHciens  des  puis« 
sances  de  x ,  et  que  je  nommerai  indices  j  fontconnoître  le  rang  qu'oc* 
cupe  chaque  terme  :  ce  qui  distingue  cette  série  de  toute  autre ,  c*est 
la  loi  que  suivent  les  coefHciens  des  diverses  puissances  de  jc  ;  or  ^ 
quelle  que  soit  cette  loi ,  il  est  évident  que  la  valeur  de  chaque 
coefficient  en  particulier  dépend  du  rang  qu'il  occupe  dans  la  série  , 
en  sorte  que  si  Ton  avoit  l'expression  du  terme  général  J^x^f  qui 
répond  à  un  indice  quelconque ,  on  en  déduiroit  tous  les  autres ,  en 
donnant  à  n  différentes  valeurs  ;  car  A^^  J^^  J^^  Ai^^  etc.  ne  sont 
autre  chose  que  ce  que  devient  J^  lorsqu'on  y  fait  successivement 

«5=0,        »=l,        naE=2y   ^c.  ' 

Faisons  donc  abstraction  de  x  j  ou  ,  ce  qui   revient  au  même  i 
'    faisons  :r  =:  i ,  et   considérons  seulement  la  série  des  coefiiciens 

Ao  f  A^  f  A^  9   A^  j  etc« 

comme  représentant  la  suite  des  divers  états  par  lesquels  passe  la 
fonction  A^ ,  en  vertu  des  accroissemens  que  reçoit  l'indice  n. 

Soit  fait  A,^A^=:B^ 

A,-A,=  B, 
^^—^4==  B^ 
etc. 
les  quantités  B^^  B^^  B^^  etc.  qui  sont  les  difiërences  qui  régnent 
entre  les  termes  de  la  suite  précédente ,  formeront  elles-mêmes  une 
.nouvelle  suite  dont  la  nature  dépendra  de  celle  de  la  première 

Si  Ton  avoit ,  par  exemple ,  -^»  =  3  +  1/1;  en  posant  successif 
vement  /e  =  o,  n=i,  «=2,  nssj,  etc.  on  obtiendroit 
pour  les  A  la  suite  des  nombres  3  »  5  9  7  »  9  j  etc.  et  les  B  seroient 
tous  égaux  à  2  ;  en  effet  ^  la  suite  proposée  ne  seroit  autre  chos« 
que  la  progression  par  diffirenus  (*)• 

Dans  le  cas  oii  les  quantités  B^^  B^^  B^^  B^p  etc.  ne  sont  pas 


C)  Cest  ainsi  que  j'appellerai  désormais  la  progression  arithmétique ,  et  je  don- 
nerai à  la  progression  géométrique  le  nom  de  propestion  par  quoUens,  Voyez  la 
cinquième  édition  des  EUmtns  £Alglhre  de  Çlairam  >  Tome  I  9  page  clxxxvij , 
et  Tome  II,  p«  331. 
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toutes  égales  entr'elles ,  on  en  peut  déduire  une  nouvelle  suite ,  en 
prenant  leurs  différences^  et  faisant 

B,^B^  =  C, 
etc. 
on  aura  à  considérer  la  série 

Cof      C,y      C.,    .  (7,,etc: 
Soit  pour  exemple  ^^^  =  5  +  3  ^*  i  il  résultera  de  cette  fonction 

$,      8i      17,      31,  etc. 
pour  les  nombres  A  ; 

3»      9f      M»         e*c. 
pour  les  nombres  B  ; 

enfin  6j      6 ,      6 ,      etc. 

pour  les  nombres  C^  qui,  comme  on  voit,  sont  constans.  Ces 

exemples  suffisent  pour  montrer  comment  on  a  pu  remarquer  les 

différens  ordres  de  séries , .  en  comparant  entr'eux  les  termes  successifs 

d*une  même  série. 

Les  quantités  B^^B^^B^...,  se  nomment  les  diffirenets  premières , 
ou  simplement  les  différences  dei  quantités  A^y  A^^  A^^  etc. 

Les  quantités  C^^C^^C^y  etc.  qui  sont  les  dîfllërences  premières 
de  B^  j  ou  les  différences  des  différences  de  A^^  A^y  A^^  A^^  etc. 
se  nomment  les  difirences  secondes  de  ceUes«'Ci« 

Il  7  a  entre  les  quantités  ^,  BjCj  etc.  des  relations  qu'il  est  im- 
portant de  connoitre ,  et  au  moyen  desquelles  on  détermine  les  unes 
par  les  autres;  ce  sont  ces  relations  qui  constituent  le  Calcul  direce 
des  différences» 

860.  Soit  jz, ,  ï/, ,  1/5. . . ,,  une  suite  de  quantités  qu'on  suppose 
être  des  valeurs  consécutives  que  reçoit  la  fonction  u^  soit  en 
vertu  des  variations  t[u*elte  éprouve  par  elle-même ,  soit  par  Teffet  de 
celles  qui  arrivent  à  des   quantités  dont  elle  dépend  ;  nous  ferons 
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en  nous  servant  de  la  caractéristique  a  ,  pour  désigner  la  différence 
qui  existe^entre  les  deux  états  consécutifs  d  une  même  quantité. 
Lorsque  cette  quantité  varie  par  des  degrés  égaux ,  les  différences 
^  ^  9  ^  ^1  »  A  ^« ,  etc.  sont  toutes  égales  ;  mais  si  le  contraire  a  lieu , 
on  fera  par  analogie 


Al/,  —  Att        =A.A1/       i=A*tf 
AU^ — A«,      =A.A2f,      =A*/;r, 

AX^^— Al/^^,  =  A.Al/^,=AX-i 

etc. 

A^U,  —  A*«      =A.A*tf       =a'« 
AX—  ^*«^i      ==  A.  AX      =  A^tf, 


W, 


AX— AX-i=  A- AX-.i=  ^X-i 

etc. 
Cela  posé,  on  aura,  en  vertu  des  équations  (i) ,  (i) ,  (3)  ; 

Aa,      =Atf  +A'tf 
AW.      =A«,  +  AX 


.(3), 


^=^1^-1+^^»-.. 


^2^n-t=^«»-«  +  ^X-. 


A*X^, 


A*/;r       +A^I/ 


AX-.  =  ^X-?  +  ^X-î- 


Par  te  moyen  de  ces  valeurs  ,  on  peut  arriver  à  des  expressions 
de  ir, ,  ù^9  tf).  •••!/„,  qui  ne  dépendent  que  de  la  quantité  pri- 
mordiale u,  et  de  ses  différences  successives  a  u ,  a'» ,  a^u ,  etc. 
en  faisant  les  substitutions  nécessaires  on  obtiendra 

u^  ==K  +  AU 

u^:=:u+  1AU  +  A^u 

U^:=zU  +  3A«+  3  A^U+  A^U 


d*où  on  conclura  par  analogie 

n  nln — i)      ^  n(n  —  i)C«— 1)     . 

uj=^u  +  -  A  «  +  — ^ —Atu  +  — -^ -^^ i-A'tt+  etc. 

I  1.2.  I,2.3 

puisque  les  coefEciens  numériques  des  expressions  précédentes  sont 

les  mêmes  que  ceux  des  puissances  du  binôme  :  la  démonstration 

suivante  justifiera  pleinement  cette  conclusion. 


\ 
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n  est  évident  que  Texpression  de  u^  ne  peut  être  que  de  la 
forme  — 

dans  laquelle  A!^  A'\  A"\  etc.  désignent  des  coefficiens  numériques, 
indépendans  de  u  et  de  ses  différences  ^  et  il  doit  y  avoir  entre  i/„^, 
et  11,  les  mêmes  relations  qu'entre  i^^  et  1^  ;  car  dans  le  second  cas  , 
le  nombre  des  termes  est  le  même  que  dans  le  premier  ^  et  tout  le 
changement  dans  l'hypothèse  se  réduit  à  partir  d'un  terme  plus 
avancé:  on  aura  donc ^ 

^ii+T=  «»  +^'^  «^.  +  ^'^^^i  +  A"^\  +.etc. 
Si  l'on  met ,  au  lieu  de  a«,  ,  aV/,  ,  ù?u^ ,  etc.  leurs  valeurs  en  u^ 
àu,  A^u^  etc.  il  viendra 

u^^,t==u+{i  +A')  AU+  (A'-i^A'')  à'u  +  {A''+A"')£i^tt  +  etc. 
mais  en  représentant  par 

I  +  B'x  +B''x'+  B'''x'+  etc. 
le  développement  de  (  i  +xy^  on  trouvera 

(i  f  jir)«+'=  I  +  (  I  +  B')xJ^(B'+  B')x^+{B''+S'')x^+  etc. 
on  voit  ici  que  dans  le  passage  de  l'exposant  n  à  l'exposant  7z+ 1  , 
les  coefficiens  du  développement  du  binôme  éprouvent  les  mêmes 
changemens  que  ceux  de  l'expression  de  Uf^  ;  et  comme  les  uns  et  les 
autres  prennent  les  mêmes  accroissemens ,  il  s'ensuit  que  dès  qu'ils  ont 
été  identiques  dans  un  cas,  ils  doivent  Têtre  toujours  :  nous  pourrons 
donc  écrire 

!/,=  «  +  ~  A  «  +  — ^ ^—  à^u  +  ~i i^ L  A^u+  etc. 

I  i.i  1.1.3 

On  peut  également  exprimer  la  différence  d'un  ordre  quelcon* 
que ,  A"0,  par  le  moyen  des  valeurs  consécutives  </ ,  u^,  u^...  «etc* 
on  tire  d  abord  des  équations  (i) ,  (1) ,  (3)  , 

A  tf  =  U^'^U 


et  l'analogie  indique  l'expression  générale 

n  n(n — i)  n(/2— 1)(/2 — 1)  ,     ^ 

A"«=i/^-  -.  u^^,  +  .^— — ^/^^.-.  >        ;\        i^n-3  +  et€. 

I  I«X  I.Z.J 
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qui  $e  vérifie  comme  la  précédente.  En  effet  ^  en  posant 

A-«=«^+^V,  +^X-.+^'X-^+etc. 

on  doit  avoir 

A»«.=y„^.  +^'k^+^^//^,+^'V„_.+  etc. 

mais  en  substituant  pour  a"«,  sa  valeur  A*«+A'"*"'i^ ,  et  tnettant  ^ 

la  place  de  A'i/  son  développement  ^  il  viendra 

Or  le  développement  de  (  jt  —  i  )■  étant  représenté  par 
on  aura 

et  Ton  conclura  comme  ci-dessus  que  les  coefficiens  du  développe* 
ment  de  ù^u ,  recevant  les  mêmes  accroîssemens  que  ceux  du  déve* 
loppement  de  {x — 1)%  et  commençant  par  avoir  les  mêmes  valeurs  i 
doivent  demeurer  identiques  avec  ces  derniers, 

11  suit  de  ce  qui  précède  que  Ton  peut  écrire  les  équations 
^       «ii=(l  +  Al^)%  A"«=(«— 1)% 

pourvu  que  Ton  se  rappelle  de  changer  dans  le  développement  de  la 
première,  les  exposans  des  puissances  de  aj^  en  exposans  de  la 
caractéristique  A  ^  et  que  dans  celui  de  la  Seconde  j  on  transforme 
les  exposans  de  u  en  indices. 

86 1.  Lorsqu'une  fonction  est  donnée ,  rien  n*est  plus  fecile  que 
d'en  obtenir  les  différences  successives  ;  nous  prendrons  d'abord  pour 
exemple  la  fonction  x".  Faisons  u  =  x"»  et  supposons  que  x  augr 
mente  de  la  quantité  A  ^  nous  auronsi/,r=r(ji:4-A)"y'et  par  conséquent 

A«=(;r+ A)'"^jc"'=iwjt'"-'A  +  ^ i;j:«-A*+-..U i^ ^^"-^A^+etc. 

Pour  passer  aux  différences  ultérieures  A^jt ,  a^u  ,  etc.  il  faut  faire 
varier  x  de  nouveau ,  ce  qui  présente  deux  hypothèses ,  Tune  con- 
siste à  supposer  que  la  quantité  x  prenne  toujours  des  accroîssemens 
égaux  9  et  Tautre  que  ces  accroissemens  soient  eux-mêmes  variables  ; 
nous  nous  occuperons  d'abord  dé  la  première.  En  substituant  x+A 
au  lieu  de  x  dans  Ai^  ^  on  aura 

A«.=  i72A(;r+  Ar^»+  ^i^^Hii  A*  (jc  +  *)"■"•+  etc. 

^  i.x 

\\  est  visible  que  si  l'on  développe  l'expression  de  ai^,  ,  et  que  Ton  en 
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retraflAe  celle  de  Atf ,  le  résultat  ordonné  par  rapport  auv  puissances 
de  h  sera  de  la  forme 

L-u=  m(m—  I ) *"•-•*•+  iM,:r"-3Â^+ Jf^AT— ^AH  etc 
JU^ ,  Mj^9  etc.  désignant  des  coeficiens  dépendans  de  l'exposant  m. 

Par  une  nouvelle  substitution  dex+k  dans  cette  dernière  équa- 
tion ,  on  parviendroit  à  a*u,  ,  et ,  en  observant  que  A*tf=A*a, — a*//  , 
on  obtiendroit 

A^M^m( iw—  I  )  ( /w  —  1  ) *"'-^A'+  iK>"-^A^+  etc. 
La  loi  des  premiers  termes  de  chacun  de  ces  développemens  est  évi- 
dente ,  et  Ton  voit  que  l'expression  de  a^u  doit  commencer  par 

«?(/»-— i)(;w— 1  ).•.(/»  — /2+  I  )jc*~"A*; 
mais  pour  parvenir  au  terme  général  de  cette  expression ,  il  sera  plus 
commode  de  former  immédiatement  à^u ,  par  le  moyen  des  valeurs 
de  u^fU^fU^y  etc.  sans  passer  par  ceHes  de  mi  ^  l^u  ,  ù?u ,  etc.  II 
est  évident  que  dans  l'hypothèse  présente  les  valeurs 

* 

«.f  «a^  «îi "nf 

répondent  à 

x  +  hy      x+iky      Jc  +  3  *,••••*  + «A, 
et  que  Ton  a  par  conséqiient 

u,z=z(x  +  h)'^^      u,=  {x+ih)^^...u^=(x  +  nh)^; 
on  tirera  de  là 

A''ux=lx  +  nkY^^lx^{n  —  i)/iy+''^''~^\x+(n—i)h'^ 

■ 

Si  Ton  désigne  par  i  l'exposant  de  A  dans  U  terme  général  du  déve« 
loppement  de  l'équation  çi«dessus  ^  l'expression  de  ce  ternte  sera 

■  '    •      ' *      X     aryç 

fn> (b  — iy+_i ^(/»-a)'— etc.  }  ; 

I  '  1.1 

mais  comme  nom  avons  ol^servé  que  le  développement  de  a*//  ne 

pouvoit  contenir  dts  puissances  de  A  dont  Fcxposant  fût  moindre 

quen,  il  s'ensuit  que  la  fonction 

.    n'^-{n  —  i.y+-^ ^(«•^ly-^etc. 


s  Ch.    hDirCALCUL 

est  nulle  tant  que  x<n,  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier;  d'iMpiitre 
côté  le  coefficient  m(^-i)(^-z) (m-i+i) 

s*évanouissant  lorsque  i=m  +  i  ^  il  en  résulte  que  la  plus  haute 
puissance  de  h ,  dans  le  développement  de  a"ji^  ,  ne  peut  être  que  A" 
et  que  par  conséquent  ùJ'u  se  réduit  à  son  premier  terme 

dans  le  cas  oîi  Ton  ?im-=zn.  Il  est  évident  qu'alors  les  différences 
ultérieures  a""^*ii,  a""*"*/^,  etc,  sont  nulles. 

Il  est  facile  de  conclure  de*là  que  toute  fonction  rationnelle  et 
entière  de  jtr  a  toujours  des  différences  constantes ,  savoir  :  celles  dont 
Tordre  est  marqué  par  l'exposant  de  la  plus  hautç  puissance  de  jr , 
qui  soit  dans  la  fonction  proposée.  En  e6^t ,  cette  fonction  étant 
de  la  forme  -^;t*+  j?jc^+  Cjir>+etc«  on  aura  nécessairement 
A"(^:t«+5;t^+CA:>+etc.)=^A".**+5A\jc^+CA».jt>+etc.(*); 
et  si  A  désigne  le  plus  haut  exposant  dex,  il  viendra  pour  le  cas  oii  n=tf, 

A*,;t*=l.2 ctA%        A*.JC^=0,        A*.*>=0,   etc. 

en  sorte  que  A^(^Ar*+  B x^-J^  CAr>+  etc. )  =  i . i. 3 .  • . •  •  .*-rf ^*. 
Il  n'est  pas  nécessaire  d'avertir  que  chaque  fois  qu'on  prend  la  diffé- 
rence de  deux  fonctions ,  cette  opération  peut  faire  disparoitre  une 
constante  ;  car  les  calculs  précédens  ne  diffèrent  de  ceux  du  n"*.  10  j 
qu'en  ce  que  nous  avons  considéré  en  même  tèmsi  tous  les  tçrmes  du 
développement  de  la  différence ,  au  lieu  de  nous  borner  au  |)remier , 
comme  pour  le  Calcul  différentiel. 

Au  moyen  de  ce  qui  précède  on  développeroit  sans  difficulté  les 
différences  d'une  fonction  composée  de  puissances  quelconques  de  x. 
Avant  de  pousser  plus  loin ,  il  convient  de  montrer  comment  les 
mêmes  développemens ,  et: en  général  ceux  des  différences  des 
fonctions  quelconques ,  peuvent  $'o{>tenir  par  le  moyen  du  Calcul 
différentiel. 

862.  Le  Calcul  différentiel  et  celui  des  différences  ^  quoiqu'étant 
bien  distincts ,  coipme  on  le  verra  dans  la  suite  9  ont  néanmoins  de. 
grand$   rapports   entr'eux   et   peuvent  s'appliquec  l'un  à  l'autre. 


■  y   <      T" 


(*)  Il  ne  faut  pas  confondre  A".*«  avec  A"**;  car  la  prcmièse  de  ces  expressions 
est  la  diflférence  de  Tordre  n  de  1^  fonction  *•,  tandis  qneA«'^t^(A'*)*, 

Lorsque 
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Lorsque  Ton  considère  le  premier  sous  le  point  de  vue  où  l*a  pré- 
senté Léibnitz ,  ou  par  la  théorie  des  limites ,  il  devient  un  cas 
particulier  du  second^  ainsi  que  nous  l'avons  montré  dans  les 
B"^  92  et  285.  Nous  ne  répéterons  pas  ici  ce  qui  a  été  dit  dans 
c^  ajticles ,  mais  nous  déduirons  la  série  de  Taylor  de  Téquation 

ir^=tt  +  -A«H — i -à^u-i — ^: — — * — -ù?u  +  etc. 

I  1.2  I.2.5 

En  lui  donnant  la  forme 


^n 


=»+ +—^ ^ r  +  —^ — ' r  +  «^^• 


et  supposant  ^ue  a  soit  l'accroissement  que  reçoit  x  lorsque  la 
fonction  u  devient  u  +  au^  la  valeur  Uj^  sera  celle  que  prend  u  , 
quand  x  se  change  en  x-^tza.  Faisant  ensuite  nAz=h^  et  regardant 
l'accroissement  a  comme  évanouissant  ou  infiniment  petit ,  il  faudra 
considérer  le  nombre  n  comme  infiniment  grand  ;  en  vertu  de  cette 
supposition  les  quantités  n*,  (/ï— ri  )a,  (n  —  2)*, . .  «etc^ 
deviendront  toutes  égales  entr'elles,  tandis  que  les  quantités 

AU       A*U       A'« 

— ,  —r-s    —7- ,  etc.  coïncideront  avec  les  çoefficîens  diflFérentiels    . 

Ju         éPu  iPu 

on  aura  donc 

du  ,      d^u   A*      iPu      A» 
«  +  3-  A+  ^-r  — +7-3 +  etc. 

dx  dx^  1,2     dx^    l«2.3 

pour  le  développement  de  la  fonction  u ,  quand  x  est  devenu  a:  -f  A. 
C'est  à  peu  près  ainsi  que  Taylor  est  parvenu  au  théorème  qui  porte 
son  nom.  On  peut  substituer  sans  peine  la  considération  des  limites 
aux  raisonnemet^s  ci-dessus ,  en  observant  que 

«*(/2— ji)«6=n»ct'(i*^-V  n«(/2— -i)fle(/i— 2)«=»V^i ^(i — -J^  etc. 

et  qye  par  conséquent  leurs  limites ,  relativement  à  l'accroissement 
cïe  « ,  sont  ;ï^*%  n^*^,  etc.  ou  A*,  A^,  etc. 

Lorsqu'une  fois  on  est  parvenu   au  théorème  de  Taylor  ,  la 
théorie  analytique  du  Calcul  différentiel  n'offre  plus  aucune  difficulté; 
4fptndicc.  Q 


/ 
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ainsi  ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  comment  il  résulte  du 
Calcul  des  diflFérepces  (*). 

(*)  Cette  manière  de  le  présenter  peut  avoir  ses  avantagea  ,  maïs  elle  est  moins 
simple  et  moins  élégante  que  celle  dont  nous  ayons  bît  usage  dam  les  n**.  4-10 ,  et 
que  Ton  peut  abréger  encore  en  employant  la  théorie  des  liâiites;  au  reste,  j'ai 
lieu  de  croire  que  tout  bo|i  esprit ,  qui  aura  rapproché  les  divers  points  de  vue  squs 
lesquels  ce  calcul  est  traité  dans  le  premier  volume ,  reconnoltra  que  pour  le  fond  ce 
sont  les  mêmes  Idées ,  et  qu*en  leur  donnant  les  développemens  nécessaires  on 
parvient  toujours  à  des  conséquences  également  évidentes.  Je  ferai  principalement 
remarquer  que  de  quelque  source  que  Ton  tire  le  Calcul  diffirentiel ,  la  notation 
ne  doit  pas  changer  et  qu'elle  réunit  tous  les  av^mtages  que  Ton  peut  désirer  dans  les 
signes  algébriques.  Je  ne  crois  pas  que  ceux  qiû  auront  bien  saisi  Porigine  de  cette  ^ 
notation  dans  le  n^.  9 ,  puissent  révoquer  en  doute  son  analo^e  ayecles  principes  de 
Lagrange  ;  elle  est  même  plus  propre  que  toute  autre  à  en  rappeler  le  souvenir.  Quelles 
que  soient  les  notions  préliminaires,  le  coefficient  dijfirendel^  ou  la  fonction  prime  (d'après 
Lagrange)  ,sera  toujours  la  fonction  qm  mukiplie  la  première  puissance  de  Tac- 
croissement  dam  le  développement  de  la  difiérence  de  la  fonction  primitive  ;  en 
prenant  le  premier  terme  seul  on  aura  une  diffiresce  tronquée  ou  une  diffénndellif  et 
cela ,  sans  rien  prononar  sur  sa  grandeur  absolue ,  sans  rappeler  en  aucune  manUre  ridée 
i^inprUmeru  peut.  Le  changement  de  métaphysique  ne  saurolt  donc  conduire  à  un 
changement  de  notation ,  si ,  comme  il  est  aisé  de  s'en  convaincre ,  la  notation  an- 
cienne a  des  avantages  marqués  sur  cçUes  qu'on  voudroit  lui  substituer.  U  faut 
d'abord  observer  qu'elle  doit  être  débarrassée  des  parenthèses  qu'Euler  employoit* 

En  effet  i  7^  e*  j^  «o»^  *«»»**  ^1*^**  <I«e  Tt^  )  »  Ç^j  >  ^*'  '^  *^"*  ^^  '* 
question  indique  toujours^  les  variables  x  et  y  sont  indépendantes  ou  non ,  et  em-> 

^  ^ifc  +  ^y 

pêche  qu*on  ne  confonde  l'expression  —  avec  r — ^ —  1  qui  ne  signifie 

dx  dx 

quelque  chose  qu'autant  qu'on  regarde  (  au  moins  Implicitement  )  y  comme 
une  fonction  de  x.  Legendre,  dans  ses  écrits,  avolt  déjà  supprimé  les  paren- 
thèses ;    en  Tirnîtant  sur  ce  point,  j'ai  cni  devoir  les  comacrer  au  cas  mil  se 

présente  le  plus  rarement ,  et  écrire  —- ,  pour  indique^  que  dans  { ,  y  varie  en 

dx 

m 

même  tems  que  x  dont  U  est  supposé  dépendre  (  n^  70  ).  Fontaine,  qui  le 
premier  fit  usage  de  la  notation  reçue  pour  exprimer  les  coeffidens  différentiels, 

proposa  de  désigner  par  —  dpi  le  rapport  de  dx  à  la  différentlellç  complète  de  (i, 

afin  de  le  distinguer  du  coeflicient  de  dx  dans  cette  diff^entlelle,  ce  qui  est  aussi 
fort  simple  {voyei  la  table  des  Mémoires  de  Fontaine  }• 
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863.  A  laide  du  théorème  de  Taylor,  le  développement  des 

différences   d'un  ord^e  quelconque  pouf  une  fonction  quelconque 

1 

. , ' 

ï.es  notations  employées  dans  la  Théorie  des  Fonctions  ne  me  paroissent  pas  offi-îr  les 
mêmes  avantages.  Les  accens  ne  peuvent  guères  servir  seub ,  que  lorsqu'on  considère 
des  fonctions  dont  le'  nonibre  des  variables  ne  s^élève  pas  au-delà  de  deux ,  en  affec- 
tant les  acceni  supérieurs  aux  variations  de  Tune  et  les  accôis  inférieurs  à  celles  de 
Tautre.  Pour  aller  au-delà ,  Piliustre  auteur  de  cet  ouvrage  écrit  entre  parenthèses 
la  quantité  ou  les  quantités  qu'il  regarde  comme  variables  p  et  désigne  par 

«'(*).    f^(yi    i'Uh 

f"(*),   f%),   p(t),   nx,y),   fc^.i).   ny'i) 

les  coefficiens  différentiels  du  premier  et  du  second  ordre  pour  la  fonction  H^^y^^) 
(  Théorie  der  fonctions ,  page  191  ).  Il  a  modifié  depuis  sa  notation  dans  le  Traité 
qu'il  vient  de  publier  sur  la  résolution  des  équations  numériques  ^  oh  il  représente  les 
mêmes  coefficiens  comme  il  suit , 


&)'    ^)'    C?î)'    ty)'    C^)'    (/r)' 

Z  étant  la  fonction  priniidve  proposée. 

En  partageant  avec  toute  l'Europe  le  respect  attaché  au  nom  et  aux  travaux  de 
Lagrange»  )'oseraî  néanmoins  n'être  pot  de  l'avis  detet  homme  si  justement  célèbre  ^ 
sur  les  motlfir  quipaitoisseiit  lepôreei'  à  intiroduire  cette  nouvelle  manière  d'écrii'e 
les  résiduts  da  Calcul  diffibentiel;  car  je  Qxtk%  avt)ir  (toaVé  dansxé  qm  précède  que 
Tancieiine  n'a  poinf  en  die-mêmfe  l'inconvénient  de  rappeler  càndnueikment  ridée 
fausse  ia  infinîmenï  petits  ^  et  je  demanderai  si  1»  niuldtiidé  dr  patthtKèses*  très« 
ressettéifs ,  qui  rèsulterbit  des  signes  qu'il  propose,  nerehdtbit  pas  Idi  formules  aussi 
longueret  aussi  chSirgées ,  que  l'emploi  de  la  caractéristique  i.  Favouerai  même  que 
sa  seconde  nôtationne  comportant  point  de  déiiominateurs  qui ,  dâns^l'impression , 
exigent  une  doubleiîgne,  me  paroit  préférable  à  sa'derrilère ,  semblable  au  fond  à 
celles  d'BuUr  et  de  Waring,  dont  elle  ne  dlflèrè  que  par  lès  accens' qui  tiennent  la 
plac^  des  d^  dont  le  premier  se  sehrdiravec  tbtlsles'Géomètres  sOrtis  de  l'école  de 
Léibditz',  et  des  points  dbht  le  sctond  a  fait  usage,  ainii  que  tbuà'les  Géomètre 
Aifglois'.  \6sà  un  exemple'  de  chacune  de  ces  notatlohs  ; 

r  ^'^  ^       r  ^  \       f  ^'^  \ 

C'est ,  je  pense  ^  un  prittctpe  avoué  d€  tout  le  monde ,  qu'il  ne  faut  changer  les 
signes  reçus*  que  lorsqu'ils  sont  en  contradiction  manifaite  avet  les  idées  qu'ils 
doivent  représenter,  ou  lorsqu'on  peut  les  abréger,  ou  enfin  lorsqu'en  les  modifiant 
on  les*  rend  propres  à  développer  de  nouveaux  rapports  qu'on  n  auroit  pasrapperçus 

B   * 
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s'obtient  sans  difficulté  :  on  a  premièrement 

du  h       d^u     A*         d^u      A' 

dx  I        dx""    1.2         ^jc^   1.1.3 

et  comme  a  u^  est  ce  que  devient  a  u  ,  lorsque  x  se  change  en  x^+ A  , 
il  s'ensuit 

^  dàu  h     i't.u    A»     ,  J^t^u     A' 
Ai/.=A«+— —  -+-— +  — -5 +  etc. 

doii 

.                   db.U  A      ^All      A*         ^A«       A^ 
A*a=  1 1 1-  çtC, 

dx    I       ^x*     l.x       ^x^    I.1.3 
on  trouvera  de  même 


3. 


db.^u     A        J^L^a    A* 


tfAT  I  V^'        I.l 

,  dt^u      A 

A^j/=  _- +  etc. 


dx 


etc. 


sans  cela.  Les  signes  du  Calcul  diiFérentiel  ne  sont  dans  aucun  de  ces  cas:  tout  ce 
dont  Lagrange  a  enrichi  l'Analyse ,  dans  sa  Théorït  dis  Fonctions  et  dans  son  traité 
Dt  la  Résolutton  des  Equations  numériques ,  peut  être  exprimé  avec  autant  de  sim- 
plicité que  d*élégance  par  les  caractères  usités.  Les  deux  premiers  volumes  de  l'ou- 
vrage que  j'oiFre  au  publie,  en  fourniroient  la  preuve  s*il  étoit  nécessaire»  et  on 
.la  trouvera  encore  dans  ce  dernier,  pour  lequel  j*ai  profité  avec  empressement  de 
plusieurs  remarques  importantes  insérées  dans  les  excellens  écrits  que  je  viens  de 
.citer.  U  y  a  plus ,  }*ai  la  persuasion  que  le  Calcul  des  fonctions  ne  sauroit  atteindre 
à  rien  que  le  grand  Géomètre,  qui  en  est  Hnventeur ,  ne  puisse  déduire  du  Calcul 
difiérentiel ,  et  j'ajouterai ,  en  invoquant  ici  le  témoignage  de  tous  ceux  qui ,  con* 
noissant  ce  dernier  Calcul,  ont  lu  la  Théorie  des  Fonctions ^  qu'ils  n'ont  pu  s'em- 
pêcher de  traduire  (  au  moins  mentalement  ) ,  dans  les  signes  généralement  adoptés, 
les  résultats:  qu'il  contient ,  pour  s'en  faire  une  idée  vraiment  nette.  On  ne  sauroit 
d'ailleurs  contester  que  le  passage  de  l'Algèbre  au  Calcul  difflrentiel ,  ce  dernier  étant 
présenté ,  comme  Ta  fait  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  ,  pour 
l'année  1773,  ou  »  comme  je  l'ai  fait  d'après  lui ,  ne  soit  aussi  simple  que  le  passage 
de  l'Algèbre  au  Calcul  des  fonctions.  Enfin  ^  je  crois  qu'avant  d'adopter  de  nouveaux 
signes ,  il  fiiut  penser  à  Rembarras  qu'éprouveroient  ceux  qui  étudient  les  mathé' 
matiques ,  d'avoir  à  rapprocher  sans  cesse  des  formules  et  des  opérations  analogues 
rendues  par  des  caractères  difiirem  ;  et  c'est  la  crainte  de  voir  ouvrir  cette  nouvelle 
source  de  diffituhés ,  qui  m'a  engagé  à  entrer  dans  des  détails  dont  la  longueur  sera 
justifiée  par  l'influence  que  ne  peut  manquer  d'exercer  l'homme  célèbre  qui  pro; 
jette  une  rérolotion  à  cet  égard. 


A^/=-7-r  — +~rx  — +-7-r  — -  +  etc. 


+  -T-T  — +  -7-7-  —  +  etc. 


DES    Différences.  13 

En  effectuant  les  développemens  successifs  indiqués  ci-dessus^  il 

viendra 

d^u   ^      (Pu    A'       d^u    J^ 

d^u    A^      d^u      h^ 

dx^      1  dx^      2'2 

+  -7-T +  etc. 

dx^    1.3 

Il  seroU  facile  de  trouver  là  loi  que  suivent  les  termes  de  cette  ex^ 
pression ,  mais  nous  y  parviendrons  d'une  manière  plus  générale , 
au  moyen  de  l'analogie  qui  existe  entre  la  difFérentiation  des  quan- 
tités et  leur  élévation  aux  puissances,  analogie  dont  nous  avons 
déjà  fait  remarquer  quelques  traits  dans  les  a""*.  31-39* 

864.  On  a  vu  (  Int.  n".  25  )  que 

X  X*  X 

«•=  I  +  -  H ' —  H 1-  etc. 

I  1.2  I.2.3 

et  il  suit  de  cette  formule  que 

du 

—  A 

dx     _  duk      du"^     A*         du^       A^ 

dxi       dx*    I.  dx^     1.2.3 

du 

dx  duh       die      A*         du^       A* 

dxi       dx*     1.2        dx^    2.3 

Si  maintenant  on  transporte  les  exposans  des  puissances  de  du 
à  la  caractéristique  ^9  le  second  membre  de  Téquation  précédente 

deviendra 

du  h      d^u       A*         A        A' 

-; V  -; +  -r-i r  etc^ 

dx  1         dx*        1.2  dx^       l'^O 

et  sera  la  même  chose  que  a  1/  ;  on  aura  donc 

du 

dx  ♦ 

pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre  on  transporte 
à  la  caractéristique  d  les  exposans  des  puissances  de  du. 
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D'après  ce  résultat  Lagrange  a  remarqué  le  premier  qu'on  avolt 

du  . 

(  ~  V 

en  général  A"«f  =  \  e        —  i  ^^ , 

en  observant  toujours  de  transporter  à  la  caractéristique  d  les  ex- 

posans  des  puissances  de  ^2^  ;  et  voici  comment  Laplace  a  démontré 

cette  proposition. 

Il  est  évident  par  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n"*'.  860  et  863  ,  que, 
quelle  que  soit  l'expression  de  t^u^  on  doit  avoir 

A-«=  _A-+^'^.A-+^'^-;^A--+  etc. 


A\  A"^  etc.  désignant  des  coefficiens  qui  ne  dépendent  que  de  n. 

Cette  équation  devant  subsister  pour  toutes  les  formes  que  peut 

prendre  la  fonction  u ,  conviendra  nécessairement  au  cas  où  u=^t^  ; 

mais  alors 

du       d^u       (Pu 

dx        dx*       dx^  ' 

A^tt=^'(  e*—  I  )^ A«^=  e'(  e*—  I  )*. 

Substituant  cette  valeur  de  a"ii  ,  dans  le  premier  membre  de  l'équation 

,  du     d^'U 

posée  plus  haut ,  et  celles  àe-j-,  -r— ,  etc.  dans  le  second  ,  il  viendra 

dx     dx 

(  e*—  I  )"=  hr + Ah^-^'  +  ^''A""^*  +  etc. 

d'oh  il  suit  que  les  coeificiens  A\  ^%  etc.  doivent  être  les  mêmes  que 
ceux  du  développement  de  (  é" —  i  )" ,  puisque  l'accroissement  h  doit 
demeurer  indéterminé  ;  il  ne  peut  d'ailleurs  exbter  aucune  difficulté  à 
l'égard  des  coefficiens  différentiels  de  z^  ^  qui  se  déduisent  tous  des 
puissances  de  du  par  le  changement  indiqué  dans  les  exposans. 

865.  La  même  relation  entre  les  puissances  et  les  différences  se 
retrouve  dans  les  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables  y 
et  pour  la  mettre  hors  de  doute  ^  il  suffira  de  considérer  le  cas  oti  u 
dépendroit  en  même  tems  de  x  et  de  y.  Si  l'on  conçoit  que  ces 
deux  variables  deviennent  respectivement  x^h  etj^  +  *,  làfonc^ 
tion  u  se  changera  en 
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M 


Ju 


du 


"+4-{7r*+     dy 


} 


I      {  a'u  , 


d^u  .  d'u  d^u       \ 

dxdy  dy^        j 

Su     .  .  dPu    .  ^       JPu 


l^*'+3:;^A-*  +  3:;Ef7**"+ZT*'} 


dx'dy 


dxdy 


dy 


\.Xml\dx^ 

+  etc^ 

et  SI  de  cette  formule  on  retranche  u ,  le  reste  sera  le  développement 
de  la  différence  de  »,  ou  de  nu^  et  se  formera  de  celui  de  Tex- 
•  du         du 

%  dx  dy 

pression  t  ,     -^  î  , 

en  observant  de  transporter  à  la  caractéristique  d ,  les  exposans  de  du^ 

duf  du^  df^u 

c'est'^à-dire ,  de  changer  le  produit 


en 


attention  y  on  aura  non*seuIement 


dx^  dy"*         dx^dy 


-•,  Avec  cette 


mais  encore 


du       du  ^  j 

dx         dy 

du         du  % 

En  eâèt ,  on  verra  par  les  développemens  successifs  que  produisent 
les  substitutions  réitérées  de  :ir  +  A  et  jr  +  A ,  dans  ceux  de  a»  ,  a».  « 
L^u  y  A'»,  y  etc.  que 

dx^  ^     dxT-'^dy  dxT^^dy^  .       J 


■■"={ 
{ 


dx^'r       '        dx'^dy 

+  etc. 
et  si  Ton  prend  «=e*+y,  on  trouvera 

du  du J»«  d*U    *^*  .^  ,j,+y 

dx        dy       dx*       dxdy       dy* 
A*«=s«^(<*«—  I  )%.  .  . .  A"K  =  e«^7(«*+»—  I  )«, 
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valeurs  qui  changeront  l'expression  générale  de  a"//  en 

+  Z?A"+*  +  JJ'A"    k  +  B'h^-'tC + B'''hr-^P  +  etc. 
+  etc. 

les  accroissemens  A  et  A  devant  rester  indéterminés ,  Il  en  résulte  que 

les  coefficiens  numériques  A\  A'\ . .  • ,  5 ,  5'. . . . ,  etc.  du  second 

membre  seront  id^tiques  avec  ceux  du  développement  du  premier. 

Il  doit  être  évident ,  sans  qu'il  soit  besoin  d'entrer  dans  de  nouveaux 

détails ,  que  si  u  dépend  de  x y  y  y  ç ,  etc.  et  que  h^  ky  l  ^  etc. 

soient  les  accroissemens  respectifs  de  ces  variables  > 

du ,      du  ^      du 

J-A  +  — A+  — /+etc. 

du^  du''  du' 

en  observant  toutefois  de  changer ; ; — . . . .  x  hfk^r. . . . , 

dx^  dy''  df 
^^  j  pj  aj  T X  hFk^l^. . .  ;  car  en  opérant  comme  ci-dessus ,  on 

dy^dy^d[  • ,  •  • 

ramèneroit  la  détermination  des  coefEciens  numériques  à  celle  du 
développement  de  (  tf^+H-H-etc.  —  |  y^ 

866.  Pour  développer  la  quantité  (<M+^etc — ,)«^  \\  suffit 
d'obtenir  les  coefficiens  numériques  des  puissances  de  a  dans  le  déve- 
loppement de  («* — i)%  parce  que  ces  puissances  seront  des  Poly- 
nômes dont  on  connoît  le  terme  général  (  Inc.  n**.  19  ).  Or  on  a 

(  ^*— .  I  Yz=^c^ c*C«-0  4.  -V^^-C-) ^^ <^ ^c-('-^)+et  c, 

^         '  I  i.i  i.i.j 

et  comme  par  le  n''.2  5  de  l'Introduction  , 

c^     =1+     + —      H +ctCé 

I  1.2  1.2.3 

e«C--0:=l  +  î: ^+i ^ +  ^ i +  etc. 

I  Ié2  1.2.3 

e*C«-0=i+i i— j-i ^' {-^ ^ h  etc, 

I  1.2  1.2.3 

etc. 
le  coefficient  de  a  ^  sera 

cette 
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cette  série  s'arrête  d'elle-même  ^  mais  il  faut  observer  qu'elle  ne  Com- 
mence,  "ainsi  que  celle  du  n%  861 ,  que  lorsque  i  =  n. 

Si  on  développe  (  <* — i  )%  d'après  le  procédé  du  n".  98,  en  faisant 

(e*— iy=C  t^—Jr~ — +etc.  Y=*"+^V+'+^V-»-+  etcT 

\i     1.2     1.1.3  / 

et  prenant  ensuite  les  différentielles  logarithmiques  ^  on  trouvera 

A  =  -« 

2 

2              ^           1.3 
3^''=4(/î  +  2)^ L  (^4.  i)j^  +      ' 


2  2.3  2.3.4 

2^        -'^  2.3  ^•3-4  2.. 3. 4. 5 

etc. 

à  l'aide  de  ces  équations  on  déduira  successivement  les  uns  des  autres, 

les  coefficiens  A',  ^\'^\  etc. 

du  dfi 

dx  dx  - 

867.  L'équation  Auz=ie       —  i   donne    e       =^i  +  ^u^  tt  si 
on    prend  les  logarithmes   de  part  et   d'autre ,   il   viendra  ^ 

^A  =  l(l  +  Att), 

équation  qui  sera  vraie,  si  dans  le  développement  de  l(i  +  Att)y 

on  transporte  à  la  caractéristique  a  les  exposans  des  puissances 

de  au  ;  on  aura  par  ce  moyen 

du 

—  A  =  A  u^^£i*u+^A^u^i^^u+  etc.  (  //»;•  n^  i6  ). 

Au  lieu  de  nous  arrêter  à  démontrer  ce  cas  particulier ,  nous  prou- 
^ftODS  qu'en  général 

0&'={1(I+A«)}% 

fNi  changeant   a  «* ,  a  «^  ^  etc.  en  a^u  ^   ù?u ,  etc.  Il  est  visible 

que  la  question  revient  à  déterminer  les  coefficiens   différentiels 
du  d^ii 

-^7 — 9   *i-r>*«»etc.  en  fonction  des  différences  successives  de  u 

dx  axr 

4fptndict.  Ç 
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et  que  pour  cela  on  a- des  équations  de  là  forme 

A«  u  =_^A«+^'  ^A«+'+^'^^A"+»+  etc. 

A«+»ir=  Z^h^^  +  J^'l-^  A«+*+  etc. 

d"^u  ,  ^ 
A"+*//=  --—  A»-^*  +  etc. 

etc. 
dans  lesquelles  les  coefHclens  difFérentlels  ne  montent  qu'au  premier 
degré  ;  on  peut  donc  faire 
d'à 

On    obtiendroit   facilement  la   valeur    des    coefEciens  Inconnus 
-S',  B'\  B"\  etc.  pat  Télimination  successive  de 

mais  puisque  l'équation  hypothétique  doit  avok  lieu  quel  que  soit  u , 
elle  subsistera  encore  lorsqu'on  y  fera  u=zc'^  ce  qui  donnera 

-— r  ==  e*       et  A*«  =  e'  (  «*—  i  )*, 

quelque  valeur  qu*aîtle  nombre  entier/,  et  on  trouvera  par  conséquent 

A«=  (  e*—  I  )"+  5'(  «*—  I  )''"^"  +  ^''(  ^—  I  )"■*"•+  etc. 
Pour  mettre  en  évidence  l'identité  des  deux  membres  de  cette  équation, 

il  suffit  d'observer  que  A"r=  { l(i  + 1^ — i)  }**  >  parce  que  le  développe- 
ment de  I  (  I  +  «* —  I  )  j  ordonné  suivant  les  puissances  de  «* —  i ,  et  qui  est 

e*_  i_-^(,A_  ,).^  !(,,_  j  )'— K^*—  I  )H  etc. 
étant  élevé  à  la  puissance  n ,  deviendra  comparable  à  la  série 

(e*—  I  )-4-  5'(e*—  I  )"-^'+  5'X«*—  iO'"*'*+  etc. 
dont  les  coefficiens  numériques  B\  B'\  etc.  seront  par  conséquent 

déterminés  ;  et  si  l'on  écrit  ù^Uyk  la  place  de  t^ — i  y  et  - —  A"  à  celle 

d'u 

de  A*,  on  aura  l'équation  •— ;A'*={l(i  +  a//)} %posée précédemment. 

a  X 

En  faisant  pour  abréger  «* —  i  =  ce ,   et  développant 
(flt —  r**+  y  *^ — ï*^+  e^c.)%  suivant  les  puissances  de  a  ,  par  la 
méthode  du  u*.  98 ,  on  obtiendra  les  valeurs  de  -Ç',  B'\  etc. 


» — 
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26i.  L'éqiiation  -riff=  {1(i+a«)}*  peut  être  écrite  ainsi; 


C£k)'=-{\{i^^u)) 


€n  observant  d'appliquer,  après  le  dé veloppement ,  l'exposant  Atdu\ 
la  caractéristique  d ,  et  sous  cette  forme  elle  s'étend  à  un  nombre 
quelconque  de  variables ,  en  sorte  que 

(   du  ^         du  ^  du  ^  Y  et,  K  ^^ 

i^;*+5*^-5i'+ «=•}  =  <'('  +  ")>• 

Cette  dernière  équation  se  déduit ,  comme  celle  du  n*".  précédent  ; 
des  expressions  de  àJ'u^  bJ^^'u^  etc.  en  observant  que  le  développe- 
ment de  au  peut  être  mis  sous  cette  forme 

{du  ^      du ,      du  ,  Y 

^.(du,      du,      du,  1^+". 

„„cdu  ,      du  ^       du  ^  y^\ 

\dx         dy         a^  J  • 

+  Ctc. 

quel  que  soit  le  nombre  entier  i  ^  pourvu  qu'on  change 

iPu   d^u  d'il  dr^^\...u 

dx^  dy  d(**"^     dx^dydi'  • 

869.  Si  l'on  désigne  par  Aji^  AV9  ^V^  ^^c«  les  différences  qui 
résultent  des  valeurs  que  reçoit  la  fonction  u ,  lorsqu'on  n'y  fait  varier 
que  x  j  par  L^u ,  t^yU  y  ^^  u^  etc.  les  différences  relatives  à  la  va- 
riable y  seulement ,  on  aura 

0A"={l(i+A^)}-,        0A-={l(i+A^)}'. 

Si  l'on  fait  n  =  i ,  il  viendra 

du  du 

—  A  =  l(i  +  A;^),        —k  =  l{l+^,u), 

du  du 

-,  dx  dy 

fi  OÙ  t       =  I  +  t^v^ ,  t        =  I  +  A,«  ; 

Cl 


20 


Ch.    I.     Du    Calcul 


du         du 

dx  d'V 

^  et  comme  Au=ze  *^    — i^onen  conclura  d'abordl 

auz=z(t  +  à^){i  +  àyu)  —  i: 
pais  suivant  le  fil  de  l'analogie  qui  règne  entre  les  différences  et  les 
puissances,  on  obtiendra 

en  observant  de  changer  dans  le  développement  du  second  membre 

les  termes  de  la  forme  C^^Y^àyuy  en  à^u{^). 

Cette  dernière  équation  se  démontre  à  peu  près  de  même  que 
cellç  du  n%  867.  Puisqu'on  a 

dFu  dF^'u  d^^u 

^^««  =  ^*'+  ^'  7;^i^'^''rJ('^^.  A^*  +  etc. 
et  qu'en  faisant ,  pour  abréger ,  tfjA  =  // ,  il  vient 

A     u  =  A^,u'=z  -^  k'  +  B'  -p-^  AH-.  +  B"-—rr  A^*  +  etc. 


il  est  évident  que 

p+9        dr^'fu 


dy 


H-i 


dy 


f^ 


A       «=  


+  C\  ,  ., ,  ^.  hFk^'  +  etc. 


dx^dy 


H-* 


+  etc. 


En  prenant  successivement  pour  p  et  pour  q  tous  les  nombres  entiers 
possibles  en  y  comprenant  o ,  on  formeroit  des  équations  en  nombre 
suffisant  pour  déterminer  les  coefficiens  différentiels  par  le  moyen  des 
différences  partielles ,  et  dans  lesquelles  ces  coefficiens  ne  passeroient 
pas  le  premier  degré.  Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'effectuer  l'élimi- 
nation ,  on  peut  donc  affirmer  que  la  valeur  de  chacun  d'eux  ne 
contient  que  les  premières  puissances  des  diffîrences  partielles  de  x^ , 
et  que  par  conséquent  le  développement  général  de  A*ii ,  qui  est  de 
la  forme 


(*)  On  reconnoit  sans  peine  qae  A      u  n*est  que  rabbrévlatîon  de  Ai'^rC  A'^u  }, 
et  que  Ton  doit  avoir  A/'*(^fra)=A^y(A''*a),  ou  A      tf=A      a. 
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^^  A-    +2>'  _î^  K^'k  +  /y'  -r-?^  A*""*it*+  etc. 


+  etc. 
deviendra  nécessairement  de  celles! 

A"i/  =  £A%    tf  +  £'ù     .      a  +  £'^A  i^  +  etc. 

+  £  A       «  +  £';ù  tf  +  £  >  «  +  etc. 

'+  etc. 

Les  coefficitns  E ^E' E/y  £'^,. .  •  .etc.  étant  indépendans  de  i/; 

doivent  demeurer  les  mêmes  ,  quelle  que  soit  cette  fonction  ;  mais 
dans  le  cas  où  «  =  t*^^  on  trouve 

ce  qui  donne 

{t^^^iy=E \th—iY     +£'  (e*— O'-'Ce*— 1)+£''  (e*— i)«-(e*— !)•+  etc. 

+  etc. 
équation  qui  ne   sauroit  être  identique  à  moins  que  le  premier 
membre  ne  puisse  se  développer  comme   le  second ,  suivant  les 
puissances  de  (  <* —  x  )  et  de  (  «* —  i  )  ;   or  c'est  ce  qui  a  lieu , 
car  il  est  visible  que 

(e***-i)-={[,  +  (e*-i)][i+(e*-l)]-i}»: 

c'est  donc  dans  le  développement  du  deuxième  membre  de  cette 
dernière  équation  qu'on  trouvera  les  coefficiens  cherchés  ;  et  si  Ton 
y  substitue  A"tf ,  a^,  a^,//,  au  lieu  de  (e*"*"* — 1)%  («*— 0  ,  (/ — i), 
on  retombera  sur  l'équation 

A«tf  =  {  (  I  +  A^)  (  I  +  A^a)  —  I  y. 
Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  calculs ,  d'après  lesquels  on 
voit  évidemment  que  j  quel  que  soit  le  nombre  de  variables  compris 
dans  la' fonction  u^  ^ 

A"«={(i  + A^)(i  +  A^)(i  +A.tf )....— I  y. 
Le  développement  de  cette  formule  n'offire  aucune  difficulté.  On 
connoît  la  forme  générale  du  produit  (  i  -^x)  (i+>')(i  +  {)***  S 


.1 


■ 

I 
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en  se  bornant  à  trois  lettres ,  par  exemple ,  on  a 

I  +  *:  + r  +  C  +  ^J^  +  *î  +  j'î  +  Jf^'îi 
d'oïl  retranchant  l'unité  et  élevant  le  reste , 

à  la  puissance  n^  on  formera  l'expression  de  A"0,  en  changeant  les 
termes  de  la  forme  x^y'^f  en  a        u. 

870.  Nous  avons  supposé  dans  tout  ce  qui  précède  que  chacune 
des  variables  indépendantes  x^  y^  [^  etc.  ne  recevoir  que  des  ac^ 
croissemens  égaux  ;  mais  pour  donner  aux  résultats  du  Calcul  des 
différences  toute  la  généralité  dont  ils  sont  susceptibles  j  il  faut 
concevoir  que  ces  variables  éprouvent  des  changemens  successifs 
quelconques  et  indépendans  les  uns  des  autres.  Pour  mettre  de  la 
symétrie  dans  les  expressions  analytiques ,  nous  représenterons  les 
accrolssemens  des  variables  indépendantes  comme  ceux  de  la  fonction 
proposée.  Dans  le  cas  oîi  u  ne  contiendra  que  la  variable  x  ^  nous 
établirons  que  les  valeurs 


u^ 


». 


u 


\  y 


1/, 


nf 


correspondent  à  ces  quantités: 


1 9 


a» 


\r 


ny 


qui  désignent  les  divers  états  par  lesquels  passe  x ,  et.  nous  ferons 

V 

j:,— *x  =  A*',       :r^— x-,=  Ax,  ,       ^^-^ at.  =  A at.  ,  etc. 
A:tj— A^  =  A^x-  ,  A;r, —  Ajt,=  A"a:„  etç. 


A'Ji:, —  A*Ar  =  a':^  , 


etc. 


etc. 


nous  aurons  par  conséquent 

;fjî=Ar  +  Ax  ,    X'^=x+2A;c+A*Ar,    jfj=A:+3Ax+3A*x'+A'.r  ,  etC^ 

et  pour  déterminer  les  expressions  de u^^u^^u^^^  etc.  il  faudra  chercher 
ce  que  devient  la  fonction  proposée  u ,  lorsqu'on  y  met  successif 
vement  x^  j  x^j  x^^  etc.  au  lieu  de  x ,  en  sorte  que  si  l'on  écrit 
«  =  f(;(f),  il  viendra 

ir^=f(ArJ=f[Ar+-Ax  +  -i -^A»Ar+    ^     '     ^^ iA'Ar+  etc.]. 


l.Z 


I.Z.3 


/ 
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Si  Ton  substitue  à  Uj^  I9  série  du  n^  860 ,  on  obtiendra  l'équation 
n  n(n — i).  «(«— 1)(«— -1)    .     . 

I  1.2  1.2.3 

yr          «            72  Tn — i)               w(/2— i)C^ — 2)    -  - 

=  £[*:  + -A*+-^*-^ -^""x  +  -^^ ^-^ ^  A^jt:  +  etc.  1 , 

I  1.2  1.2.3 

qui  doit  se  vérifier  indépendamment  d'aucune  valeur  particulière  de/z. 
Si  donc  les  deux  membres  étoient  développés  suivant  les  puissances 
de  I?  9  on  pourroit  égaler  entr'eux  les  coefHciens  d'une  même  puis« 
sance  »  et  les  équations  qu'on  obtîendroit  par  ce  moyen  serviroient 
à  déterminer  les  différences  de  la  fonction  u  par  celles  de  la  variable  x. 
Ce  procédé  est  analogue  à  celui  du  n^.  34  9  et  s  étend  de  même  aux 
fonctions  d*un  nombre  quelconque  de  variables  i  dans  le  cas  où 
Ton  auroit  u=iï(^x^  y'^  [)  ^  il  viendront 

•   n  nln — i)  n(n-^i)(n — 2)    , 

I  1.2  1.2.3 

f  [  jc  +  -  A  jc  +  -i ^  A'JC  +  -^ i-^ ^  ù?x  +  etc. , 

I  1.2  ^        1.2.3 

,   n             n(n — i)    .         n(n — i)(n — 2)    , 
y  +  ^Ay  +  -i i^y  +  -i ii i  A>  +  etc., 

I  1.2  "^  1.2.3 

n  n(n — i)  n(n — i)(n — 2)    , 

Î  +  -A^+  -i ^AV+  -^^ ^-^ ^.A'^+etc.]. 

i  1.2        .   ^  1.2.}  ^  ■* 

En  comparant  les  termes  affectés  d'une  même  puissance  de  n  dans  le 

développement  de  cette  équation ,  on  s'en  procurera  un  nombre 

suffisant  de  nouvelles  pour  déterminer  Au  y  A^u ,  a^u  ,  etc. 

871  •  Les  calculs  qu'entraîne  cette  méthode  peuvent  la  rendre  encore 

fort  laborieuse ,  et  souvent   on  'préférera  déduire  les   unes    des 

autres  les  différences  successives ,  ce  qui ,  lorsque  u  ne  dépend  que 

de  ^ ,  s'effecyie  ainsi:  on  passe  d'abord  de  Au  à  au^  ,  en  écrivant  x,  et 

:rA,  yOu^cequi  est  la  même  chose,  at+aa:  et  Aji:  +  a';c,  au  lieu  de  at 

et  de  A  AT  9  et  on  a  a^u  =  au, — Au;  on  obtient  ensuife  a*«,  ,  en 

mettant  x,  ^  ax^  ,  a^x,  ,  ou  x+ax^  A;c+A»;r ,  a^x+a^jt  ,  à  la 

place  de  JT,  Ax  ^  a'x  ,  ce  qui  donne  a^«=a*//,— A*//.  Sans  pousser 

plus  loin  y  on  voit  que  pour  passer  d'une  différence  à  celle  qui  vient 

après,  il  faut  regarder  en  même  tems  comme  variables  x  et   ses 

différences  ;  et  que  par  conséquent  à  chaque  différenciation  le  nombre 

des  variables  s'accroît  de  l'unité. 
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Les  diâtérences  de  u  se  développeront  aussi  par  la  série  de  Taylor  ; 
généralisée  pour  un  nombre  quelconque  de  variables.  En  regardant  à» 
comme  une  fonction  de  x  et  ù^x  ^  on  aura 

d^u  Jau 

A*/^=      — Ax  +  -— -. —  A^x 

dx  dAx 

+  M— 7-— A;t»+1— AxA^X+--: —A^X^  J 

i    dx^  ^    dxdAx  dAx""  } 

+  etc. 

•  du  Ax       d^u  Ax^ 

et  puisque  a«= j. -l  etc.  on  aura 

dx    I        dx^  i.i 

d^tt  du    . 

dx''  ^  dx 

+  etc. 

en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  des  différences  ux  ^  A^x ,  etc. 
Cet  exemple  sufEt  pour  montrer  comment  il  faut  s*y  prendre 
dans  tous  les  cas ,  quel  que  soit  le  nombre  xle  variables  indépen- 
dantes y  puisqu'il  est  aisé  de  faire  \  par  rapport  à  chacune  d'elles , 
ce  qu'on  a  fait  ci-dessus  à  l'égard  de  jt^  et  que  d'ailleurs  la  mé- 
thode que  nous  indiquons  ici  revient  au  fond  à  celle  qu'on  em- 
ployé pour  obtenir  les  différentielles  successives»  lorsqu'on  ne 
prend  pour  constante  aucune  des  différentielles  des  variables  in- 
dépendantes. Nous  nous  bornerons  à  observer  que  si  dans  l'ex- 
pression de  ù^u  ^  on  écrit  en  première  ligne  les  termes  qui  con- 
tiennent la  puissance  la  moins  élevée  de  chacune  des  différences 
des  variables  indépendantes ,  l'ensemble  de  ces  termes  deviendra 
identique  avec  la  différentielle  J^u^  lorsqu'on  y  changera  ax ^ 
A»r ,  etc.  Ay^ ,  A^y ,  etc.  en  dx^  d^x ,  etc.  dy^d^y^  etc.  et  que  chacun 
d'eux  sera  de  la  forme 

MAx'A^x^'A^x^".  .  .  .Ay^AY^y.  . , .  A^AY'AYVctC. 

M  désignant  une  fonction  des  variables  x^  y ,  i^  etc.  les  expo<r 
sans  satisfaisant  à*  l'équation 
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871.  L'application  du  théorème  de  Taylor ,  fournît  une  expression 
très*élégante  du  développement  de  ùTu ,  lorsque  «  ne  renferme 
que  la  seule  variable  x.  Pour,  y  parvenir  soit 

nous  obtiendrons 

^i«  A,      i/"z<  A\      if'f^      A\ 
dx   I      <iji:"i.i     djc'    1.1.3 


du  A.      -/•«    A*.       ^tf      A^ 
1  j.. L-i î 

dx   I       </;c'  1.2     dx^   1.1.3 


«.=«+—  — + V-:  — ^+-r-3  — r—  +  etc. 


^tf  A,     i/*x^  A%      i/^«     A\ 

xr,=«+—  -i+ V-.  -4+y-3 î—  +  etc. 

dx   I      ix;ir*  i.i     dx^   1.1.3 

«•=«+7-  — +T-;  -^+T-s  — ^  +  «"• 

<Mf    I        tf**  I.l      </*'    1,2.3 

et  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

n  ,n(n' — i)  n(n — 1)(« — i) 

I  i>x  1.1.3 

nous  aurons 

A"«=:  «  {   I 4.-^ i i i-i i         +etc.) 

'•I  1.2  1.2.3  ' 

J.      '        ''"/A  "a         .    "("— Ot  «(«— l)(g->2)  ^ 

I  .  ^«  «  ,  K«— Ot.  n(a— i)(/t— 2) 

+  etc. 
Le  coefficient  de  u  est  identiquement  nul  ;  car  ce  n*est  que  le  déve- 
loppement de  (1-— ,1)";  de  plus,  si  Ton  changeoit  en  exposans  les 

•     .      *        *  ,  ^     du      d^u       éPu 

indices  de  la  lettre  A ,  les  séries  qui  multiplient  --  ,   - —  »    -r— 5 ,  etc» 

dx        d  7^        d  X 

deviendroient  respectivement  égales  aux  développemens  de  (A-^i)"^ 
{A' — 1)%  (A' — i)*,  etc.  privés  de  leur  dernier  terme ,  qui  est  =f=i  9 
suivant  que  n  est  impair  ou  pair  :  on  peut  donc  remplacer  ces 
séries  par  les  quantités 

(A— i)-±>,      (A*— iy±i,      (A'— i)*dbi,  etc. 
Appendice^  D 
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en  observant ,  lorsqu'on  développera ,  de  convertir  en  indices  tous 
les  exposans  /»,  n — i ,  n — x ,  et  de  ne  laisser  à  la  lettre  h  que  les 
exposans  j  1,2,3,  ^^c.  dont  elle  est  affectée  dans  les  parenthèses 
ci-dessus  :  c'est  ainsi  que  Prony  a  présenté  la  formule  suivante  , 

I        éPu 

.[(A^-i)"=bi3+etc 


I.X.3  d. 

Cakuf  des"difFé-       ^73'  ^'""^  ^^^  principaux  usages  du  Calcul  des  différences  a  pour 
rences  à  l'ioterpo-  objet  V interpolation  des  suites  ;  cette  opération  consiste  à  insérer  entre 

les  termes  d'une  suite  donnée  de  nouveaux  termes  assujettis  à  la  même 
loi  que  les  premiers.  Soient  u.jU^j  u^^  etc.  les  valeurs  particulières 
que  reçoit  une  fonction  quelconque  u ,  dépendante  de  la  variable  x  ^ 
lorsqu'on  y  change  successivement  x  en x+h ,  x+ih^  x+'^h^etc. 
on  aura  ces  deux  suites  correspondantes 

x^     ^  +  A,jc+iA,     x+'^h,    (Çtc. 

W  ,  «r  »  U^f  «5  ,  etc. 

mais  outre  les  valeurs  ci*dessus  ^  la  fonction  ir  en  a  une  infinité  d'autres 
résultantes  des  valeurs  de  x ,  intermédiaires  entre  celles  qui  répondent 
à  la  suite  proposée  ;  déterminer  ces  nouvelles  valeurs  de  u  sans 
connoitre  l'expression  du  terme  général  de  la  suite ,  ou ,  la  manière 
dont  la  fonction  u  est  composée  en  ^  ,  et  seulement  par  le  secours 
des  valeurs  numériques  des  quantités  UjU^^u^^  u^ ,  etc.  c*est*là  ce 
qu'on  appelle  interpoler  }a  suite  u^  u^^  u^^  u^^  etc. 

La  question  que  nous  nous  proposons  ici  revient  donc  à  trouver  la 
valeur  de  u  lorsque  x  se  change  en  x-^-h!^  h!  désignant  une  quantité 
quelconque,  en  n'employant  dans  le  résultat  que  les  diflfërences  de 
la  fonction  u ,  calculées  dans  l'hypothèse  oii  x  varie  de  la  quantité  h  ; 
or  on  a  par  le  n".  867  » 

^A*=  A*«+^'A^'«+^'A^«+^-A»-'«  +  etc. 

dx 
d'oîi  il  suit 

fii  A''=  -rj  (  A*«  +  A'ùl^'u  +jfùf**u  +  etc.  ). 
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Si  on    tiroît   successivement   de  cette    équation  les  valeurs   de 

du      i^u      3Pu 

^,   j-j,   -j-j  I  etc.  pour  les  substituer  dans  la  série 

du  h!       d^u    *'•        iPu     h!^ 

dx    I         dx^    i.x        dx^  I.2.3 

qui  exprime  ce  que  devient  u  lorsque  x  devient  x+hf  ^  on  auroit 
un  résultat  de  la  forme 

B\  B\  B\  ,  B\  ,  B'*\  ,  etc.  étant  ainsi  que  A\  A\  etc.  des  coefficîens 
numériques  indépendans  de  A  ;  et  désignant  par  ù!u  l'accroissement 
que  reçoit  la  fonction  u  dans  le  passage  de  x  à  x+A^  il  viendroit 

V  •     A'        *  A'* 

l  +  A'||=  I  +_  A«  +  ^jî'—  +  ^'^—^  A*l<  +  etc. 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  u  ^  subsistera  encore 
dans  le  cas  où  u^^t'^  et  se  changera  alors  en 

équation  dont  on  ramène  ,  par  le  développement ,  le  premier 
membre    à  la  même   forme  que  le  second  ^  en  observant    que 

«*'=  [  1  +  (  <*—  I  )]  ^  ;  et  comme  en  remettant  dans  le  second  A// , 
/!•«,  etc.  à  la  place  des  quantités  e*— i ,  (e* — i;* ,  etc.  on  re- 
tombe sur  le  développement  de  i+a'z^,  on  doit  en  conclure  que 

pourvu  qu'on  se  rappelle  de  transporter  à  la  caractéristique  a  ^  dans 
le  second  membre^  les  exposans  des  puissances  de  Ai/,   . 

Ce  résultat ,  aussi  simple  qu'élégant ,  a  été  présenté  par  Lagrange 
comme  une  conséquence  de  Tanalogie  que  les  différences  ont  avec  les 

puissances.  En  effet,  il  suit  de  l'équation  *"*  =i  +  a» ,  (  n'.  864  ), 

D  % 
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que  «      =(i  +  A«)'',  ce  qui  donne  sur  .le  champ, 

A'  dUi, 

I +A'«  =  (i  +  Att)^,  puisque  /*  =i+ù!u. 

En  développant  le  second  membre  de  Téquation  que  nous  venons 
d'obtenir  y  ainsi  qu'il  a  été  prescrit,  on  trouvera 

A'  AYA'— A)    .        AYA'— A)(A'— lA)    ,     .     ^ 

A  A.iA  A.2A.3A 

Si  Ton  fait  A  =  i ,  on  aura 

A'  A'(A'— I)    .         A'(A'— i)(A'— i)     ,     ,     ^ 

I  1.2  1.2.) 

série  qui  n'est  autre  que  celle  du  n%  86o ,  dans  laquelle  on  auroit 
mis  h!  à  la  place  de  n. 

874,  Venons  maintenant  à  des  applications.  Si  l'on  désigne  par  u' 
ce  que  devient  u ,  lors(](tieA-  se  change  en  j:+ A',  on  aura  u'z=^u+à!u^ 
et  il  est  visible  que  pour  tirer  parti  de  l'expression  de  ^'u ,  il  faut , 
ou  qu'elle  se  termine  ^  ou  du  moins  qu'elle  forme  une  série  conver- 
gente. Le  premier  cas  a  lieu  toutes  les  fois  que  la  suite  des  diffé- 
rences A  zr ,  A"«^ ,  ù?u ,  etc.  se  termine  elle-même ,  c'est-à-dire  , 
lorsque  l'on  parvient  à  un  ordre  dont  les  différences  sont  constantes, 
ce  qui  rend  nulles  celles  du  suivant. 

Soit  d'abord  la  suite 

3,        7f        i9f        39f        67  f      etc. 
correspondante  aux  indices 

o,        I,  2,  3,  4,      etc. 

on  a  pour  ce  cas , 

tt=3  ,    x=:o ,    A= I ,    Ax^=4  ;   A*tt=8 ,    A'tt=o ,  (  n^  860  )  ; 

l'expression  de  a»  se  réduit  à  ses  deux  premiers  termes,  et  Ton 

obtient  par  son  moyen  ù!u  =  4  A'+  4  A'  (  h' —  i  )  =  4  A'*.: 

ainsi  pour  l'indice  A',  il  viendra  «'=3  +4A'*.  En  prenant  A'=  { ,  par 

exemple ,  on  trouvera  que  le  terme  correspondant  à  cet  indice  est  28. 

Proposons-nous  encore  la  suite 

1 ,      4  *      *  *      3  f      9  >      i^  *      etc. 
en  prenant  les  indices  comme  à  l'ordinaire ,  savoir  : 

o,      I,      2,      3,      4,        5,      etc. 
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et  formant  les  diflFérences,  on  trouvera 

doù  on  tirera 

A'        A'(  A'~i  )       A'(A'— i)  (A'-.i)        A'(A'— i)  (A'— 1)  (A'— 3) 


a  =1  +  3 


5 


+  8- 


—6 


I  1.2  ^         I.Z.3  -  I.1.3.4 

en  réduisant  cette  expression  ^  et  Tôt  donnant  par  rapport  aux  puis« 
sances  de  h\  on  aura 

,     ÏI+116A'— iiiA'»+34A'3— 3A'^ 

u  ^^       '      « 

12 

tl  est  important  de  remarquer  que  l'expression  de  n'y  dans  cet 
exemple  et  dans  le  précédent^  étant  rigoureuse ,. et  convenant  à 
toutes  les  valeurs  de  h\  offire  le  terme  général  de  la  suite  proposée , 
puisqu'elle  en  donne  tous  les  termes  particuliers  en  y  faisant  suc-- 
cessivement  A'=:  o  ,  *'=  î  ,  A'=î  i ,  etc.  et  quoique  nous  n'ayons 
rapporté  que  les  premiers  termes  de  cette  suite  ^  on  peut  U 
continuer  aussi  loin  qu'on  voudra  ,  suivant  la  loi  observée  dans  ces 
termes.  Il  en  sera  toujours  de  même  quand  la  série  proposée  aura 
des  différences  constantes  ,  parce  qu'elle  ne  peut  résulter  alors  que 
des  valeurs  successives  d'une  fonction  algébrique  rationnelle  et 
entière. 

875.  Les  cas  auxquels  on  applique  le  plus  fréquefnment  la  formule 
h'  AYA'— A)      .     h'(h!—h)(h!—ih)    , 

A  A.iA  A.2A.3A 

sont  ceux  dans  lesquels  les  différences  Ai/,  A^u,  à?u ^  etc.  vornt 
en  décroissant  9  parce  qu'alors  elle  est  convergente.  En  voici  un 
exemple  tir.é  des  tablés  de  logarithmes.  Je  suppose  qu'on  veuille  obtenir 
le  logarithme  ordinaire  de  3,1415916536  ,  par  le  moyen  d'une  table 
contenant  les  logarithmes  depuis  i  jusqu'à  looo,  avec  dix  décimales; 
on  regardera^^lors  les  logarithmes  contenus  dans  la  table  comme  des 
valeurs  particulières  de  la  fonction  u ,  les  nombres  comme  les  indices 
auxquels  répondent  ces  valeurs ,  et  on  formera  le  tableau  suivant 

u  =0,4969196481 
«.=0,4983105^38 
«.=0,4996870816 
j/^=o,50iO59262x 
ir^=o,502427iioo      '^^'^^f^  j 


13809057 
13765188 
13711796 
13678578 


—43769 
—43491 
— 43218 


+  277 
+  2.74 


l 


—  3 
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dont  la  première  colonne  renferme  les  logarithmes  de 

3>ï4>       3^M»        3»i6,        3,17,        3»ï8; 
la  seconde ,  leurs  différences  premières  ;  la  troisième  y  leurs  diffé- 
rences secondes;  la  quatrième,   leurs  différences  troisièmes ^  et  la 
cinquième  leurs  différences  quatrièmes  qui  se  réduisent  à  troii  unités 
du  dernier  ordre  :  on  aura  par  ce  mojren 

Atf  =  +  0,0013809057,  A'tt  =  —  0,0000043769, 
ù^u:=i  +  0,0000000177,  A^«=  — 0,0000000003  } 
et  comme      A=o,oi ,  K-=.      0,00  ij  916  5  3  6,on  obtiendra 

—  =  0,15916536,        --^^î=^—T  =  — 0,41036731 

-^  =--f  =  _o,6i3578".        _^  =  ^«:-  =  _  0,71018366: 

avec  ces  valeurs  il  sera  très-facile  de  mettre  en  nombres  la  formule 

qui  donnera  1/=  0,497 1498716. 

11  existe  des  moyens  plus  faciles  pour  obtenir  les  logarithmes  des 
nombres  exprimés  par  beaucoup  de  chif&es ,  mais  le  précédent  est 
très*propre  à  servir  d'exemple  pour  la  méthode. d'interpolation. 
On  doit  reconnoître  déjà  que  cette  méthode  s'étend  à  beaucoup 
dVutres  cas ,  elle  est  sur- tout  d'un  très-grand  usage  dans  les  calculs 
astronomiques. 

876.  Si  on  développe  Tçxpression  générale  de  u^  suivant  les 
puissances  de  A,  le  résultat  sera  de  la  forme 

u'=u  +  A  A'+  B  A'*+  Ch'^+  etc. 

■ 

et  le  dernier  exposant  de  h\  marquera  l'ordre  de  la  plus  haute  dif- 
férence à  laquelle  on  ait  eu  égard.  Il  est  visible  qu'en  «considérant  hf 
comme  une  abscisse ,  et  u'  comme  l'ordonnée  correspondante  , 
l'équation  ci*dessus  appartiendra  à  une  courbe  du  genre  parabo- 
lique; et  puisqu'on  doit  avoir  successivement 

«'=  u ,  tt'=  «, ,  u'=  u^ ,  '  u'=z  u^ ,  etc. 
lors^qu'on  fait  A'=o,  .  h'=hy  h'=xhy  4'=  3 A,  etc. 
il  s'ensuit  que  cette  courbe  doit  passer  par  autant  de  points  donnés  ^ 
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qu*on  a  de  valeurs  particulières  de  u.  La  méthode  d'interpolation  que 
nous  venons  d'exposer  revient  donc  à  faire  passer  par  un  nombre  dé<- 
terminé  de  points  donnés ,  une  courbe  parabolique  sur  laquelle  on 
suppose  ensuite  que  sont  placés  les  points  qui  correspondent .  aux 
valeurs  intermédiaires  que  Ton  cherche.  C'est  Ne'Vton  qui  le  premier 
a  résolu  cette  question ,  et  voici  comment  : 

Pour  une  valeur  quelconque  x'  de  la  variable  x  ^  il  fait 

«'  =  et  +  i8  a:'+  y  a:'*+  J^x'^+  etc. 

ce  qui  donne  pour  la  suite  de  valeurs  particulières  x  y  x^^x^^  x^^  etc. 
ces  équations 

Il  =  rt  +  ]0  jc  +  yx^  +  /  A'^  +  etc. 

«,=  ce  +  i3  :r,  +  >. x\  +  /x^  +  etc. 

//,=  *  +  i3jr,  +  >jt\  +  <rjc\+  etc. 

«î  =  *  +  i8  ^^  +  yx\  +  J^jf^j  +  etc. 

etc. 

dont  le  nombre  doit  être  égal  à  celui  des  coeificiens  indéterminés 
A ,  /S ,  7. ,  etc.  En  retranchant  successivement  la  première  de  la  se« 
conde  y  celle-ci  de  la  troisième,  etc.  on  parvient  à  des  résultats  res- 
pectivement divisibles  par  x^ — x,  x^—x^^  x^^x^^  etc.  et  d*où  Ton  tire 

-^^^— ^  =  i8  +  >(^i  +  *  )  +  <''(^\+ ^«^  +  ^*  )  +  etc. 

» 

■^^^^^^^  =  ^ +  >(*.+  *.)+'''(«'.+  *.*.+  *•,)  + etc. 

«1 — u. 


^  =  i8+>(^,  +  ^J  +  J^(^'i+^îX.+  *\)  +  etc. 

î — 

etc. 


X,— X, 


posant  pour  abréger =  U ,      -î î-  =  2^  ,  etc.  on  aura 

les  équations 

^=^+>(^,+^r+J'(*\+^,^  +x*)+etc. 

t^.=i8  +  >(^.+x,)  +  cf(x».  +  x,r.  +  x\)+  etc. 

£^.=A>(^,+^0+^(*%+^î^«+**0+  etc. 
etc. 

retranchant  encore  UàtU^y  V^  de  V^  et  ainsi  de  suite  y  et  désignant 


3* 
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L   C   U  t 


par  Z/',  U\ ,  etc.  les  quantités  --: — —*'-— — — ^,  etc.  on  trouvera 


x^     'X      jri"~""^j 


<l'oîi  on  tirera 
Maintenant  si  Ton  fait 


U'  =ty  +  J'(x,+  *.  +  X  )  +  etc. 
£^',=p=^  +  /(x,+ *.+*.)  + etc. 

U'  -^U' 

— : =  U%  on  aura  U''=  <f  +  etc. 


et  &i  pour  fixer  les  idées  on  qe  suppose  que  quatre  termes  à  l'ex- 
pression de  u ,  l'opération  sera  terminée  à  l'équation  ci-dessus  j 
prenant  la  valeur  qu'elle  donne  pour  J' et  remontant  à  celles  de  7,  j8 ,  «1 
par  le  moyen  des  expressions  de  Z/',  £^  et  « ,  il  viendra 
/=£'* 

^  =  (/—U'(x,+  x)  +  U"(x,x,  +  x,x+  x,x) 

i=  u  —^  U x  +  Vx^x  —  Vx^x^x. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  u\  on  aura 
v!z=u^-V{y^^x)^V\x'*—{x,Jrxyj^x,x-\  \ 

Il  est  facile  de  voir  que  les  côefficiens  de  V^  U'  et  U"y  sont  décompo- 
sables  en  facteurs  simples ,  et  que  l'on  peut  mettre  u  sous  cette  forme 

«':cr||+J/(x'—Jc)+£^V— *)(*'— *.)+  U"{X'—X){X'-.X,)  (*'— AT.). 

En  poursuivant  d'aprçs  cette  mçtbode ,  on  obtiendrpit  une  formule 
analogue  à  la  précédente  ;  et  quel  que  fût  le  nombre  des  valeurs  pri- 
mordiales X,  X, ,  X-. de  l'abscisse ,  on  auroit  en  général 

»'==«+  V{x'—x)  +  V  (*'— a:)(x'— X.)  +  C^V— *)(*'--*.)(*'-*J 

+  £^"(*''-*)(* -*.)(*'-'.)(* -*î)+  etc. 


u. 


en  faisant 
-u 


X,— -X 


—V 


«.— «, 


V', 


x^—x, 
x^—x. 


=u 


u 


V 


'U, 


I  9 


=1^'., 


*^j — X, 


=Z7. 


«i — « 


•  > 


î-=i^, ,  çtc. 


\ 


î-=i7'.,  etc. 


?         il- : 


=^7".,  etc. 


^V'\  etc. 


|:tc, 


Quand 
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Quand  les  ordonnées  u^u^^u^^u^^  etc. 'sont  équidistantes ,  on  a 
x^ — xz=x^ — ;c,=r5— rr. ,  etc.  d'où  il  suit  évidemment 
a:.=Ji:-fA,        af.=a;+lA;       jr^==;c+3A ,   etc. 

V'  =^A-^,  ^^=^A...,  C.;=^  ^X,  etc. 

4A* 
etc. 

faisant  j/rzr^+A',  il  en  résultera  \ 

x' — x=A',  Jc' — j»r,=A'— A,^a:' — ;r.=A' — lA,  ;i;'— Jf3=A' — 3A,  etç. 

et  Ton  voit  ainsi  que  Texpression  précédente  de  v!^  qui  devient  alors 
U         ,     A'(A'— A)  kni—k)(K—xh)    , 

A  A.iA  h.th.yi 

rentre  dans  celle  que  nous  avons  trouvée ,  n"".  873  ,  par  une  voie 
bien  différente. 

877.  Lagrange  a  présenté  l'expression  de  v!  sous  une  forme  nou- 
<velle  9  en  observant  que  puisque  les  équations 

u  =(»+  ^x  +  >:t*  +  /a;^  +  etc, 
u,=0L  +  i8A;,+  7a;\+  cf  A^^+  etc. 

«,=  *  +  i8^s+  >Jif\+  J^^^H-  etc; 

etc^ 
sont  du  premier  degré  seulement ,  par  rapport  à  chacune  des  quan* 
tités  «  9  iS  9  7  9  etc.  u^u^yU^y  etc.  et  que  11!  doit  être  exprimé  en  x^^ 
de  manière  qu'en  y  faisant  successivement  x':=zx^  x'-^ix^ ,  ar'=^^,  etc. 
il  vienne  «'=» ,  i/=£f, ,  vl-=u^ ,  etc.  on  peut  écrire 

v!z=lXu  +  J^,«,+  -X'a«»+  etc. 
pourvu  que  X  ^X^^X^^  etc.  soient  des  fonctions  telles  que  par  U 
supposition  de  x*^=^x  ^  on  ait  en  même  tems 

Ar=i,      -^,=0,      -Sr,=:o,  etc. 
que  par  celle  de  x'=zx^ ,  on  ait 

Jt=o,      -3r,=T,      Jir,=o,  etç'' 
que  par  celle  de  x'z=ix^ ,  on  ait 

-y=ô,      Xj=o-,      -X;-=i,  etc. 
Apptnàict^  E 


"N 
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et  ainsi  de  suite ,  conditions  qui  siéront  rempUes  si  l'on  prend 

(y — x)(x' — -^i  )  (  ■^'— *  ^0  •  •  •  • 


X,= 


X.= 


( x' —  x)  { y—  X,)(  JC'—  X) ) •  •  •  • 


ctc» 

La  loi  qu'il  faut  observer  dans  la  formation  de  ces  quantités  est  on 
ne  peut  pas  plus  simple  ;  leur  numérateur  contient ,  ainsi  que  leur 
dénominateur  »  autant  de  facteurs  qu'il  y  a  de  quantités  x^x^^x^j  etc. 
moins  une  ;  et  si  l'on  y  fait  les  hypothèses  indiquées  ci-dessus , 
non-seulement  on  se  convaincra  quelles  satisfont  à  la  question 
proposée,  mais  on  verra  de  plus  comment  il  a  été  possible  de 
prévoir  qu'elles  y  satisferoient*  Oa  a  donc  cette  nouvelle  formule 
d'interpolation 

+  (^-^)(^-^^X^'-^0'-^^  +  etc. 

(^»— OC*"»— ^i)(^.— ^0*  •  • 

très-commode  dans  la  pratique,  parce  qu'on  en  peut.calculer  chaque 
terme  par  le  Inoyen  des  logarithmes.  Il  ne  seroit  pas  difficile  de  la 
ramener  à  celle  du  n''.  précédent ,  et  même  à  celle  du  n"".  87^  ;  c'est 
pourquoi  nous  ne  nous' y  arrêterons  pas.  \ 

878.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n"".  876 ,  on  conclura  sans 
doute  qu'il  existe  pour  l'interpolation  une  infinité  de  formules  dif- 
férentes ,  dont  chacune  doit  être  propre  à  un  genre  particulier  de 
suites.  En  effet ,  celles  que  nous  avons  obtenues  jusqu'ici  ne  con- 
viennent qu'aux  suites  dont  le  terme  général  est  rigoureusement  de 

la  forme 

A  +  fix  +  y x*+  J'x^^  etc. 

ou  peut  y  être  ramené  par  le  développement^  lorsque  x  est  assez  petit . 
Dans  ce  dernier  cas  on  ne  parvient  qu'à  un  résultat  approché^  et  s  eu-: 
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lement  lorsque  les  valeurs  dondées  et  celle  que  Ton  cherche  sont  ren- 
fermées dans  un  très-petit  espace  ;  c'est  ce  que  TappUcation  géométri- 
que rendra  sensible.  En  déterminant  les  coefEciens  a,  li ,  y^  i"  f  etc. 
comme  dans  le  n"".  cité ,  on  forme  ^  ainsi  qu'il  a  déjà  été  dit ,  Téqua- 
tion  de  la  courbe  parabolique  passant  par  les  points  dont  les  abscisses 
sont  *  >  Jir» ,  x^ ,  et  les  ordonnées  u^u^^u^^  etc.^Si  les  abscisses  sont 
très-inégales ,  la  courbe  obtenue  pourra  avoir  la  forme  FGH ,  fig.  t  »  FiG.  1. 
tandis  que  le  terme  général  de  la  suite  proposée  donneroif  une  courbe 
de  la  forme  CDE  ^  qui  n'auroit  de  commun  avec  la  première  que  les 
points  donnés  iH,  -M, ,  -M.,  M^  ,etc.  et. qui  en  dîfféreroit  d'ailleurs 
beaucoup  dans  l'intervalle  de  l'un  de  ces  points  au  suivant ,  ainsi  que  le 
montre  la,  figure.  Si  au  contraire  les  points  donnés  sont  fort  resserrés , 
et  qu^entr'eux  la  parabole  calculée  n'ait  aucune  inflexion,  elle  pourra 
se  confondre ,  au  moins  dans  un  espace  peu  étendu  ^  avec  la  courbe 
qui  résulteroit  du  terme  général  de  la  série  proposée.  Il  suit  de  ce  qui 
précède  qu'en  variant  la  forme  de  l'équation  de  la  courbe  par  laquelle 
,on  suppose  que  les  termes  de  la  suite  proposée  sont  liés  avec  leurs 
indices ,  on  en  pourra  trouver  une  qui  approche  plus  que  toutes  Ie4 
autres  de  la  courbe  donnée  par  le  terme  général. 
Sans  sortir  du  genre  parabolique ,  on  peut  à  l'équation 

l/=  «     +  )8  at'  +  >a:'*+  <rx'3+  etc. 

substituer  Tune  des  suivantes 

vl^fix'  +  fix'^^  >^'*+  J'x''+  etc. 

«'=*JC'*+  i8  jc'4+  yx'^J^  J^X''+  etc. 

dont  les  coefficiens  «9  /0 9  79  ^9  etc.  se  détermineroient  aussi  par  - 
les  équations  particulières  qu'on  formeroit  9  en  changeant  succefli- 
vement  ^  et  x\  en  u  tt  x  ^  en  «,  et  x^ ,  etc.  mais  on  abrégera 
beaucoup  le  calcul  9  en  donnant  à  ces  expressions  les  formes 

ii=Axf  ^Bx'{x!^^x^)'\^Cx'  {x'^^x^){x'^^x\)  .    - 

+  2?a?'(«'*— a;")(A:'»— a;*j(ar"— ;t\)+  etc.  | 

l*'=^^*+i?â;'»(«'»-^jc*)+  Csf!\x'^^x^){x'^^x^^  ^ 

+Z?x'*(:p'*— a?*Xx'*— jp\)(a/*— Ar\)+  etc.  }  > 

lesquelles  étant  développées  rentrent  évidemment  dans  celles  qu'on 
leur  a  supposées  d'abord.  Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  de  la 

Ei 
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première  de  ces  expressions,  qui  donne 
u  z=Ax 
a, =Ax,  +  Bx,  («•,—«•) 

lorsqu'on  y  fait  les  substitutions  indiquées  plus  haut.    On   tire 
d'abord  de  ces  équations 


u 

X 


u 

X 


t 


X 

u 


+  etc. 

retranchant  ensuite  la  première  de  celles-ci  de  chacune  des  autres , 
et  divisant  les  résultats  par  la  quantité  qui  multiplie  B ,  on  obtient 


ttfX—'UX, 

xx,(x*,—x'') 
u.x  — '  a  ;c»  _ 

etc.  * 

En  représentant  par  V,,U,,U^,  etc.  les  premiers  membres  de  ces 
dernières  équations ,  et  en  opérant  sur  elles  comme  sur  les  précé- 
dentes, on  trouvera 

etc. 
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Les  calculs  ci-dessus  nous  donnent  déjà  la  valeur  des  trois  premiers 
coefficiens  A^  -ff ,  C ,  et  il  est  facile  de  les  pousser  jusqu'à  tel 
coefficient  qu'on  voudra  ;  il  ne  nous  reste  donc  plus  qu'à  mettre 
sous  une  forme  symétrique  les  expressions  que  nous  avons  ob- 
tenues ^  savoir: 

'       X 


.   xx\x^^ Jt*)  ' 

La  seconde  peut  être  écrite  ainsi  : 

B  =  -T-. rr  + 


x{x^—x\)  ^  xXx\—x'y 

En  remettant  pour  27,   et  V^  les  quantités  que  ces  lettres  repré- 
sentent 9  il  viendra 

-, u^x — ux^  tt^X-^UX^ 

~  xx.(x%— ar»)(^\— x%)  ~  xxXx\—x-){x\—x^:f   ' 

expression  qui  se  décompose  comme  il  suit  : 
C=  * 


x,{x\^x^)  ix\—x\)         x{x\'--x%x\^x\) 
u,  u 

+ 


xXx\-'X-)ix\—x\)       x{x\—x'){x\—x\) 

si  l'on  réduit  entPeux  le  second  et  le  quatrième  terme,  et  qu'on  range 
ensuite  dans  Tordre  des  indices ,  tous  les  termes  et  chacun  de  leurs 
diviseurs ,  on  trouvera 

C=— — — 4; — T  +  --7 % r+  "^^ 


On  obdendroit  semblablement 

u  u 


x.{x\^x-){^x\—x\)ix\-^x*^     x,(*'— x*)(x'',— ^'.X*»,— Jr%) 

Il  sera  souvent  plus  commode  de  déterminer  successivement  les 
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coefKciens  les  uns  par  les  autres ,  et  dans  ce  cas  on  déduira  des  pre- 
mières équations  ces  râleurs  très- simples: 


J^t 


B  = 


C= 


X 


2,^ »j— ^^  B 


etc. 

Ce  que  nous  venons  de  faire  sur  la  première  des  deux  formules 

d'interpolation  que  nous  avons  proposées  au  bas  de  la  page  3  5  $  se 
pratiqueroit  avec  le  même  succès  sur  la  seconde  ;  et  Ton  remar- 
quera sans  peine  que  ce  procédé  seroit  très-commode  pour  déter^ 
miner  les  coefliciens  ji ,  B ,  C,  etc.  dans  la  formule 
m'zs:J+B{x'—x) + C{x'^xXx'^x,)  +  D{x'—x)  {x'—x,)  (jt'— O  +  etc. 
et  parvenir  ainsi  d'une  manière  immédiate  au  premier^  résultat  du 
tï\  876. 

879.  Nous  rapporterons  ici  deux  formules  très-élégantes  données 
par  Stirling  ^  d'après  Newton  ,  et  qui  se  vérifient  comme  celles  du 
n'.  précédent. 
Si,  aux  indices f 

etc.— 4,      —3,  —1,      — i;  o,       +1        +1,       +3,  +4,etc. 

répond  cette  suite  de  quantités  données^ 

Wc.  i^_4         ».j  tf»,  «.,  u  u,  u^        »,        1/4,  etç, 

et  qu'on  en  prenne  les  différences  successives  comme  le  montre  le 
tableau  ci-dessous, 

AU^  AU^  AU_^  AU_-  Au  Air,         AU^         AU^ 

A^U_^  A*2/_5  A*W.,  A*«_,  A*tf  A^tf,        AX 

t^U^  t?U_y^  A^U_^  A^U_t  a'«         A^Uf 

A*tf_4  A^«_5  A*tf_^  A^tf_,         A^U 

A*«,4  A*tf_,  A*tf..  A^«_, 

A*tf.4  >^«-î  A*tf_. 

A'i^_4  A'H^j 
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on  aura ,  pour  un  indice  quelconque ,  désigné  par  h' y 

»'=  « + —  (  A«  +  A«_,)  +  ^ (  A^tf _,  +  a'«_.  ) 

Z  2      l.a.3 

»      i.z.3.4.5    ^        '  -î/T-  ^        1.1.3.4.5.6.7       ^      -*^      -*' 

+  etc. 


A'»  h'Hh'*—i)    ,  A"(A'»— t)(A"— 4)    . 

i.i  1.2.3. 4  1.2.3.4.5.6 

A'»(A'»— i)(A"— 4)(Â'*— 9)    , 

.  +  — ^^ '^      ^      Q    ^^a'«_4+  etc. 

1.2.3.4. 5. 6. 7. s 

En  faisant  pour  abréger 

■ 

A'j^_,  +  A^i^^=  C  ,  A^i/_.=  c 

A^tf_.  +  A^«_,;=:  Z?  ^  A*'tf_5=s^ 

A'l«_5  +  A^tf_^=  £  ,  A'tf_j^:=  r 

etc. 
on  aura 


«'=z=Z^  + 


1.2       3^.4 

3Z?A'+^A'*    A''— I     A'*— i 


i.x  3.4         5.6 

4£A'+eA'*   A'»— I     A'*— 4     A'*— 9 

•^  —  ■- '  -  -■  '■—   -■■  '  '■ 

i.x  3*4         5.6         7.8 

+  etc.  ^ 

C'est  sous  cette  forme  que  Stirling  a  présenté  le  résultat  précédent  ^ 
qui  sert ,  comme  on  voit ,  à  interpoler  entre  un  nombre  impair  de 
quantités  équidistantes  y  en  plaçant  Tongine  des  indices  à  la  quantité 
moyenne. 

880.  Lorsque  le  nombre  des  quantités  données  est  pair ,  on  place 
Porigine  des  indices  au  milieu  de  l'intervalle  qui  sépare  les  deux 
quantités  moyennes  comme  ci-*dessous , 

ctc.~7,  —5,  —3,  —I,  p,  +1,  +3,  +5,  +7,  etc. 
etc.  u^       »_3      «_j      tf_,  «,        i/j        «ç         u^ ,  etc. 


u 
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et  prenant  les  différences  successives ,  comme  plus  haut ,  on  forme 
le  tableau  suivant 


Au, 

-7 

A». 

-5 

A  a/. 

-î 

A&, 

-I 

A«, 

r 

A  2/j 

A//5 

aV 

-7 

-5 

aV 

-5 

-t 

A*W, 
•i 

A^ 
A^i/, 

'«» 

- 

A*tf, 

-T 

aV 

-7 

-5 

aV 

-5 

A^«^ 

-i 

f 

« 

aV 

•7 

7 

5 

désignant  toujours  par  h'  l'indice  auquel  répond  la  valeur  générale  i»'^ 
on  aura' 

2  2*4    2  x«4»o*o        1 

H ^ — 2-5 (A  «_5  +  A  «^.yj  +  etc. 

a.4.6.0. 10. 12        2 


2  2.4.6,  1.4.6.8.IO 


ny-.)(^'--,)y-.0  ,^ 

2.4.6.8.io.^2.i4  ' 

Pour  présenter  cette  formule  comme  l'a  fait  Stirling ,  il  faut  poser 

A*|^_,  +  A*tf_^=5  ,  A^«^,=  * 
A^l/.,  +  A*tf  _5=  C  ,  A'«_5=  C 
A^i^_5  +  A^«_7==Z?  ,         à^u^jzzz  {f 

etc.  # 

et  il  viendra 


"         X        • 

:+-^—^ — 

2 

A'»— I 
4.6 

,^C+ch' 

A"—  I 

A". 

-9 

■- 

« 

1 

2 

4.6 

8. 

10 

■ 

,.7Z?  +  ^A' 

+          2 

A'»— I 
4.6 

A'*. 
8. 

-9 
10 

12. 

»4 

+  «C. 

II 


DES    Diffères  CES.  4^ 

Il  faut  observer  que  dan$  le  cas  actuel  la  différence  entre  deux 
indices  consécutifs  des  quantités  données  est  i ,  en  sorte  que  la 
distance  de  tt'  à  ir . ,  prise  ^  en  comptant  chaque  intervalle  pour 

Tunité ,  est  exprimée  par  . 


88i.  La  formule  du  n^précéd.  se  déduit  de  celle  du  n*.  879  >  en 
prenant  les  différences  de  chaque  membre  par  rapport  à  A'  ;  pour 
cela  on  supposera  que  h'  se  change  en  A'  f  i  ^  et  du  résultat  de  cette 
substitution  on  retranchera  Texpression  de  u'  citée.  Il  est  évident 
que  les  çoefficiens  numériques  varieront  seuls  dans  cette  opération  ^ 
puisque  les  quantités  u  et  leurs  difiërences  sont  indépendantes  de  h'i 
tout  se  réduit  donc  à  former  les  différences  de  ces  coefEdens.  Pour 
montrer  comment  on  y  parvient,  nous  prendrons  un  coefficient 
de  chacune  des  deux  suites  partielles  qui  composent  la  valeur  de  u\^ 


Pans  la  première , 


9  qui  équivaut  à 


,  (//_i)(A'_i)Â'(A'+  i)(A'+iX 
%  I.2.3.4.5  ^ 

devient  -  ^ ^—-^ — -^ —  i  retranchant    de   cette 

2  i.i. 3.4.5 

valeur  k  précédente  >  on  trouvjer^ 

%  i.2.3.4»5  IV        ^/     \         '•'2  1.2,3.4 

Dans  la  seconde  suite  le  coefficient 

h\h'^^i){K^^A)       (y-i)CA -y  )h'.  h'(h!+  X  )(V+  2) 
1.2^3.4. 5*6  I.2.3.4.5.6 

se  chance  en  •  - 

(h'^i)hXh'+  i)(h'+ 1)  (y+x)(A^+3) 

■       ■  ■  ■■*  ■  ■       ■  ■  ■  ■    . 

I.2.3.4. 5*6 
et  la  difiërence  de  cette  valeur  à  la  précédente  est 
(A'_,)^(^' +,)(*' +2) 


1.2. 3. 4^.5. fS 


{(A'+i)(V+3)-(A'-2)A'} 
2  1.2.5.4.5 


jfppefulici. 
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En  opérant  de  même  sur  les  autres  coefEcîens  ^  on  trouvera 

1     3«  2 

i.i.3«4.  1 

^(a V^.  I)  (A-+  X)  (A-+  ,)A'(À-ll'i)  ^  ^,^  ^^  ^^^ 

1.2.3 .4. 5  ^ 

Cette  expression  n'est  que  celle  d\ine  différence  première ,   mais 
on  passera    à  l'expression  de  u'  en  diminuant  de  Tunité  les  ex* 
posans  des  caractéristiques  A ,    puisque  cela  revient  à  prendre  les 
différences  premières  pour  des  quantités  primitives ,  les  différences 
secondes  pour  des  différences  premières ,  et  ainsi  de  suite  ;  et^comme 
la    formule  d'où  nous  sommes   partis    suppose  que  les    valeurs 
données  soient  en  nombre  impair ,  leurs  différences ,  prises  main« . 
tenant  pour  les  valeurs  données  9  sont  nécessairement  en  nombre 
pair,   ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  la  seconde  ligne  du  tableau 
du  n"".  879  ;  mais  afia  de  placer ,  comme  dans  le  n"".  880 ,  l'ori- 
gine des  indices  entre  les  deux  quantités  moyennes ,  qui  sont  dé^ 
signées  ici  par  u_^  et  u^tt  faire  que  la  différence  de  ces  indices  soit 

de  deux  unités ,  il  faut  écrire ^  au  lieu .  de  h'^  et  remplacer 

ensuite 

....«_4        «_j        »_g        «_,        u         «,        2/.        !/),.••• 

par 

....rc,      «I5      u^^      ji_7      «,      u^      i/ç      i^7,.*.* 

En  effectuant  ces  transformations  avec  soin  ^  on  retombera  sur  l'ex« 

pression  de  u'  relative  au  cas  où  le  nombre  des  quantités  données 

est  pair. 

Il  seroit  possible  de  déduire  aussi  dé  l'expression 

du  h'       d^u    A'* 
«'=  «+  -; h  -r-T h  etc.  la  formule  du  n^,  879 ,  par  des 

dx    l         d  X     I  •  z 

considérations  analogues  à  celles  du  n"*.  873  ,  mais  nous  revien* 
drons  dans  la  suite  sur  cet  objet  par  une  méthode  plus  générale  et 
plus  simple. 
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8Si.  Lorsque  les  différences  successives  des  quantités  données  ne 
forment  pas  une  suite  convergente^  il  faut  changer  la  forme  que 
l'on  suppose  au  développement  de  x/.  Prony  ayant  reconnu  que 

Texpression 

u'=Aa''^  B(^''+  Cy''+  etc. 

étoit  propre  à  exprimer  les  loix  de  la  dilatation  qu'éprouvent  les 
fluides  élastiques  par  l'effet  de  la  chaleur  ^  a  donné  une  méthode 
très-simple  pour  déterminer  les  coefficieos  ji^  B ,  C ,  etc.  et  les 
quantités  « ,  jS  9  7  »  etc.  mais  comme  cette  méthode  se  lie  naturelle- 
ment avec  la  théorie  d  une  espèce  de  suites ,  nommées  suites  ré- 
currentts^  que  nous  devons  traiter  avec  étendue,  nous  différerons 
îusques*là  d'en  parler. 

Charles  a  aussi  proposé  quelques  formules  d'interpolation  dans 
lesquelles  il  a  introduit  les  sinus.  Voici  celles  qui  paroissent  les  plus 
commodes  : 


»'=/> 


uivCi'Jtx'         l/,siDT(x' — l)        M^VCi'Jr[x' — 1) 


-/  +  ? 


+r 


If  u=p 


sinpTTX*       sinyT(x' — i)       sinr^fr^x' — z) 
jrsînwx'       K,sin^(x' — i)        ï/.sinw(x' — i) 


e^'-i 


+  ? 


,9(''-0 


+  '• 


;^(''--^~l 


+  etc. 


+  etc. 


On  y  suppose  que  les  valeurs  n ,  u^^u^y  etc.  répondent  aux  in- 
£ces  091,1,3,  etc.  Dans  les  deux  premières  les  quantités /y,  f,  r,  etc. 
sont  indéterminées,  mais  cependant  assujetties  à  la  condition  de  n'être 
pas  des  nombres  entiers  ou  des  fractions  dont  le  dénominateur  soit 
moindre  que  l'indice  de«,  dans  le  terme  qu'elles  affectent,  e.t  peuvent 
servir  à  remplir  des  conditions  auxquelles  seroient  soumises  en  par- 
ticulier les  valeurs  intermédiaires  que  l'on  cherche. 

La  composition  de  ces  formules  repose  sur  le  même  principe  que 
celle  de  la  formule  du  n"".  877  ;  les  deux  membres  de  chacune  d'elles 
deviennent  identiques  lorsque  l'on  fait  successivement 


;«f  =  0, 


«  > 


x'—\ 

u'z=zU 


s> 


u'':^U 


î» 


etc. 
etc. 


Le  second  se  réduit  toujours  à  un  seul  terme,  qui  se  présente 

F  X 


44  Ch.    I.    DuCalcul 

d'abord  sous  la  forme  de  | ,  mais  dont  il  est  facile  de  trouver  la  vraie 
valeur.  En  effet ,  si  Ton  suppose  »  par  exemple,  x'=  i ,  les  numé- 
rateurs des  termes  de  deux  premières  formules  s'évanouissent  tous  » 
mais  il  n*y  a  que  le  dénominateur  du  second  terme  auquel  il  en  arrive 
autant  ;*maintenant  si  Ton  observe  que  * 

s\nw{x'^i)  =  ^ L i ^+etc.   (//zr.  n*.  35) 

I                            I«2*3  *    '     ■ 

a(x'^x\  ?(*' 1)  q'(x' I  )•  .,  „  . 

£^('-0-^1  =  Li L  +  li £_  4-  etc.  Unt.  n%  xi  )  , 

I  1.2 

,  •        ,  «.SÎn^rfjt' — l)  UfiXTi'Tfix' — l) 

on  verra  que  les  expressions    q  -——7-7 r  »       9      ,,^.  ,, ^ 

se  réduîsient.  Tune  à  1^,,  l'autre  à  w«, ,  lorsque  jc'=i.  Les  numé- 
rateurs de  tous  les  termes  du  second  membre  de  la  troisième  formule 
étant  multipliés  par  (sincr;t')%  s'évanouiront  toutes  les  fois  que  x' 
$era  égal  à  un  nombre  entier  ;  mais  il  n'y  a  qu'un  seul  des  déno- 
minateurs  qui  disparoisse  :  quand  on  a ,  par  exemple  ,  x':=^  i  »  le 

«.(sinwx'y  ,.  .    , 

terme  -j—, r-^  se  réduit  à  ^•tf,. 

{x—iY 

8S3«  Quoique  le  but  de  l'interpolation  soit  en  général  de  dé- 
terminer des  valeurs  intermédiaires  entre  des  quantités  observées  , 
sans  connoître  la  loi  qui  lie  ces  quantités  à  leurs  indices ,  ou 
à  la  variable  dont  elles  dépendent,  on  l'employé  aussi  lorsque 
cette  loi  est  connue  et  exprimée  analytiquement ,  mais  que  les 
calculs  nécessaires  pour  évaluer  en  nombres  les  formules  qui  en 
résultent  sont  très-compliqués.  On  se  contente  alors  de  déter- 
miner par  ces  formules  ,  de  distance  en  distance  ^  des  résultats 
rigoureux  ,  entre  lesquels  on  interpole  ensuite  les  valeurs  intermé- 
diaires qui  doivent  compléter  la  série  qu'on  se  propose  de  former. 
.Dans  ce  cas  on  ne  prend  point  les  différences  successives  des 
valeurs  calculées  par  les  formules  résultantes  de  la  loi ,  mais  on 
déduit  ces  différences  de  l'expression  analytique  de  cette  loi;  on 
en  pousse  la  suite  jusqu'à  ce  qu'il  s'en  trouve  d'assez  petites  pour 
qu'on  puisse  les  négliger ,  et  par  leur  moyen  on  calcule  les  valeurs 
sucer  V,'ves  de  la  fonction  u.  Quoique  la  formation  de  ces  valeurs 
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sbk  facile  à  déduire  des  relations  obtenues  dans  le  n"".  S6q  y  néan- 
moins pour  plus  de  clarté ,  j'en  rapporterai  ici  le  tableau ,  en  tenant 
compte  des  différences  quatrièmes  que  je  supposerai  constantes ,  ce 
qui  donnera 


etc. 


/etc. 


Atf.  +  AV. 
A«,  +  A*l/, 
AI/4  +  A*«4 


aX= 

A»tf,= 

etc. 


A*lf .  +  A^//. 
A'«^,  +  A^«5 


A^l/,: 

aX" 


etc< 


î — 


A^a  +A^// 


On  voit  par  ce  tableau  qu'il  faut  calculer  d'abord  la  différence 
placée  dans  la  colonne  la  plus  à  droite.  Pour  obtenir  u^^  par 
exemple  3  on  forme  a^j  ^n  ajoutant  à  la  valeur  de  aX  celle 
de  A^ii^  qui  est  regardée  comme  constante;  ajoutant  ensuite  a^ 
avec  ^*u^ ,  qu'on  suppose  déjà  connue ,  on  parviendra  à  aX  • 
en  ajoutant  enfin  A^  à  1^  différence  première  Ai/^ ,  placée  dans  la 
ligne  supérieure ,  il  en  résultera  au^  ,  qui  est  la  quantité  qu'il  faut 
joindre  à  u^  pour  avoir  Us. 

Il  est  aisé  9  d'après  ce  modèle ,  de  former  le  tableau  qui  con- 
viendroit  au  cas  oh  l'on  s'arrêteroit  à  des  différences  d'un  ordre  plus 
élevé  que  le  quatrième.  On  a  aussi  cette  formule  générale  qu'il  est 
bon  de  connoîtré  : 

elle  s'obtient  en  mettant  d'abord  dais  l'équation  a^=r/^_,  +  Ai/rt:_, , 
à  la  place  de  a«^_,  ,  sa  valeur  a//^_4+  a*//^_,  ,  puis  en  chassant  a"//^_. 
du  résultat,  par  le  moyen  de  sa  valeur  a*^|^_^  +  a^-î  >  et  ainsi 
de  suite.  Lorsque  l'on  veut  se  borner  aux  différences  de  Tordre  m , 
on  fait  A*+'«=o,  etc.  d'oîiilsuitA'"/<=A"«<,=A'"tf;,  etc.  il  vient 
pour  ce  cas 

En  diminuant  successivement  d'une '^  deux ,  trois ,  etc.  unités ,  les 
indices  y  et  en  soumettant  chaque  terme  à  une ,  deux ,  trois ,  etc. 
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nouvelles  différcntîations ,  on  tirera  de  cette  formule 

AX-.=AX-?  + AX-.4+^^«n-5-  •  •  •  +^'"'""««-«-.  +  A«/^ 

etc. 

Pour  éclaîrcîr  cet  usage  du  Calcul  des  diflpérences,  nous  allons 
considérer  successivement  les  fonctions  logarithmiques  et  les  fonc- 
tions circulaires ,  qui  sont  celles  dont  les  tables  servent  le  plus 
fréquemment. 

884.  Soit  uz=z\.x  ^  on  aura 9  par  la  formule  du  n^  865 , 

A«=      Ml —  + 5 etc.    \ 

l    X  XX  3  x^  j 

ù?u=      m\  -i— -  —  etc.   1 

etc. 

On  poussera  ces  suites ,  selon  la  grandeur  du  nombre  x  1  jusqu'à  ce 
que  la  dernière  différence  soit  assez  petite  pour  être  négligée  sans 
erreur  sensible.  Si  Ton  a  voit ,  par  exemple  »  x=  loooo ,  et  A  ^==  x  ^ 
on  trouveront  pour  les  logarithmes  ordinaires  » 

A  «  =  0,00004  3  417*  76863 
A*tt=— Ojpoooo  00043  42.077 
ù?u=^     O9OO000  00000  00867  i 

et  il  est  évident  que  si  Ton  ne  veut  avoir  les  derniers  résultats  qu'avec 
dix  chiffres  seulement  j  on  pourra  9  sans  craindre  d'erreur  sensible  ^ 
négliger  £k^u. 

Cela  posé^  on  aura  le  logarithme  de  loooi ,  tn  ajoutant  à 
celui  de  loooo,  qui  est  4,00000  00000  00000 ,  la  valeur  de  ^ 
rapportée  ci-dessus  ;  pour  passer  à  celui  de  toooi  9  il  faudra  ajouter 
à  celui  de  1 0001  la  quantité  i^u — ^*u^  puisque  A'xcest  négatif  ;  et 
si  Ton  représente  cette  quantité  par  a» . ,  le  logarithme  de.  10003  s'ob- 
tiendra  en  augment;ant  celui  de  loooz  de  la  quantité  A//, — A*i/+A'i/. 
Faisant     A  «^,  —  ù^u  +  ù.^u  =  a  j/. ,      —  a*»  +  ù?u  =  —  aV^  ,  la 
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quantité  aj/« — a*i£,  +  Â'ie  sera  ce  qu'il  faut  ajouter  au  logarithme 
de  10003  9  P^^^  avoir  celui  de  10004,  ^  ^^^^^  ^^  suite.  On  pourra 
former  ainsi ,  par  de  simples  additions  y  les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  entiers  consécutifs  à  loooo,  tant  que  la  somme  des  diffé- 
rences qu'on  néglige  à  chaque  opération  ne  sera  pas  assez  consi- 
dérable pour  influer  sur  le  dernier  chiffre  décimal  auquel  on  veut 
borner  l'exactitude  de  la  table,  et  c'est  ce  qu'on  reconnoîtra  au 
moyen  de  quelques  logarithmes  calculés  rigoureusement  à  des  in- 
tervalles éloignés  ;  car  lorsque  parla  suite  des  additions  successives , 
on  sera  parvenu  à  ces  logarithmes ,  il  faudra  que  la  méthodç  des 
différences  les  donne  tels  qu'ils  ont  été  déduits  à  priori  ^  au  moins 
dans  les  dix  premiers  chiffres ,  si  c'est  à  ce  nombre  que  l'on  veut 
s'arrêter.  On  iroit ,  par  ce  qui  précède ,  jusqu'à  loioo  ,  sans  trouver 
d'erreur  sur  la  dixième  décimale  ;  parvenu  à  ce  but ,  on  calculeroit 
de  nouveau  à  priori  les  différences  du ,  d^u ,  ù.^u ,  et  on  se  serviroit 
de  ces  derniers  résultats  comme  des  précédens,  pour  obtenir  les 
logarithmes  des  nombres  entiers  qui  suivent  loioo. 
.  8S5.  Voici  d'autres  expressions  plus  convergente^  des  différences 
premières  et  secondes  de  la  fonction  logarithmique.  La  Série 

\{nJtl)^\n+xM\^r^^\(-^  etc.]  , 

obtenue  dans  le  n*".  28  de  l'Introduction ,  donne ,  en  changeant  ntn  x 
et  {  en  A^ 

a«  =  i-m( n  +  -( Ti)  +-( 7-1)  +e*c.|; 

lix  +  h       i\xx  -^-h/        5\z:r  +  Â/  J 

on  pourroit  former  à*u ,  en  développant  la  série 

dx     I         dx*    1.2 

mais  on  arrivera  à  un  résultat  plus  simple ,  en  ajoutant  ensemble  les 
deux  équations 

\{x  +  h)  =\x  +  m\ ;  +  — i 4  +  etc.  [ 

V      .  wfA         A'  A'  A*  1 

l(,-A)  =  U-i»i|-  +  -  +  -3  +  _  +  etc.j, 


\ 


/ 
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d'oîi  il  résulte 

Si  Ton  change  x — A  en  jr,  et  qu'on  écrive  par  conséquent  x+h 
pour  X  et  jr+iA   pour  ;«:-i-A,  il  viendra 

!(*:+  lA)— 2l(:if +A)  +  U=:= 

A«   • 


—  xM  {  ^ 4-  -: U 


6(x+A)' 


+  etc 


•}' 


or  le  premier  membre  j  qui  est  équivalent  à  //, —  iffi+  «,  se  réduit 
t^u  :  on  a  donc 


AV/  =  —  xM 


i 


-+  - 


A* 


^  + 


A« 


+  etc 


•}• 


Lorsque  x  est  un  peu  grand  par  rapport  à  A ,  il  suffit  de  tenir  compte 

des  deux  premiers  termes  de  Texpression  de  Ai/.  En  effet ,  quand 

.        iM  r       h       V* 
*-=  10000  et  ♦=! ,  le  second  terme  ,  savoir,  ( ) 

donne  seulement  0,00000  00000  00036  ,  et  le  suivant  auroit 
2 1  zéros  entre  la  virgule  et  le  premier  chiffire  significatif.  A  Tégard 

de  A*«  on  peut  se  borner  au  premier  terme  ;  car  le  second,  —  j — , 

se  réduit  à  0*00000  00000  00000  0117.  II  suit  de  là 'qu  en  dési» 
gnant  par  JV  un  nombre  au-dessus  de  loooo  f  çn  a  avec  une  lox% 
grande  exactitude 

M. 

quant  à  la  différence  troisième,  on  auroit  le  premier  terme  de  sa  valeuf 


f 


en  calculant  le  premier  terme  du  développement  de  d. 


dN 


,  dont 


l'expression  est 


'.  On  volt  par-là  que  la  valeur  de  a^N 


{N+iy 

deviendra  bientôt  assez  petite  pour  qi^on  puisse  la  négliger,  et 

rien 
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rien  ne  sera  alors  plus  facile  que  de  construire  une  table  de  loga- 
rithmes d'après  ce  qui  vient  d'être  dit.  Au  reste ,  si  l'on  vouloit 
plus  de  détail  $ur  ce  sujet  ;  il  faudroit  consulter  un  Mémoire  de 
Delambre,  imprimé  parmi  ceux  de  l'Académie  de  Turin ,  pour  les 
années  1790-91 ,  d'où  nous  avons  tiré  ce  qui  précède, et  duquel 
nous  extrairons  encore  ce  qui  regarde  les  différences  des  fonctions 
circulaires. 

886.  Nous  n'entrerons  ici  dans  aucun  détail  sur  les  expressions 
des  différences  de  la  fonction  «%  parce  qu'elles  sont  d'un  usage  beau- 
coup moins  fréquent  que  celles  des  différences  logarithmiques  ;  elles 
sont  d'ailleurs  très-faciles  à  former ,  après  ce  qu'on  a  vu  .dans  le 
n«.  864.  On  a  en  effet  a"  .  a'=fl'(tf *— i  )%  et  le  développement  de 
(à* — i)"  se  trouve  dans  le  n*.  866^ 

On  obtiendra  tout  aussi  simplement  le  dévrfoppement  de  A".fl'y , 
y  étant  une  fonction  quelconque  de  x  ;  on  aura  d'abord  l'équation 

et  faisant  (  a*-,-  i  )y  +  ^*a J^==y,  il  viendra 

A*.4'j^=a'[(a*— i)y  +  a*Ay]; 

puis  posant  (a* —  i  )y+a*Ay— y,  on  en  tirera 

A^ . a'y  =  a'[(a*—  I  )y  +  a^AyQ  ; 
etc. 
chassant  ensuite  y,  y\  etc.  après  avoir  fait  pour  simplifier  a*=«  , 

on  trouvera 
et  en  général 


»  i 


887.  Puisqu'on  a  sin(x  +  A)  =  sîn4:cosA  +  slnAcosy,  on  en 

déduira 

Asinx  =  sin:rcosA  +  cos^rsinA  —  sinx 

=:COs:rsin  A — sin  Jt  (i  — cosA); 
et  en  observant  que  i  r-  cos  A  =  z  (  sin  ^  A  )%  il  viendra 

A  sin  X  ==  cos  JT  sin  A  —  i  sin  :r  (  sin  ^  A  )*. 
Telle  est  l'expression  rigoureuse  de  la  différence  première  de  sinxy 
Appendice»  G 


JO  C  H^     h     D  V      C  A  L    C   V    t 

par  laquelle  on  passe  dé  sîn^e  à  sin(x  +  A).  Pour  obtenir  celle 
qiii^  mène  de  sîn  x  à  sin  (x — A  )  ,  on  aura 

sin  jr— sin  (  X'—k  )  =  sîn  a:  — r  sîn  x  cos  h  +'cos  x  sin  k 

s=C0SA:sinA  +  sinjc(i-*— cosA)' V 

et  si  on  désigne  cette  différence  par  A'sin  x ,  on  aura 

A'sin  jr£=cosji:sinA+  2sin;r(sin7A)% 
d'où  on  tirera 

A  sin  X — A'sin  x^ — 4sih  x  (  sin  ^  A  )*. 
11  est  évident  que  A  sin  ;i:  —  A'sin  x  n'est  autre  chose  que  la  différence 
seconde  de  sîn  (x— A)  ;  et  si  on  veut  en  déduire  celle  de  sinx ,  il 
suffira  de  changer  x  —  A  en  :if ,  et  d'écrire  par  conséquent  ;c  +  A 
pour  X  y  ce  qui  donnera 

A*sin^=— 4sin(Jl:  +  A)(sin^A)L^ 
On  donnera  une  forme  analogue  à  la  différence  première  par  le 
moyen  de  la  formule 

sin^— sin5  =  isîn^(^— .5)cos^(^+5), 
de  laquelle  il  résulte 

Asin^  =  sin(^  +  A)— .sinA:  =  2sin7Acos7(x:t  +  A); 
et  comme  on  a  aussi 

cos-^  — cos55=— isin  j(-rf  — ^)sin~(^  +  B)  , 

on  trouvera 

A*sinA:  =  isin^A[co$^(ix+  3  A)  —  cosi(x*  + A)] 

=— 4(  sin  jA)  'sin  i{ix+ih)  =— 4(  sin  j  A  )*sin  (*• + A). 

En  poursiùvant  ainsi  on  anivera  à  ces  formules  générales 

A<»   sin*=     1^*    (sin^A)^'^  sini(i*+4iA) 
A^^'sin*=     i^'-^'(siniA)<'+'cosi(i*  +  (4;+ï)A) 
A<'+»sin  X  = — 1^*+»(  sin  f  A  )<'+*sin  ^  (  1  x  +  (  4/  +  i  )  A  ) 
A4ï+35i„^___i4i+3^5j„  i  A)<^5cos^  (  1 X  +  (  4i  +  3  )A) , 

renfermées  dans  les  deux  suivantes  : 

A"    sihA:  =  =fci"    (sinfA)"    sin^(i*  +  i«A) 
A"+'sin*  =  ±i»"+'(sini  A)*"+'cosi(  i  x  +  (in  +  t)h); 
dans  lesquelles  il  faut  prendre  le  signe  +  lorsque  n  est  un  nombre 
,  pair  y  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 
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888.  Les  formules  ci-dessus  sont  déjà  très«  commodes ,  mais 
Legendre  est  parvenu  à  quelque  chose  de  plus  simple  encore ,  en 
exprimant  les  différences  de  l'ordre  n  par  celles  de  Tordre  n — i  et 
de  l'ordre  n — i  ^  au  moyen  de  cette  équation  : 

A"sin:r  =  — {isin^A)*{  A'"""'sin;i:  +  A"""'sinjr  }. 

Pour  en  prouver  la  vérité ,  nous  ferons  remarquer  piemièrement  que 

A^*sin  X  =  i^*(  sîn  {  h  ykin  (x  +  lih) 

=— (isiniAy*-*X— 4(siniA)*sin(x+i;A), 

et  que       — 4(sîn7A)»sin(:i:+  iiA)  =  AMn(;i:  +  (li — i)A),. 
ee  qui  donne 

A^'   sîn*  =  — (isiniAy*-«A»sin(*  +  (xi  — i)A)  (i). 

Par  de  semblables  décompositions  on  trouvera  de  même 

A^*^'sîn  AT  ==  — ( xsiniAy^-'A^sin  {x+{  xi—  i  )  A)  (i) 
A^*+*sîn*  =  — (2sini.Ay^*A*sin(jir  +  (ii— i)A)  (3) 

et  si  l'on  diminue  l'exposant  de  â  ,  il  viendra  aussi 

A^*-sinx  =  — (isîn^A)*'-A  sin  {x  +  (li—  i  )A)  (4) 
•    A^*-*sinjr  =  — (isîn^A)^»-*    sîn  (a:  +  (li— i  )  A)  (5); 
multiplions  maintenant  par  — (xsinf  A)%  la  somme  des  équations  (4) 
et  (5)  ,  en  faisant  pour  abréger  x+(xi — j)h=x\  nous  aurons 
—  (isinfAy{A4*-'$inAr+A4*-^sinA:}=(z$in^A)^^(sinjtr'+AsinA:')j 
or  :sin\r'+  A,sin*'=sin(x'+  A)  =  sin  (a:  +  liA) 
et  (iMn7A)i*sin(jic  +  iiA)  =  A^'sinAr: 
.  donc  A^*sin  x  =  —  (  x  sin  j  A  )•(  A^*^"sin  x  +  A^""*sin  x  ). 

Si  l'on  traite  de  la  même  manière  les  expressions  de  A^^'sin  x , 

et  de  A^^sinjCy  on  trouvera  que  leur  somme  multipliée  par  — f  xsin  -  A^ 

est  égale  à  la  première  valeur  de  A^^'siuAr;  il  en  sera  de  même 
des  expressions  de  A^^sinar  et  de  A^^'sinx ,  par  rapport  à  A^*+'sinAf  : 
enfin  de  celles  de  A^^'siar  et  de  A^^*siar ,  à  l'égafd  de  A^*^^sin  x.  . 
Dans  tous  ces  calculs  il  faut  prendre  chaque  différence  avec  le 
signe  dont  elle  e^  affectée  ;  et  comme  les  quatre  résultats  indiqués 
comprennent  les  diverses  variations  qu'il  peut  y  avoir  dans  ces 
signes  9  l'équation  posée  au  commencement  de  cet  article  se  trouve 
démontrée  pour  tous  les  cas, 

Gx 
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889.  L'exprtssîon  générale  u^:=:zu,+àu,=zu,  +  àu+A^u  donne 
5ln(x+iA)=sm(jc+A)+[sin(jkr+A)~sîn:r]— sîn(:c+A)(isra^A)% 
lorsqu'on  y  met  pour  A^sinx  sa  valeur  du  n^  887.  Cette  formule  est 
très-expéditive  pour  calculer  des  tables  de  sinus  ;  car  en  faisant 
successivement  jr=o%  jt=i%  :v=s:i%  etc.  et  prenant  A=i%  on  aura 

sin  2*^=sîn  i  ** + (sin  i  * — sino*)  — sîn  i  *(  isin  30')* 
sin3*'=sinz**  +  (sini°— sini^)— sini**(xsin3o')* 
sin4**=sin3**  +  ($în3^ — sin^)— sin3*(xsin3o')" 
etc. 
et  il  ne  sera  besoin  de  calculer  par  la  série 


X  x^  x^ 


sin^  = 1.  etc.  (  Int.  n^  35  ); 

I  1.1.3         1.1.3.4.5 

que  le  sinus  de  30'  et  celui  de  i**,  pour  lesquels  cette  série  est  très- 
convergente  :  si  Ton  forme  ensuite  les  produits  des  neuf  premiers 
nombres  par  le  terme  constant  (1  sin  30')%  il  ne  restera  plus  à  effec- 
tuer que  de  simples  additions  et  soustractions.  En  calculant  avec  treize 
décimales,  l'erreur  y  suivant  Delambre,  n'iroit  qu'à  0,00000  00000  06 
Sur  le  sinus  de  60"".  Passé  ce  terme ,  les  sinus  s'obtiendront  par  la 
formule  sin  (  60^ + ^  )  =  sin  (  60**—^  )  +  sin  ^ , 
et  Ton  aura ,  pour  se  vérifier  dans  l'intervalle ,  les  sinus  suivans 

sin  1 5^=/!  —  /f ,      sini  8^=îii^7  —  i  f      »û3o'=7  » 
sîn4f=V^I,  sin54^=:=iV/7-i,      sin6o^=Vj. 

'    En  écrivant  ^— i',  x-^id'j  au  lieu  de  x  ^  dans  la  formule 
sîn  (ji:+ iA)=sin  (jc+ A)  +  [sin  (x+ A)— sin  je]— sin(x+ A)(isin  {  h  )% 
et  faisant  h=:i\  h=ïo'\  on  aura  ces  deux  équations: 

sin(ji:+    i')=sin:i:+[sin;r — sin(x —  i')]^sin:r(isin3o'0*  ' 
sin(A:+  io'')=sin:r-j-[sinx — sin(x. — 10'')]  — sin  je  (1  sin  5'')* 
qui  serviront  à  calculer  les  sinus  de  minute  en  minute  et  de  dix  secondes 
en  dix  secondes,  lorsqu'on  aura  obtenu,  par  la  série  rapportée  ci- 
dessus  ,  les  valeurs  de  sin  x*  et  de  sin  30%  celles  de  sin  10''  et  de  sinj''. 
L'équation  dont  nous  venons  de  faire  usage  peut  être  retournée  ainsi  : 
sinA:=sin(jc+A) — [sin(:e+2A)— sin(jc+A)]— siD(j»:+A)(isinf  A)» 
et  devient 

sîn(jt:— iA)=  sîn  (  x —  A) —  [sin  jc— sin(  jc— A)]  — sîn(je — A)(isin  ^hy^ 
par  la  substitution  de  x — lA^  au  lieu  de  ^i  dans  cet  état  elle 


p  E  s    Différences.  53 

donneroit  successivement  les  sinus,  en  partant  de  Tare  de  ço""  et 
en  allant  vers  o"". 

89b    La  manière  d'employer  la  formule 

A"sin  x  =  —  Tisin-J  {  A""*sin  x  +  A"'"*sin  x  } 

n*est  pas  difStile  à  trouver.  En  partant  d'abord  de  0%  pour  passer  à 
un  arc  très-petit ,  que  )e  supposerai  représenté  par  â  ^  les  expressions 
de  A  sin  x  et  de  a*  sîn  x  donneront  d'abord 

A.sin  0*=  2  sin  j  A  cos  ^  A 
A'  sin  o**:=(i  sin  ^  h  ysin  h. 

Ces  deux  différences  étant  calculées ,  on  aura  sin  h  et  sin  1 A  ; 
puis  formant  les  produits  des  neuf  premiers  nombres  par  le  facteur 
constant  (  2  sin  ^  A  y,  on  tirera  des  équations  * 

(A\* 
2  sin  -  J  {a  sîn  0**+  A*sin  0*  } 

/        A\' 
A^sin  0**=  -42  sin  -*  W  A*sin  o**  +  A^sin  o* } 

etc* 

par  de  simples  additions  et  soustractions ,  les  valeurs  des  diffé^ 
rences  successives  y  au  moyen  desquelles  on  formera  celles  de 
^  3A  9  sin  4A ,  etc«  (  n**.  883  )• 

C'est  par  des  procédés  semblables  qu'ont  été  calculées  dans  les 
bureaux  du  cadastre  y  les  grandes  tables  des  sinus  naturels ,  avec 
15  décimales,  pour  les  ïoooo*"**  parties  du  quart  de  cercle.  Prony , 
qui  a  dirigé  ce  beau  travail ,  le  plus  étendu  qu'on  ait  encore  exécuté 
dans  ce  genre ,  ne  manquera  pas  sans  doute  de  faire  connoître  en 
détail  Jes  méthodes  dont  on  s'est  servi  pour  en  simplifier  le  calcul 
Les  tables  des  sinus  sont  déjà  stéréotypées ,  et  il  est  bien  à  désirer 
qu'on  en  fasse  bientôt  jouir  l'Europe  savante  ;  il  ne  reste  plus  qu'à 
imprimer  les  logarithmes  des  sinus  et  des  tangentes  qui  ont  été  cal* 
culés  avec  seize  décimales. 

Les  tangentes   se   déduisent  si  facilement  des  sinus  et  des  co« 

isinus^  qu'il  est  inutile  de  recourir  à  d'autres  formules;  d'ailleurs 

leurs  différences  ne  se  présentent  pas  sous  une  forme  commode ,  et 
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puis  dès  qu'on  les  a  jusqu'à  45%  on  obtient  celles  des  arcs  suivans 
par  Téquation 

tang(45«+i^)=sitang^— tang(4î^~^^). 

Les  sécantes  se  déduisent  sans  peine  de  la  formule 

sec-^  =  tang  (  45**=!=  i^)  =1=  tang-^. 

S91.  Nous  passerons  donc  au  calcul  des  logarithmes  des  sinus;' 

•     nous  observerons  d'abjrd,  que  la  formule    sin^-^= — 7- 

^  icos^-^ 

donne  tous  ceux  des  sinus  des  arcs  moindres  que  45""  par  le  moyen 

de  ceux  des  sinus  des  arcs  compris  entre  4^''  et  ço"".  Pour  obtepîr 

ces  derniers  de  degré  en  degré ,  Delambre  propose  la  série 

-  .  ,       ,.     ,  .  ,^fsinfA:+A) — sînx     irsin(;f+/i) — sinxi'  ) 

^         ^  lsin(jir+A)4-smA:     '^Hiti{x+hy+sinx^  ) 

qui  se  déduit  de  la  série 

—L-+l(—S—)  ^l(—L—)  +  etc.}  , 

(  Ine.  n*.  a8  )  ^  en  faisant  nî=sin:c,   et  n  +  {  =  sin(x  +  A), 

d'où  il  résulte  {  =  sin  (  x  4-  A  )  — ^  sin  x.  En  mettant  A  sin  ;r ,  au 

lieu  de  {,  on  aura 

,^f        Asin^c  1/       Asinx       \'  1 

\sm(x+h)=^\sinx+iM\—. ,  ,  .     +H~= T— ^— )  +«tc.[. 

^         ^  (  ^smjc+Asmx     3\2sm;c  +  Asin;t/  J 

Si  l'on  prend  ^=^45''  et  A:;=i%  on  aura  pour  le  sinus  de  46""  une  série 
très-convergente ,  et  qui  le  deviendra  de  plus  en  plus  à  mesure  qu'on 
avancera  vers  90%  parce  que  la  différence  Asin^r  va.  toujours  eii 
diminuant  :  quant  au  sinus  de  45f%  son  logarithme  est  |^  1  ^  (*). 

Les  différences  successives  de  a  1  sin  :ir  »  déduites  de  la  formulé  ci- 
dessus  9  ne  se  présentent  pas  sous  une  forme  assez  commode  pour 


■f^F 


(*)  Nous  ne  pouvons  passer  sous  silence  une  série  très-simple ,  propre  à  donner 
le  logarithme  du  cosinus  lorsque  Tare  est  tris^petit ,  et  que  Delambre  a  fait  remarquer 
le  premier.  On  sait  que 

l(l~**)==P-2M{l*»+i*4+»-t«+etc.},(n\4o). 
Si  Ton  change  x  en  sinx ,  on  aura  1  -— x*:=cosa%  1(  1  — *;c*)  détiendra  Icosx* 
ou  al  cosx ,  et  on  obtiendra  par  conséquent 

Icosa:=— ilf  (tsinA'-fïSin*^+ï">î**+«c. }. 
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être  employées  dans  la  pratique  ;  mais  lorsqu'il  ne  faudra  qu'inter-* 
poleif  des  valeurs  très-resserrées ,  on  pourra  prendre  le  premier ,  ou 
les  deux  premiers  termes  du  développement  de  cette  diiFérence , 
obtenu  par  le  théorème  de  Taylor,  termes  qui  sont 

M\coXx h  (i  +  cot:rM 1, 

puisque 

J«lsin:i:  ^^cos*"  ,^ 

— ; — '=      m- — =      Mcoix 
dx  smx 

J^lsinx  _-     I  _^sinx*+cosx*         \^, 

dx^  sinx^  sm:«f*  ^  -^ 

Quand  on  ne  se  propose  que  de  vérifier  des  tables  déjà  calculées  ^ 
ou  de  les  corriger  9  on  peut  donner  à  l'expression  de  lsin(^+Â) 
une  forme  qui  permette  d'employer ,  au  lieu  des  sinus  naturels  ^  des 
logarithmes  contenus  dans  ces  tables.  En  effet , 

sin(y+A)— sinj:_tang|(:ir+A— x)^     tang^A  . 

sin(A:+A)+sinx     lang^(ar+A  +  ^)     tang(:«:  +  ^A)  ~^^8^^^^^^'*'+^^'^* 

on  aura  donc 

l.sin(x+A)=lsin:t+iiM"  tang-cot^x+-^+ (tang-cot(*+-^  \ 

xM/       A      /       A\\* 
H ^tang-cotf  07+-^  \  +  etc. 

Les  termes  de  cette  formule  étant  des  fractions  assez  petites,  pour  les 
mettre  en  nombres ,  on  se  servira  des  logarithmes  des  tangentes  et 
des  cotangentes ,  donnés  par  les  tables  proposées ,  parce  que  Terreur 
qui  pourroit  se  trouver  dans  les  dernières  décimales  de  ces  loga- 
rithmes ne  sera  d'aucune  conséquence  par  rapport  aux  résultats. 
Cest  ainsi  que  Delambre  a  relevé  plusieurs  inexactitudes  dans  les 
grandes  tables  de  ^lacq. 
I 

891.  La  première  idée  de  calculer  ou  d'étendre  des  tables  par  les 
différences ,  paroît  appartenir  à  Mouton ,  qui  publia  sur  ce  sujet ,  dès 
1670  ,  une  méthode  dont  je  vais  donner  un  exemple.  Soit  la  stiie 
des  nombres  o,  15341,  87,  lÔz,  175-,  etc.  dont  les  différences 
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troisièmes  sont  constantes,  entre  les  termes  successifs  de  laquelle 
on  se  propose  d'en  insérer  deux  nouveaux  assujettis  à  la  mêm#loî; 
il  faudra  par  conséquent  que  dans  la  nouvelle  série  les  différences 
troisièmes  soient  également  constantes.  Désignant  pour  abréger ,  par 
les  lettres  a,  b,  c  ^  d^\t  premier  terme  de  cette  série ^  sa  différence 
première  »  sa  différence  seconde  et  sa  différence  troisième ,  on  formera 
par  les  principes  du  n"*.  860 ,  ce  tableau. 


Indices. 
I 

3 

4  . 

5 
6 


9 
10 


Nombres. 

a 

a  +  '^b+    3C+      d 

tf+î*+ioc+io<^ 
a+6b+  i^c+xod 

a+jB+xic+'^^d 
a+>ib+iSc+K6d 
^  +  9^+36^  +  04^ 


Plfférei^ces  i"«. 

b 

b+   c 

b+ic+  d 
b+^c+    ^d 

3+4C+  6d 
b+^c+iod 
b+èc-^l^d 
b+jc+iid 
b+ic  +  iSd 


Dîffér.  ^«w. 


c 

c+  d 
c+id 
c+3d 

c-^-^d 
c-^éd 
c  +  jd 


Dlffér.  3»w. 


d 
d 
d 
d 
d 
d 
d 


et  en  le  prolongeant  aussi  loin  qu'il  sera  nécessaire  \  on  y  trouvera , 
dans  la  première  colonne ,  tous  les  termes  d'une  série  quelconque , 
dont  les  différences  troisièoies  sont  constantes  ;  mais  Iprsqu'pi)  aura 
intercalé  deux  nouveaux  termes  entre  chacun  de  ceux  de  la  série 
proposée  j  le  second  de  cette  série  se  trouvera  le  quatrième  de  la 
nouvelle,  le  troisième  deviendra  le  septième,  etc.  et  en  général  il 
faudra  laisser  dans  la  première  colonne  du  tableau ,  entre  chacun  des 
termes  qu'on  prendra ,  autant  de  termes  intermédiaires  qu  on  veut 
en  intercaler. 

Dans  l'exemple  actuel  les  termes  donnés  répondront  aux  suivans 


Indices. 

«  • 

I 

4 

'      7 

)0 


Nombres^ 

a 

^+3*+   3^+     ^ 
a  +  ôb-^i^c  +  iod 

a  +  ob+'^èc  +  Sj^d 

etc. 


Différences  i»«».  1  DiflGÈr.  2™«». 


3*+    3^+      ^ 

3^+izc+i9rf 
lb+iic+6j^d 


9C+  iSd 
9c+45</ 


Dîffér.  3™». 


lyd 


dont  les  différences ,  placées  à  côté ,  doivent  être  identiques  avec  celles 

qui 
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qui  résultent  des  nombres  0,15,  41 ,  87^  etc.  En  calculant  ces 
dernières  j  on  obtient  15  pour  la  première  différence ,  11  pour  la 
deuxième  9  et  9  pour  la  troisième  ;  comparant  avec  la  formula  qui 
occupe  la  première  place  dans  chaque  colonne  du  tableau  ci-dessus , 
en  commençant  par  la  droite ,  on  trouve 

dr'oîi  Ton  tire  ^=y,  ^^=ij  *=V"'  ^^  *  ^®  P'^^  tf  =  o,  et 
par  le  moyen  de  ces  valeurs  on  formera  successivement  tous  les 
termes  de  la  série  interpolée. 

893.  Mouton  ne  put  résoudre  lui-même  la  question  qu'il  s*étoit 
proposée  ;  ce  fyt  un  de  ses  amis ,  nommé  Regnaud ,  qui  construisît  lé 
tableau  qu'il  rapporte  dans  sdn  ouvrage ,  et  dans  lequel  ce  sont  les 
différences  cinquièmes  qui  sont  supposées  constantes.  Regnaud ,  qui 
ne  connoissoit  point  l'expression  analytique  de  la  loi  que  suivoient 
les  termes  des  diverses  colonnes  de  son  tableau  5  le  construisit  ea 
commençant  par  celle  qui  se  trouve  à  droite ,  au  moyen  de  laquelle 
il  forma  les  autres  par  de  simples  additions  ;  cette  espèce  d'induction , 
beaucoup  moins  commode  que  les  expressions  algébriques ,  fit  ou^ 

s  

blier  le  procédé  proposé  par  Mouton.  Prony  la  repris  et  en  a  déduit 
des  formules  par  une  marche  qui  doit  ressembler  à  peu  près  à  celle-ci. 
Supposons  qu'on  veuille  intercaler  m-^i  quantités  équidistantes , 
entre  les  deux  quantités  «  et  ir, ,  qui  répondent  à  deux  indices  dont 
la  différence  est  l'unité ,  il  faudra  partager  cette  différence  en  m 
parties  égales ,  et  chercher  par  la  formule  du  n"".  873^.1es  valeurs 

de  tf»  qui  répondent  aux  md^ces  ■?— j  — >  — ^...-r-,    etç»    on- 
obtiendra  cette  nouvelle  suite  :     * 

u  +_  A  w  +-^^^ ^A*tf+— — '  a'«  +  ctc, 

it  +—  A  u  +  -^^ i  A*«+  -^ ^ i  A'tf  +  etc. 

^  ^r^_x»)  3(^— 'w)(3— 2/«)    , 

u  + —  A  u  +  —^ riù^^u^^ ^-^ r^  ^u  +  etc. 

m  m.xm  m»im.'^m 

appendice.  H 
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dont  il  s'agira  de  trouver  les  différences  successives ,  et  c'^est  ee  q[iit 
s'effectuera  d'une  manière  commode  ^  en  prenant  séparément  celles 
de  chaque  terme.  Le  résultat  se  présentera  sous  une  forme  très*élé- 
gante  et  très-simple  ^  si  l'on  feit  attention  que  les  suites 
o,i,  if  î, é4. .*•••..«, 

o,  1(1— ;w)(i— iw),  l(x— ;w)(i-*z/n),  3(}— •/«)(3— i/n),, . .  .»(n— ;»)(/i— i/n)  , 

eic.  ^ 

peuvent  être  regardées  comme  n+  t , valeurs  successives  déduites 

respectivement  des  termes  généraux 

Jf<      xÇ^x-^m)^      x(x^^m)(x'^^im) ^  ttCe 

en  prenant  pour  xtous  les  nombres  entiers ,  depuis  o,  jusqu'à  a- 

inclusivement;    en  sorte  que  les  n+i  valeurs  de  «,  rapportées 

plus  haut  ^  se  tireront  de  cette  expression 


X  x(x'»^m)  xCx*-^m)fx^»-^i'm)    , 


A"tt  + 


1.1.3 ...•••nmr 


i»%ë^4  m  m  «  ••  m  •  9  •(jl'^'  l}/ll' 


«•^I 


n+s 


I.I.3. •••«••••  (a-^  1}/7K' 

en  y  faisant  varier  seulement  x  ^  par  de#  différences  égales  à  Tunité* 
Si  on  désigne  par  J'u ,  i'^u,  J'^u. .  ./"a ,  la  différences  de  u  lorsque 

l'indice  augmente  de  la  quantité  —  ^  en  conservant  toujours  la  ca* 

ractéristiqup  A  pour  les  cas  oii  l'indice  varie  de  l'unité  $  .on  aura 

A*«+    "^    ^    — ^-~ ^  A^u  +  etc. 


i.zm'' 


1.1.3 


m 


ùx       .  4*(^— ^)]...  j  ^lx(x-^m){x'^im)] 

3 A 

-im)] 
1.1.3/n 


J^'u= 


i»l;»* 


A*«+ 


à^u  +  etc; 


— t-^ ^^T ^  a'k  +  etc. 

1.1. 3/»^ 


et  en  général  J^"a= 


A"[:ir(y— »ib)  (jt— .im)...(jr^— (/!— l)/»)] 


i.i.3^.«../i/n' 


A*  1^ 


A"  [  X  (  X— iw  )  (  JC—  1  x^  )  •  •  •  (:«•—«  /»  )  ] 


«+i 


1.1.3 


. .  • 


(«+  l)/» 


«-«-I 


u 


A^[x{x — w)(j:— i/i2),.,(x — (n+  i)).72] 


■•♦'» 


1..1.3...(/2+2)w"t 


n+â 


A-^'4^+  etc. 
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en  observant  de  faire  x=so  ^  après  les  diffireatiattons.  H  est  évident 
que  si  dans  la  série  des  quantit^^  données  u,  «, ,  «. ,  u^^  etc.  Us 
di£Ërences  de  Tordre  p  sont  constantes ,  l'expression  de  i^u  s'arrêtera 
à  cet  ordre  ^  puisqu'on  aura  A^'cr^so,  et  le  dernier  terme  sera 


i.x.j.  •  •  .prn^ 


ùJ'u. 


n  ne  reste  plus  »  pour  avoir  l'expression  générale  de  ^ V  ^  qu'à  déve* 
lopper  les  différences  des  fonctions 

Ces  fonctions  étant  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  de  a:  , 
prennent  en  général  la  forme  « 

x^'  +  4'nx*+Bm^J"  +  Cm^x^\.,  +  ln^x, 

oh  les  lettres  jf ,  B  ,  Çp..^I  ^  désignent  des  coefficiens  numériques 
indépendans  de  x  et  de  m.  Si  l'on  fait  succâsivement 

« 

i  =  /ï— î,      /s=«>      i  =  n+i,      i  =  /2  +  i,  etc, 

on  trouvera  pour  les  différences  /i*^*  de  cette  fonction ,  des  résultats 
de  la  forme 

«  ,        «'/»  +  fi'^        ^W+  fi'^m  +  y"",  ctc, 
M ,  a\  &\  etc.  étant  des  nombres  ;  et  il  viendra  par  conséquent 

expression  que  Ton  peut  écrire  comme  il  suit  ; 


7P 


=— i :-p-^{  «A»»  + A"*'«-< ; A"+*«+  etc.  \ 


^  observant  que  /x  :^  — ,  puisque  HntervaUe  compris  entre  deux 

m 

indices  et  représenté  par  l'unité  est  partagé  en  m  partias  égales.  Passant 

aux  limites  relatives  à  la  supposition  de 79  infinie ,  le  rapport  des  dif* 

férences ,  dans  le  premier  membre ,  devient  le  coe^cient  différentiel  — , 

Vie* 
et  l'on  trouve 

d!'u  I 


[ 


=  ■  4    .11  j 


«A"tf+ 


n+  I 


bT-'u^ 


(^+0(«+i) 


•H-* 


A'^*tf+CtC. 

H  X 


]'. 
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formule  analogue  à  celle  du  n"".  867 ,  et  oh  Ton  peut  facilement  res- 
tituer la  quantité  h  que  nous  avons  supposée  égale  à  Tunité. 

• 

894.  Nous  n'avons  encore  donhé  des  formules  d'interpolation  que 
pour  les  séries  résultantes  des  fonctions  d'une  seule  variable  ;  nous 
n'entrerons  pas  dans-  le  même  détail  à  l'égard  des  séries  dont  le  terme 
général  est  une  fonction  de  plusieurs  variables  :  nous  nous  bornerons 
seulement  à  faire  connoître  pour  ces  séries  une  formule  analogue  à 
celle  du  n"*.  873.  Nous  observerons  en  premier  lieu  qu'elles  ne 
peuvent  être  coordonnées  avec  leurs  indices  que  dans  une  table  de 
la  forifie  de  celle  qu'on  trouve  à  la  page  449  du  premier  volume 
de  cet  ouvrage,  et  dont  voici  un  exemple  particulier  tiré  de  la 
fonction  «=  5  +  ;ir'+  xxy  ^  ^y\ 


yaUurs  de  x. 


0 

I 

1 

3 

4 

etc. 

0 

1 
1 

0 

3 

4 

• 

etc. 

5 

• 

6 

II 

x% 

39 
6x 

• 

etc. 

9 

14 
13 

* 
11 

31 

49 
7» 

etc. 

8 

16 

»9 

48 

73 
etc. 

etc. 

17 
31 

53 
etc. 

38 

etc. 

59 
86 

1  etc. 

etc. 

lOI 

etc. 

etc. 
etc. 

» 

Une  pareille  table  se  nomme  Table  à  double  entrée  y  parce  que ,  pour 
y  trouver  un  nombre  quelconque ,  il  faut  connoître  le  numéro  de 


■s 
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la  colonne  verticale  et  celui  de  la  bande  horisontale ,  oii  il  se  trouve , 
circonstances  qui  sont  marquées  par  les  indices  placés  horisonta- 
lement  à  la  partie  supérieure  de  la  table ,  et  par  ceux  qui  se  trouvent 
sur  le  côté  gauche.  La  valeur  que  reçoit  la  fonction  u ,  lorsque  Ar=3 
et  j^=4 ,  par  exemple ,  est  le  nombre  86 ,  situé  dans  la  colonne 
marquée  3  9  sur  la  bande  numérotée  4.  Si,  pour  plus  de  généralité, 
on  suppose  que  la  différence  entre  les  valeurs  successives  de  x ,  soit 
représentée  par  h  /et  que  Atiésigne  celle  qui  règne  entre  les  valeurs 
à^y  ^  il  est  évident  que  Ton  passera  de  l'un  des  nombres  à  celui  qui 
le  suit  dans  la  bande oii  ilse  trouve ,  en  changeant  dans  la  fonction 
donnée  x  tnx+h^  et  à  celui  qui  le  suit  dans  la  même  colonne  oh  il 
est  placé,  et  mettant  >"+ il:  pour^.  Pour  interpoler  des  valeurs  in- 
termédiaires entre  les  termes  d'une  même  bande,  ou  d'une  même 
colonne ,  on  n'a  besoin  que  des  formules 

u'=u+—A^+     \        ^A\u+    ^    ,    <,^    , — ^-^'su+  etc. 

puisque  dans  le  premier  cas  y  est  regardé  comme  constant ,  et  que  x 
l'est  supposé  dans  le  second  :  mais  pour  considérer  la  question  en 
"général ,  il  faut  assigner  l'expression  d'un  terme  qui  se  trouveroit 
sur  une  bande  intermédiaire,  entre '^deux  bandes  consécutives  du 
tableau ,  et  dans  une  colonne  intermédiaire  aussi  entre  deux  co- 
lonnes consécutives,  ce  qui  revient  à  chercher  l'expression  de  ce 
que  devient  u  lorsqu'on  y  change  en  même  tems  x  en  :r+A'  et  j^ 
«n  j^+A'..Soit  £/ cette .  quantité  ;  on  verra  facilement  que  son  dé- 
veloppement doit  résulter  de  la  substitmion  de  y +k!  h  la  place  dey 
dans  celui  de  u\  ou  de  la  substitution  de  x+hf  k\a  place  de  x  dans 
celui  de  u^  :  arrêtons- nous  à  la  première  substitution  ;  nous  aurons 

€fi  observant  que  Ayii^  ^'X,  etc.  représentent  les  différences  succes- 
sives de  u'^  prises  en  faisant  varier^  de  la  quantité  k.  Développant 


t, 


H —    .     ,  _. -^ x"     +  **^* 
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cette  équation  sous  ce  point  de  vue  i  nous  obtiendrons 

*'  *'    h'       .+»  A'     A'(A'— A)      •+! 

Pour  faire  usage  de  cette  formule ,  qu'il  fst  aisé  de  pousser  9uss^ 
l^in  qu'on  voudra ,  il  faut  former  les  quantités 

»,        AjUf  A%«  >  A»^ ,  etc, 

1+1  H-l  8+1 

A%«,         À      «5         A      «,         A      «,  etc. 

etc. 
Celles  de  la  première  Ugae  s'obtiennent  en  prenant  comme  à  Tordir 
naire  les  différences  de  la  suite  des  nombres  écrits  dans  la  première 
bande  du  tableau  ;  puis  en  désignant  par  Uy^ ,  Uy^ ,  Uy^ ,  etc.  le  premier 
terme  de  la  seconde ,  celui  de  la  trotsitpme,  etc«  bandet ,  et  prenant 
les  différences  successives  dans  chacune  de  ces  baA4cs  ^  ainsi  qu'oQr  a 
pris  celles  de  la  première ,  on  aura 

u,  ^M»9       ^  à.^3^,  à?sMp     etc^ 

«yi  *        A,«y, ,        A^j^tfy, ,        p?^y^ ,  etc. 
«^.  >        A,«,.^ ,        A V^, ,        A\u^,^ ,  etç, 

Uy^  ,  A,«fyj  ,         A%«y3  ,         A';^, ,  eic, 

etc. 
retranchant   les  termes  de^chaque  ligne  de  ceux  qui  leur  çorces?- 
pondent  dans  la  ligne  suivante,  on  trouvera 

Ay«   =tty.-r»,         A*      U   rr=iàj,Uy,—àxU  9        A        U  =A*^y,T-A%» ,  etC* 

/  i/»  '  x^y  "  *  ,y 

àyUy,^Uy^—Uy,  ,       A  Uy^—Ù^^Uy^^àxHy,  y       A^        «^i~^  ««yg— A  ,»^,  ,       CtC 

31+1  H-l 

Ay«,.,=lly,— 1^^^  ,     A^     Uy^=Ù^Uy^^—LxUy^  ,     A^  ^  ^%»=^  ««yî^-A%iry.  ,      Ctfr 

etc. 


-r--v 


\ 
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M  opérant  de  même  sur  ces  dernières  lignes  9  il  viendra 


^3 


A       «, 


ùTytly.^LyUy^'^àytty,^     A  »y,=A  Uy^--^  L ^        Uy,^      A 


*»^ 


«»> 


*•/ 


9  •H  •+»  *+» 

A        tf    î=A        J/ri — A 

«4-9  a+i  s+i 

I^y  rcA        ÛV.— A       tf, 


«  ,    etc. 


etc. 


etc. 
puis 


440 


A       «^v, — A 
«>7 


«+3  i-M  «+« 

A       U     =A        i/y, —  A 

*.7  *>y  *^»y 


A>=AV^,— AV«,    A        U 

*9  y 
etc. 

Afin  d^éclaircir  Ceci  nous  allons  l'appliquer  à  l'exemple  contenu 
dans  le  tableau  de  la  page  60,  dans  lequel  on  a  A=i ,  il  =  i. 
Nous  en  tirerons,  i%  en  prenant  le  premier  terme  de  chaque 
bande  et  ses  difiiirenccs  successives , 

832        o 
17        5..      a        o 

.31        7        20 
etc. 

i"".  en  retranchant»  terme  à  terme ^  chacune  des  lignes  ci-dessus 
de  celte  qui  la  suit  » 

320 
920 
15        1        o 
etc. 
3*.  en  opérant  de  même  iur  ce^  dernières  lignes  9 

6        o 


u  ,     etc. 


o; 


o; 


A%l^=±0 


jf".  enfin 

U  résulte  de  là 

M=3t 
A*^=6 , 

et  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  V  ^  après  y  avoir  fait  /^=i , 


LxU     =s:|  , 

1+t 

A       2f=:2. 

t+a 
A 


A^«  =±=2, 

a+i 
A      «=0, 


y 
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il=5i ,  il  vîen S'a ,  par  les.  réductions,   £7=5+  A''+2A'A'+3Jt'* 
fonction  semblable  à  celle  qui  a  servi  à  construire  le  tableau. 

La  solution  du  problême  proposé  est  rigoureuse  dans  le  cas 
actuel  »  parce  que  la  fonction  qui  représente  le  terme  général  de  la  suU 
proposée  est  algébriqpej  rationnelle  et  entière;  mais  quand  on  voudra 
faire  usage  de  la  formule  générale ,  pour  des  suites  d'une  autre  na* 
ture,'il  faudra  que  les  différences  aillent  en  décroissant ,  comme 
lorsqu'il  s  agit  des  suites  dérivées  des  fonctions  d*une  seule  variable, 

• 

895.  On  parviendroit  facilement,  d*après  ce  qu'on  vient  de  voir, 
à  la  formule  d'interpolation  relative  aux  fonctions  d'un  nombre 
quelconque  de  variables  ,  c'est  pourquoi  nous  ne  nous  y  arrêterons 
pas  ;  nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à  dire  pour  le  présent  • 
sur  ce  sujet  >  auquel  nous  reviendrons  par  la  suite ,  en  faisant  re- 
marquer que  l'expression  de  Z/,  du  n"*,  précédent,  peut  s'obtenir  par 
l'analogie  qui  règne  çntre  les  puissances  et  les  différences.  On  a ,  par 

les  n^-.  86î ,  8^9 ,  £/.-«=A'tt=e^*      ^^    —  i 

du       l(i+A,a)        du^,      h\,     ' 


M       i« 


dy  k  dx         k 

ce  qui  donne  a'»  =  (  i  +  à^u )  ^  (  i  +  A^w)  ^  — ??  i ,  et  en  dévelop- 
pant, avec  1  attention  de  changer  les  produits  de  la  forme  (A,uy(A^uy 

en  A      z^  •  on  retombera  sur  le  même  résultat  qui  se  déduirçit  de 

l'expression  ie  U,  trouvée  plus  haut  (  n*.  précéd.  ) 

En  poussant  Tanalogie  aussi  loin  qu'elle  peut  aller  |  on  auroit^ 
quel  que  fût  Je  pombre  des  variables  de  la  fonction  u, 

f  -  -  L  Y 

A'-«=l(i+A,«)A(i  +  A^)*(i  +4^k)  ^...— 1  J  , 

pourvu  qu'après  le  développement .  on  écrivit  A  if  «  3Ji  lieu 

896. 
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89e.  Le  Calcul  inverse  des  différences  est ,  à  Tégard  du  Calcul  ^^^u  ^CalcuMn-- 
direct 9  ce  qu'est  le  Calcul  intégral^  P^r  rapport  au  Calcul  diffé-  ces,  par  rapport 
rentiel  î  il  a  pour  objet  de  remonter  des  différences  aux  fonctions  p^cit^j"^^*^"'  ^** 
primitives.  Nous  nous  occuperons  d'abord  du  cas  oii  les  différences 
sont  données  explicitement  par  les  variables  indépendantes^  c'est- 
à^^ire  y  où  Von  a  »  pour  déterminer  la  fonction  u ,  une  équation 
de  cette  forme  A"»=f(:tr,  A),  h  étant  la  difiérence  de  la  variable 
indépendante  x. 

Soit  premièrement  iï=t^  ou  Au={(x^  h).  Cette  équation  ne 
fait  connoître  que  le  changement  qu'éprouve  la  fonction  u  lorsque  r 
devient  x+i^  et  ne  détermine  rien  sur  la  valeur  absolue  de  cette 
fonction;  mais  si  Ton  suppose. que  quand  x^=ay  on  ait  u^^b,  ii 
sera  facile  de  former ,  en  partant  de  ces  données ,  toutes  les  valeurs 
de  u;  car  aux  indices 

correspondront  ces  valeurs  de  u  : 

L'introduction  de  la  quantité  arbitraire  b  a  lieu  ici  comme  dans  le 

Calcul  intégral ,  pour  remplacer  la  constante  que  la  différentiation 

fait  disparoitre  (  n"*.  15   )  ;  mais  on  voit  que  la  signification  de 

l'équation  ^uz=zf[xyh)  repose  dans  le  cas  actuel  sur  la  valeur 

asâgnée  à  l'accroissement  & ,  et  qu'on  ne  tire  dç  cette  équation  qu'une 

suite  de  valeurs  discontinues  qui  se  succèdent   d'après  une    loi 

donnée. 

Si  l'on  a  voit  A*tf  =  f(ji:,  A),  on  ne  pourrpît  tirer  parti  de  cette 

équation ,  qu^en  se  donnant  une  première  valeur  de  u  avec  celle 

de  A»  qui  lui  correspond  ^oa  deux  valeurs  consécutives  de  0.   En 

cfièt ,  si  y  lorsque  x=a ,  on  posoit  u=ib ,  et  A«=c ,  on  auroit ,  par 

le  tableau  du  n"*.  SS3  ,  pour  les  indices 

4,    a+hj^  tf+iA,  .    tf+3A,  •  etc» 

cette  suite  de  valeurs 

h    *+<^f    *+ac+f(tf,A),    A4.3i:+if(tf,A)+f(tf+A,A),  etc. 

Les  différences  de  l'équation  A*«  =  f  (  at  ,  A  )  donnant  ^successivement 

A'tf  9  A^tt  y  etc«  on  peut  aussi  s'élever  immédiatement  à  u^  ,  par  la 

y.         •  ^(«-^0   .       n(n—>j)[n — 2)   , 

1.1  I.Z.3  * 

Apptndict.  I 
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dans  laquelle  on  voit  ëvidemment  que  les  deux  premiers  termes  u 
et  nAu  demeurent  arbitraires.  Il  est  facile  maintenant  d'étendre  ces 
considérations  à  tel  ordre  qu'on  voudra. 

^97.  Les  valeurs  successives  de  »  ,  données  par  l'équation 
A2^=f(x,  A)  y  n'étant  autre  chose  que  les  sommes  consécutives 
des  termes  de  la  série 

correspondans  aux  indices 


a 


f 


tf  +  A  ,  ii  +  iAy a+nh  , 


augmentées  de  la  quantité  arbitraire  A ,  il  s'ensuit  que  si  l'on  regarde 
a+nh  comme  représentant  la  valeur  indéterminée  de  x ,  l'expression 
générale  de  la  somme  des  termes  de  la  même  série  ^  pris  depuis  le  com- 
mencement jusqu'au  terme  correspondant  à  ce  dernier  indice ,  inclusi- 
vement, sera  i/+f(tf+nA,  A)— A,  ou  u+f{x^h) — A,  ou  enfin 
tt-f  ^ur^i.  Pour  s'en  convaincre ,  il  suffit  de  former  la  valeur  de  u^ 
qui  répond  à  l'indice  a-i^nh,  et  dont  le  développement  t&t  * 
A+f(tf;'A)+f(tf+A,A)+f(tf+iA,A)....+f(tf+(«— i)A,A). 
On  peut  déduire  immédiatement  ce  résultat  des  formules  générales 
du  n''.  860,  en  faisant  la  somme  des  équations  (i)  ^  qui  donnera 

et  par  conséquent 

U^  +  Atf„— »==  AM  +  An,  +  AU.  .  .  •  •  +  Ai/^.,  +  AU^  , 

on  y  comme  ci-dessus, 

i;^4.Atf— A==f(ii,  A)  +  f(tf+A,A)...,+f(tf+«A,A), 
en  changeant  z^^  en  » ,  a  en  A ,  et  mettant  pour  a»  ,  Au, ,  etc. 
leurs  expressions  relatives. 

On  voit  par  ce  qui  précède,  que  la  recherche  des  fonctions 
primitives,  par  le  «moyen  de  leurs  différences  premières  ,  revient 
à  la  sommation  des  suites ,  et  que  l'une  de  ces  opérations  conduite 
l'autre.  En  efïet ,  si  l'on  désigne  par  «f „  l'expression  générale  de  la 
somme  des  termes  de  la  suite  .^ 

on  aura  ^»=^fi + a*'»— «  «^  Uj,=S^—au^ + i^.  , 

équations  dans  lesquelles  u^  est  la  fonction  primitive  dont  la  diffé- 
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rcncc  première  est  exprimée  par  le  terme  général  ai/^.  de  la  suite 
proposée,  et  u  représente  la  constante  arbitraire.  Parla  première, 
on  obtiendra  la  somme  de  la  suite  proposée ,  lorsqu'on  pourra  trouver 
la  fonction  primitive  correspondante  à  son  terme  général,  et  la 
seconde  donnera  cette  fonction  primitive  dans  tous  les  cas  où  l'on 
connoitra  à  priori  le  terme  général  et  la  somme. 

Pour  indiquer  le  passage  d  une  différence  à  la  fonction  primitive 
dont  elle  tire  stfn  origine ,  on  se  sert  le  plus  communément  du 
signe  x;  ainsi,  lorsque  Att=r:f(.v,A),  on  a  tt=:sf(^,  A)+cW5^ 
D'après  cette  notation  et  les  équations  précédentes ,  il  viçndra  pour 
la  série  dont  le  terme  général  est  f  (  àt,  A  } , 

Sf{x^h):=xf{x^hy+{(Xjh)--conse. 

x{(x,k)  =  S(lx,h)'^flxih)+(onsi. 

en  Changeant ,  par  analogie  $  Sj^enSf^x^k). 

Qn  donne  aussi  le  nom  d^intégrale  aux  fonctions  primitives  :  u  est 
l'intégrale  de  a»,  sf  (ar.  A)  est  celle  de  f(*,  A).  Cette  dénomination 
se  présente  naturellement  lorsqu'on  regarde  le  Calcul  différentiel 
comme  un^cas  particulier  du  Calcul  des  différences.  (  Foyei  la  note  de 
la  page  i  du  deyxième  volume ,  et  n\  470.  )  L'expression  générale  de 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  de  la  suite  proposée , 
ou  5f  (  jc ,  A  )  ,  s'appelle  terme  s0mmaiaire  ;  et  les  équations  rapportées 
ci-dessus ,  donnent  la  relation  entre  le  terme  général  »  son  intégrale 
première  et  le  terme  sommatoire. 

898.  Les  règles  pour  l'intégration  des  différences  sont  en  très-petit 
nombre ,  et  malheureusement  les  cas  oà  l'on  peut  s'en  servir  avec 
succès  sont  très4)ornés.  Il  suit  de  la  formation  des  différences ,  i^,  qu(S 

A<jsr+r— z)=Aj:  +  Ar— az, 

et  tn  Teinontant  aux  fonctions  priimitives  p  on  a 

ç:(A;s:+Ajr— AZ)=xA':i:+sAr— saz, 

ée  qui  ramène  l'intégration  des  diffirences  polynômes  à  celle  des 

monômes  ; 

V.  queA*tfJir=tfAX,  d'oîi  aX^x^a ù^X  —  a^zù^X^  ce  qui 

prouve  qu'on  peut  à  volonté  faire  sortir  du  signe  2 ,  ou  introduire 

spiis  ce  signe  un  ÊEicteur  constant*  ' 
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3*.  Lorsque  u  =  x"+*   et  que  m'  est  un  nombre  enrier ,   il 
vient 

(m+i)  .    ,  ^  (m+i)m   ,       (m+i)m(m — i)  ^  .,, 

I  i.i  I.1.3 

1.2.3.4 

En  inférant  terme  à  terme  chaque  tûtmhre/dt  cette  équation, 
remettant  dans  le  premier  x**\  au  Jieu  de  «,  #t  passant  hors  du 
signe  s  les  facteurs  constans ,  on  obtiendra  1 


+^         ^-: ^^ ^  A^x  :r"^\ .  •  •  +  A"*'2*  . 

I.1.3.4 

Cette   équation  fer<Mt  connoitre  l'intégrale   x;r%  si  Ton  ayoit 
xijr"'"*,  X *•"■%•  • .  .x;t%  puisqu'on  en  tireroit 


AT""-*-' 


X*:'"s=5 


— ] Ax*—"  +  -i ^•xjc"^.  • .  + A'-XAT*  J. 

(/w+i)A       l  i,2  1.1.3  m+i  } 

I 

Si  l'on  écrit  successivement  dans  cette  dermère  m  —  i ,  m  -^  1 , 
xKi  —  3,  etc.  pour  X0  9  on  formera  des  expressions  de  t:xf^*f 
X  Ar"'%  X  «""^^y  etc.  qui  ne  dépendront  que  des  tnt^^tes  des  puis- 
sances de  X  qui  leur  sont  respectivement  inférieures.  On  peut  aussi 
former  ces  valeurs  en  remontant  ;  et  si  Ton  prend  d'abord  m=zo , 

X 

il  vient  x  x''^  - ,  parce  que  l'accolade  ne  doit  renfermer  qu'un 

nombre  m  de  termes.  Cette  conclusion  se  vérifie  d'ailleurs  À  priori  ^ 
soit  en  observant  que  de  kssjt,  il  résulte  Lx:s=k.±^  ^  jir=Axx% 


et  par  conséquent  x  x^'^s  -  ;  soit  en  prenant  la  £fférence  de  la 

h 

fonction  primitive  7 1  P^ur  laquelle  on  trouve 

h  ^ 

h  A"^^"^' 

Faisant  ensuite  xo^s i^  mzszx^  m^ssi"^^  etc.  et  substituant 


/ 
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sttctféssivement  pour  sj^"",  sx%  s;^'^  etc<  les  râleurs  auxquelles  on 
parviendra  9  on  formera  cette  table  i 


2a:'= 


I  j?  I  t 

3  A        1  1*3 


3      ï  ^ 
4  A 

6  A 
etc. 


-jc^H x*A 

2  2.2 

2  *         3  5.6 

2  2i6  «  2.0 


Au  lieu  de  pousser  plus  loip  Cette  induction  ^  supposons  qu^on  ait 
en  général 

s  jc"=s-rf  oT^'  +  if  jc"*  +  C  x*"-"*  +  D  a?""-*  +  etc. 
nous  aurons ,  en  prenant  la  différence  première  de  chaque  membre  ^ 

x^^A"         ^sTh^jt  ^    af^'h^+A^  •    ^ ^x'—A^+  etc. 

I  1.2  1.2. 3 


+    B  x'^'h  + 


^wi(/rr— i)     .^^, 

S  — Ar*-^A-  +  etc. 

1.2 


Cl- ^:r*-^A  +etc. 

1 

+  etC 

et  comparant  entr^eux  Us  termes  affectés  d*une  même  puissance  de  x , 

nous  obtiendrons  entre  les  coefficiens  ^^^  B^C,  D ,  etCi  les  re- 
lations suivantes 

t 


^= 


(«14-  I  )A 


S=^A 


^^    .^(«-H)"**      j^ 


i>3  1 

i<x*3*4 


CtCv 


2«3  X 


«""' 
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avec  lesquelles  on  déduira  facilement  les  uns  des  autres  les  çoefficiens 
de  Texpression  de  s  .r",  quel  que  soit  l'exposant  de  la  puissance  (w. 
En  calculant  immédiatement  les  douze  premiers  termes  »  on  trouvera 

:r""*""  I  i  mh   ^  I  m(m^^i)(m'^%)h^    „_, 

6  2.3.4.5«6«7 

3  i»(iw  —  i)....(/n  —  6)A' 

lO  I.J.....8.9 

^.      X  w(>B—ï). .,.(/»— 8)A»  ^,_^ 

6  Z.3 10. u 

691  m(m^i) (/B^io)A"     ,_,. 

210  1.3 ii«i3 

35  m{m^i)....{m—ii)h'^    ^^,, 

X  1,3 M-if 

3617        ib(>»— !)....(  în—i4)A" 
30  ^•3..r ••16*17 

43867       w(m— i) (m— i6)A'^ 

^-  , . X     ^ 

4X  1*3 io*i9 

1211x77  m{m — i)«...(/w^-pï8)A**      _ 
iio  ;l.3....«20.2i 

etc.  +  conse. 

formule  dans  laquelle  les  coefficiens  exprimés  en  nombres  méritent 
attention ,  parce  qu'ils  reviennent  souvent  dans  la  Théorie  des 
suites. 

Nous  observerons  y  .avant  de  finir  cet  article,  que  si  Pon  mnU 
tîplie  s  x'^  par  A  ^  et  qu'on  passe  cçt  accroissement  sous  le  si^ne  2^ 
on  aura  cette  équation 


,«— if 


xs'^kssz  — ^ .«i^  -Jl:'"A^ ;if""*+  etc.  +  censt» 

m  +  i        %  2  2.3 

dont  le  second  membre  a  pour  limite {-  co/z^r^  lorsque  A 

s'évanouit  9  cas  auquel  sjp"A  se  change  en  fx'^dx  ,  d'après  ce  qu'on 
a  vu  dans  le  n"".  470» 
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899.  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d'intégrer  toutes  les  fonc- 
tions algébriques  rationnelles  entières ,  dans  le  cas  oh  la  variable 
indépendante  reçoit  un  accroissement  constant.  Prenons  pour 
exemple  la  fonction  -^x'^+  Jîaf'+  Cx  ^  D^ 

nous)  aurons 

et  mettant  pour  £x%  £a;%  xjc  et  z^""^  leurs  valeurs,  il  viendra 

—rx^^  ^ — — — a?'H a?'  + 2^-7 X  +  conse. 

4A  6A  4A  0^ 

900.^  Il  existe  un  genre  de  fonctions  rationnelles  qui  s'intégrent 
avec  la  plus  grande  facilité;  ce  sont  les  produits  de  la  forme 

en  eflfet,  si  l'on  en.  prend  la  différence  »  on  obtiendra 
=(a?+tf+AXa?+tf+  xA) (:c+a+/;wA)(/w+.i)A, 

à^U  £A«  If 

et  comme  27 — - — te  — 7 — ; — n  — :^ — ; — rr^i  <>"  aura 

(/w+i)A      (/n+i)A      (/w+i)A* 

ï{(x+tf  +  A)(«  +  tf  +  iA) {x+a^mh)):^    ^ 

(r+tf)  (x+tf+A)  [x'k^a  +  xh) {x^a+mh) 

" ; — T-^f +  const.    . 

(ot+i)A 

Si   lV>n   écrit  dans   ce  résultat  4P— A^  au  lieu  de^kr^et/R+x^ 
au  lieu  de  m^  on  aura 

( y+tf—  A )(^4-tf  )  jx^a^h). ...{ x+a+mh ) 

On  donne  à  ce  résultat  une  forme  plus  simple  et  qui  paroît  d'abord 
plus  générale;  eh  représentant  la  fonction  u  par  XX^X^....X^, 
et    supposant    que   les    différences    premières    des    quantités 

JT ,  -ST, ,  JT, , ^^ ,  soient  constantes  :  par  cette  notation 

on  trouve 

Aif  =  tf,— w=X,-X,^:j . . .  •  X^^^'^^XX^X^ , , . ,  JT^ 


tt     XX  X^X^m  m  •  Jl^= 
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d'oji  il  est  facile  de  conduret  comme  ci-dessus, 

* • 

{m  + 1)  AJiT 

en  mettant  m-f  i  pour  m^et  diminuant  ensuite  de  l'unité  chaque 
indice. 

On  intègre  aussi  la  fraction 

parce  qu'en  ia  difFèrentiant  on  trouve 


JL  JL ^JL^m  m  ^JLfg^ 


~  XX 

ce  qui  donne 


jLjL^Jli.^jL-^%  •  mJi'y 


JL^L.'A^'^x  «  •  •^^ \ 


MH-C 


xx^x^^ ..Xjg^^^       (/M+i)Ajr  xx^x^m.^Xi 

et  changeant  m-f  i  en  m,  on  obtient 


+  const. 


JLJL  ^.JL^n  %  v^^H 


/rA 


T 


4-  Ç(>A^/, 


XX ^X^^.  «-^m-i 

901.  Il  est  i  propos  d'observer  que  rintéjgration  des  fonctions 
de  la  forme , 

peut  s'effectuer  par  les  formules  ci-dessus ,  en  les  transfonnafli  en 
produits  de  facteurs  dont  les  différences  soient  constantes.  Pour  le 
faire  voir ,  je  choisis  cet  exemple  très*nmple:  V,  et  je  fais 

en  supposant  que  h  Résigne  l'accroissement  de  x.  Si  l'on  dévdoppe 
et  qu'on  ordonne  suivant  les  puissances  de  x ,  on  aura 

+Ax*  +  jj4hx+  zJh* 
^  B   s  +  B  h 

+  Ci 

et 
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et  comparant  entr'eax  les  termes  aflfectés  de  la  même  piûssance  de  x , 
oa  formera  les  équations 

6A+^=o, 
iiA'+  "^Ah  +5=0, 
6A*+ i^A*+i?A  +  (7i=0, 

desquelles  on  tirera 

et     «'=(x+ A)(*+  xh)(x+ ih)—6h(x+h)(x+  lA) +7A*(x+A)— A», 
ce  qui  donnera ,  en  vertu  du  n".  précédent , 

2*»--^x(*+ A)  (*+iA)(*+3A) 

—  a*(«  +  A)(*  +  iA)+  -&x(x  +  h)—h*X'^eonst» 

n  paroîtra  sans  doute  plus  court  d'appliquer  immédiatement  à  la 
recherche  de  intégrale  la  méthode  des  coeffiôens  indéterminés ,  dè$ 
qu'on  aura  reconnu  que  cette  intégrale  est  de  la  même  forme  que  la 
différence ,  excepté  qu'elle  a  iin  facteur  de  plus  dans  chacun  de  ses 
termes;  on  fera  donc  tout  de  suite  ' 

XAr»=^J7(x  +  A)(*+xA)(«+3A) 

+  Bx(x  +  k)(x-\-zh) 

+  C*(x  +  A) 

+  Dx-{-C0nst, 
et  pour  obtenir  les- coefiiciens  jÉ,  B,  C,  D^on  prendra  la  diffî» 
rence  de  chaque  membre  de  cette  équation.  On  parviendra  de  cette 

manière  à 

*»=»4^A(*  +  A)(*+aA)(*  +  3A) 

+  3JA(«  +  A)(jc+iA) 

+  1 CA  (  *  +  A) 
+  I>A; 
il  ne  restera  plus  qu*à  développer  le  second  membre  de  cette  dermère 
équation  ^  à  Tordonner  par  rapport  à  ^  ^  et  à  déterminer  les  lettres 
ji ^   B ,    C^   D^  comme  ci-dessus:  ce  qui  ne  présente  aucune 
difficulté. 

En  généralisant  ce  qui  précède  ^  on  verra  sans  peine  que  pour 
ramener  la   fonction    tf  **+ *x^+ e;t>'+ etc.  à    un   produit  de 
Appendice.  K 
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facteurs  iquidiffirens  »  il  faut  ^  si  «  désigne  le  plus  haut  exposant  àtx^ 
la  comparer  à  cette  expression: 

^(^  +  *)C^+  ^h) {x  +  tth) 

+Blx  +  h)(^x+  iA)....(jc+(*— i)A) 

+  clx  +  h){x+  iA)....(x  +  («— i)^) 

Lorsqu'on  voudra  l'intégrer ,  on  pourra  poser  immédiatement 
s(tf**+AAr^+cjr>+etc.)=^x(*+A)(A:+  %h) {x+ah) 

+  Cjc  (  A-+ A)  (x+iA).  • .  (x+(«— i)A) 


+  Lx  +  co/ui. 

et  opérer  comme  nous  l'avons  fait  pour  obtenir  s  x'. 

il  est  évident  que  cette  méthode  donne  aussi  le  moyen  dlntégrer 
le  produit  de  facteurs  équidîfférens 

quoique  leur  différence  première  ne  soit  pas  égale  à  l'accroissement 
de  ;ir  >  que  nous  continuons  à  désigner  par  A,  puisque  ce  produit  étant 
fléveloppé  devient  de  la  forme  ax^-^-bx^-^-tlc. 

901.  La  considération  des  produits  de  facteurs  équidifférens  est 
d'une  telle  importance  dans  le  Calcul  des  différences  et  des  suites, 
ils  y  reviennent  si  souvent,  qu'il  est  convenable  d'entrer  dans  quelque 
détail  sur  la  transformation  dont  nous  venons  de  montrer  l'utilité 
dans  le  n"*.  précédent ,  et  en  même  tems  de  désigner  ces  produit; 
par  une  notation  plus  concise.  Nous  choisirons  celle  que  Vander- 
monde  a  proposée  dans  le  Mémoire  de  l'Académie  des  Sciences  pour 
l'année  1771  (  première  partie ,  page  489  ) ,  parce  qu'elle  noxis  a  paru 
réunir  à  la  simplicité  ,  l'analogie  et  la  facilité  de  se  prêter  au  calcul. 

Par  l'expression  x*  on  entend  le  produit  d'un  nombre  n  de 
termes  consécutifs  de  la  suite 

X  ^    X  ^    X,    X  y    Xy  etc.   . 
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dont  les  diflf&rcnces  premières  sont  nulles.  Après  cette  suite ,  se  pré- 
sente immédiatement  celle-ci, 

jr,  ^+AAr,  jc+iAJc,  jc  +  3  Ajt,  etc. 
dont  les  différences  premières  sont  constantes  et  les  secondes  nulles  : 
il  paroît  donc  naturel  de  regarder  le  produit  d'un  nombre  n  de 
termes  de  cette  dernière ,  comme  venant  après  la  fonction  s^^  dans 
Tordre  de  la  simplicité,  et  de  l'exprimer  d'une  manière  analogue; 
c^est  pourquoi  nous  représenterons  la  quantité 

n 

A  tenant  ici  la.  place  de  A  or  pour  désigner  la  différence  commune 
des  facteurs ,  et  n  étant  leur  nombre.  Passant  aux  suites  dont  les 
différ^pes  secondes  sont  constantes  et  les  troisièmes  nulles  ^  suites 
dont  la  formule  générale  est 

X ^      ^  +  A,      Jc  +  iA  +  A*,      ;r  +  3A  +  3A%  etc. 
nous  indiquerons  le  produit  des  n  premiers  termes ,  ou  la  quantité 

Jr(*  +  A)(jf+1A  4- A»)...(jt7h»A+'^^^^— ^A») 

par  le  symbole  [or,  a,  a'],  dont  il  est  facile  maintenant  de  sentir 
Tesprit ,  et  d'après  lequel  on  peut  former  ceux  qui  conviennent  aux 
suites  dont  les  difêrences  constantes  sont  d'un  ordre  quelconque. 
De  ces  considérations  naît  un  genre  de  fonctions  liées  entr'elles  et 
avec  les  puissances  de  x ,  par  une  analogie  très-simple  et  très-natu^ 
relie ,  et  louissant  de  propriétés  très-remarquables  que  nous  ferons 
connoitre  dans  la  >uite.  Nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à 

faire  quelques  observations  sur  la  fonction  [Jt^t  a]  ,  que  nous  nom- 
merons puissance  dtx  du  second  ordre.  ^ 
i"".  On  peut  la  présenter  de  manière  à  rendre  la  différence  a=:i  ,  et 

faire  ensuite  abstraction  de  cette  différence ,  ce  qui  simplifie  un  pçu  la 

» 

n 

notation  ;  en  effet ,  en  reprenantla  valeur  attachée  au  symbole  [^^  a]  , 
on  a        x(x+Aar)(jt+xAx)(*+3^jc)...,(ji:+(/2 — i)àx) 

=''<i;)(i+')(£+0—(s+'— ")• 

ce  qui  donne  [jir,A}=A«'r — ,  i  J  =Ax"r— J  ,  en  convenant  de 
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ne  point  écrire  la  diffîrence  des  facteurs  toutes  les  fois  qu'elle  est 
égale  à  runîté. 
2**.  Nous  avons  supposé  que  la  suite 

*,      *'+A^,       :r  +  iAr,       ;r+34Ar,  etc. 
etoit  croissante ,  on  indîqueroît  le  contraire ,  en  affectant  la  caracté- 
ristique A  du  signe  — ,  mais  pour  donner  aux  produits  désignés 

^^^   LÂiJ  '^  ^^^"^^  ^^*  coefficicos  du  binôme  dont  les  facteurs 

sont  écrits  dans  un  ordre  décroissant ,  nous  supposerons  que  x  est 
le  dernier  terme  de  la  suite  proposée  et  que 

Cela  posé,  faisons  pour  abréger  —  =/f  ,  et  montroas  I^  rapports 

n 

du  symbole  [/?] ,  avec  l'expression  si  bien  connue  /f*. 

3%  Il  est  d  abord  évident  que  de  même  qu'on  a  /'"==^"./^"*, 

on  a  aussi  [/^]  =  [^]  [/>— wj  ;  car 

m 

et  le  troisième  produit ,  dont  le  deroier  facteur  s^ réduit  à  p^n+ 1 , 
renferme  tous  ceux  du  premier  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  le  second. 
4\  Les  conséquences  qui  résultant  de  l'équation  /'"=/'"./^^, 
lorsqu'on  y  fait  »2=o  et  m  négative ,  ont  leurs  analogues  pour  les 
puissances  du  second  ordre.  Quand  ot=:o  ,  on  a  f^pY  $  d'oîi/F*=i, 

etrequation  [/»]  =  [;»][/»—»»], devenant  [p2=[p]lp}t  donne 

O 

aussi  [pI  ;?=  i,^ 

5^  En  Élisant  n=:o,  dans  la  même  équation,  on  en  tire 

o 

Ip1=[p1  [/?— ^]  >  ce  qui  conduit  à  [p^m]  =  tiLi= — ,  comme 

IpI  LpI 
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réquatioQ  p^^^f^^p^'"^^  dans  la  même  hypothèse,  mène  à 

^"^sr-^zs:  — :  si  Ton  écrit  p-^-m^  au  lieu  de/^,  on  aura 
P       P 

!>]= ;r- 

Ces  deux  dernières  remarques  établissent  la  loi  de  continuité  entre 

o 

r  «  1  = ! . 

En  écrivant  dans  la  dernière ,  If  s  facteurs  du  dénominateur  suivant 
Pordre  direct  de  leur  grandeur ,  on  aura 


mmm^^^m 


et  si  Ton  fait  /  =î  o ,  on  tombera  sur  cette  expression  : 

■  I 

qui  toute  singulière  qu'elle^  est ,  n'en  doit  pas  moins  être  adoptée  à 
cause  de  sa  simplicité;  Elle  n'est  point  absurde ,  puisque  le  facteur  o 
n'entre  pas  dans  son  développement. 
Eclaircissoos  cette  notation  par  quelques  exemples ,  le  produit 

1 1  •  9.7. 5  s'écrira  de  ces  deux  manières  :  [  1 1 ,  a  ] ,     i^f  — i  î 

la  fraction — r—  de  celles-ci  :       iT^V^ — iT     — f-  1, 

1.4.7. 10.13  '    ^3    "'-»       3^L      3 

enfin  équivaut  à  [o]. 

i.2.3*4*5 
La  première  et  la  seconde  fraction  se  ramènent  à  la  forme 

en  divisant  chaque  facteur  du  dénominateur  par  la  différence  qui 
règne  entr*ettx« 


la  fraction 


5.7.9. n 


— — *  revient  à 


»-[?  -^]-F[-  tI: 
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La  formule  du  binôme  devient  par  ces  nouveaux  signes 

m    — w 

.  V.  • . .  +  [/ïl[o]tf*"^**+  etc. 

Ce  qui  les  distingue  de  la  plupart  des  notations  qii'on  aurait 
pu  imaginer ,  c'est  qu'ils  sont  susceptibles  de  devenir  l'objet  d'un 
calcul  aussi  simple  que  celui  des  exposans  avec  lesquels  i\$  ont  la 
plus  grande  analogie.  Le  lecteur  se  les  rendra  familiers  par  les 
fréquentes  applications  que  nous  aurons  occasion  d*en  faire ,  mais  il 
doit  se  rappeler  soigneusement  ces  relations  : 

[x, >A]=::t%  lorsque  *  =  o;    ' 

[  r^  a]  =  jt*3  lorsque  x  est  infini  par  rapport  à  n  et  à  A  (  n"".  Î6i  )j 

n 

[/?]  =s6,  lorsque  /c=o, 

[/']  =  7.  lorsque/^  =  — I, 
■  «—  «         r»i 


-n+l 


^— /ï-p  I 

Les  quatre  premières  sont  évidentes  par  elles-mêmes  ;  les  deux 
dernières  s'obtiennent  et  se  vérifient  par  le .  développement ,  en 
supposant  que  la  quantité  p  augmente  de  l'unité ,  et  offrent  une 
nouvelle  preuve  de  l'analogie  qu(î  les  puiss^nci^  du  second  ordre 
ont  avec  celles  du  premier^i 

903.  Occupons* nous  maintenant  de  transformer  les  puissances 


du  premier  ordre,  /^,  en  fonctions  de  celles  du  second ,  [/y] ,  [f  ] ,  etc. 
Pour  cela  soit 

et   supposons  que  n  devienne  n+  i;  à  cause   de  p'"*''zszf^^p^ 
on  aura 

n  A— I  ff— ft  n— f  a  i 
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»+i 


«+i 


mais  de  [/»]  =^  [/'](/'  —  «)       on  tire ;»[;»]  =  [p]  +  «[;»] 


■r— I 


«— 1 


[/']  =  [/'](/'— «+3t) 


«"'l 


t/»]  =  [/'](/'—»+ 3) 


«— 1 


A-i^l 


»— 1 


f[/']=L/'.l+C«-i)W 


substituant  ces  valeurs,  Il  viendra 


H+I 


+  («— a)C 


«—a 


+  iM        +N 


Le  second  membre  de  cette  équation  donne  la  manière  de  tirer 
successivement  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  de  ceux 
de  la  puissance  immédiatement  infj^rieure  ;  si  l'on  fait  n=^o ,  il  en 

résultera  p=^lp}  et  comme  [/?]=;»,  on  en  conclura  -rfr=i. 
Ce  premier  coefficient  étant  connu ,  tous  les  autres  se  forment 
avec  la  plus  grande  facilité  ;  et  €*est  ainsi  qu'on  a  construit  la  table 
ci-dessous. 

P'=lp] 

p'=lp]+  6[/.i+  7W+    bj 

etc. 

On  arriveroit  à  Texpression  générale  de /f%  avec  le  secours  deTin- 
tégration  ;  car ,  par  l'expression  de  p""^'^  on  a 

AB  =  nJ,      aC=(/i— 1)5,      aZ)  =  («— a)C,.etc. 

a 

or  J étant  t ,  on  trouve      B=jM^z[n]  =  tlJ  =s=   '"^"'"'0 
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ce  qui  donne  a  c7  = — ,  et  en  observant  que  (f après  les 

z 

formules  précédentes,  (/z — i )*=[/« — iI+C'ï — i],  on  changera  A  C 

4  t 

r/2]+r/2].  ,,  ^       .  .  , 

en  ^— =î — !=— =^ ,  d  ou  on  tirera  ,  en  intégrant , 


1^  4       3  ^^  l  4  3  3 


roA5^ 


Les  constantes  se  déterminent  ici  comme  après  l'intégration  des 
diflPérentielles ,  par  une  valeur  donnée  ;  et  puisque  les  coefficiens  B,  C, 
doivient  s'évanouir  lorsque  /z=o ,  il  s'ensuit  que  les  constantes  mises 
à  la  suite  de  leurs  expressions  doivent  être  supprimées. 

Il  est  aisé  maintenant  de  poursuivre ,  c'est  pourquoi  nous  pas- 
serons aux  puissances  négatives,  et  nous  ferons 


— «— I 


p-'=Jlp]  +  Bip}  +  C[/»]....  +  Mlp}  +  JV[/»]  +  etc. 
En  multipliant  les  deux  membres*de  cette  équation  par  ^, nous  aurons 


p-'^'^jéplp]  +  Bpl^Cflp}^.  "  +  Mp[j,]  +A>[^]+"etc, 


J=i,    2?= 

etc. 


etc.  *  «c. 

J'oîi  nous  conclurons 

■ 

;,-+'=^[7]+    i?  M  +  ^|[  Jf-  •  +  ^  W"+   «c. 

résultat^  qui  ne  diffère  de  son  analogue  dans  le  n"".  précédent ,  que 
par  le  signe  de  n  ;  et  comme  tous  deux  coïncident  lorsque  nc=zo , 
on  est  en  droit  d'affirmer  que  le  second  doit  se  déduire  du  premier , 
en  y  changeant  simplement  le  signe  de  n.  On  prendra  donc 

X      '      ~il  4  3  i 


et 


DES    Différences.  8i 

et  l'on  voit  que  la  série  ne  s'arrête^  plus  comme  pour  le  cas  de 
Texposant  positif. 

On  peut  former  successivement  les  valeurs  de  />""%  p"*»  p^^f  ctc, 
en  partant  de  la  valeur  de  /?"  qui  est  i ,  et  en  faisant  en  consé- 
quence «=1,  dans  Texpression  de  p'^'^'  rapportée  plus  haut,  laquelle, 

à  causa  de  ?•=[/>]  f  donne 

d'où  on  tire 

/""'=[>]  +  il>]  +  ï  •  iIp]  -f  1 . 2. 3  [/>]•...  + 1 . 1 . 3 ('"+  0  C/']  +  etc. 

Supposant  ensuite  «=2 ,  la  puissance  z"^"*"'  se  changera  en  /^"'j 
en  la  comparant  au  développement  ci-dessus ,  il  viendra 
J=i^      B^^iJ=i,      C— 35=?.!,  etÇr 
et  par  conséquent 

^^•=[7]  +  )[7]  +  "W+  etc. 
En  continuant  ainsi ,  on  trouvera 

P^=G]+6Cp]+}^Ip]+  etc.  (*). 
904.  Avant  de  terminer  l'exposition  des  propriétés  générales  des 
puissances  du  second  ordre ,  il  nous  reste  à  montrer  comment  on  ex** 

prime  la  fonction   [/y +7]  9  par  le  moyen  de   Ip]^  [/^j^  etc. 

«  «—1 

Puisqu'on  a  [^p^^^lp^ip-^n  +  i)»  il  s'ensuit  que 

[;>](/>+ i)=[/?]+^[/'J;  mais  en  développant  l'expression  [;^+i]. 


.(*)  liCs  fonnule$  de  Stirllng  ne  sont  pas  tout  à  fait  les  mêlnes  que  celles-ci , 
parce  que  n  tyant  pas  apperçu  la  loi  de  eontmuîté  qui  lie  [p]  à  [p] ,  il  prit  pour 
analogues,  dans  le  système  des  puissances  du  second  ordre,  les  «pressions  ptt-^ 
qui  ne  le  sont  que  dans  celui  des  puissances  du  premier ,  et  il  trouva  en  conséquence 

— =1 

P       F 

P^~p{p+irpç,p+i)(p+2)^p{p^i){p+2){p+i)^^^''' 

résultats  qui  s^obtiennent  en  divisant  par  p  les  deux  membres  des  valeurs  de  p\ 
^■,  etc.  rapportées  çi-de&sus. 

^ppendue.  h 


Si 
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a— I 


il  est  aisé  de  voir  que  [/^+  i]=(/^+i  )[/>]:  on  aura  donc 


«— I 


Maintenant  si  l'on  met  />+i ,  pour  />,  il  viendra 


Il  tl— I 

et  substituant  dans  cette  équation  pour  [/»  +  i3  et  [f+i]»  teurs 
valeurs  déduites  de  la  précédente ,  soit  immédiatement ,  soit  en 
y  changeant  /t  en  n-~i ,  on  trouve 


I— ï 


En  écrivant  encore  7^+  x  t  au  Ueu  de  /^^  et  en  opérant  comme  d- 
dessus ,  on  obtiendra 


If— 1 


L'induction  tirée  de  ces  résultats ,  dans  lesquels  les  cwfficiens  niuné« 
riques  sont  ceux  du  binôme ,  nous  conduit  à  cette  formule  générale  r 


I    «-i 


H— I 


^+?]=Cp3+W[o]i:«]b]+W[o][n]l/,] 

qui  peut  se  vérifier  par  un  moyen  analogue  à  celui  que  nous  avons 
employé  dans  le  n''.  860.  Soit  pour  cela 

et  changeons  f  en  f  + 1 ,  nous  aurons 


[/^+?+i3=[/^+ô+^[«k/'+îfï^W£/^+0+c[^ 

mettant  au  lieu  des  puissances  de  /+i>  leur  expression  déduite 

n  n  n— I 

de  réquation  [/'+  0  =^  C/']  +"[/'  3  f  <^^  obtiendrons 

«  •  1     «"-I  a      «—a  f      •— f 


+  1 


WW+  etc. 


.N 


résultat  qui  montre  ^videmoeaft  que  ks  coeâkiens  A ,  S  ,  €,  etc. 
suivent  dans  leurs  accroissemens  les  mêmes  loix  que  ceux  de  la  puis- 
sance f  du  binôme ,  et  doivent  par  conséquent  demeurer  ideadiyics 
avec  ces  derniers ,  puisqu'ils  l'ont  été  à  leur  origine* 


Ji 


I 

i 
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905.  Retournons  maintenant  à  intégration  des  différences  ; 
passons  aux  fractions  rationnelles ,  et  supposons-les  décomposées 
en  fractions  simples»  comme  pour  Tîntégration  des  différentielles 
(  n\  364  )•  On  pourra  toujours  intégrer  parmi  ces  dernières  chaque 
couple  de  la  forme 

A  A 


car  il  est  évident  que 

A A A 

et  en  prenant  Tintégrale  de  <!haque  membre,  on  arrive  à 

(A  A    )         A 

£  {  — ^ — >  = +  consfp 

l  x+a+h        x+a )        x+a 

Il  est  à  remarquer  que  ni  Tune  ni  l'autre  des  fractions  du  premier 
membre  ne  peut  s'intégrer. 

Soit  pour  exemple  r..  La  décomposition  de  cette 

fraction  en  fractions  simples  conduit  à 


tx+ih       *      I     I       I 


% 

X     .    '    ,., T.  =  -r  S  -  +  -r  Z :  —  -  X 


*(x+A)(x+iA)  ^    A     X       h    JT+A       A     :r+x*  * 

par  la  formule  générale  obtenue  plus  haut ,  on  a 


A  A  À 

X  '■■   *   ■■  agsx 


Jt+tf  ;r+tf  +  A         jc  +  a* 

III 

et  par  conséquent  x  -  =  x 7  —  -  ; 

X  x+A        x 

en  substituant  cette  valeur ,  on  trouvera 

3X+3.i  Ifl  I  1  II 

'^jc(Ar+A)(x+2A).~Âl^x+A'~^  jc+iA  J  ~ï  3^* 

mais         X  <     ■■     ■  .  —  ——7  J  = :  il  viendra  donc 

l  *+xA        x+A  J      ^+A 

3x+aA  X  I     ,  3^+*     , 


jr(x+A)(jc+2A)  A(jr+A)       Ax  AAf(*+A) 

Qn  auroit  pu  mettre  immédia|ement  la  formule  proposée  sous 

Li 
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«ne  forme  évidemment  intégrable ,  en  l'écrivant  ainsi  : 

et  on  âuroit  conclu  sur  le  champ 

x(x+hXx+zh)  h  x"  h  7+1  "^ '"""'' 

Cet  exemple  suffit  pour  faire  connoître  l'esprit  de  la  méthode, 

et  1  on  voit  par  ce  qui  précède  combien  il  doit  être  rare  de  tomber 

sur  des  fractions  rationnelles,  qui  soient  la  diâirence  exacte  de 

quelqqe  fonction  primitive.  En  revenant  sur  ce  sujet  par  les  mé- 

'  thodes  d'approximation,  nous  ferons  voir  que  la  fraction  —  , 
,  x+a 

n  est  pas  même  intégraMe  par  logarithmes ,  comme  lorsqu'il  s'agit  des 
djflerentielles.  ■ 

906.  Les  cas  où  l'on  peut  înt^rer  les  différences  irrationnelles 
sont  si  rares  et  si  particuliers,  que  nous  ne  nous  y  arrêterons 
pas;  on  en  reconnoîtra  d'ailleurs  les  caractères,  en  difiérentiant 
des  fonctions  irrationnelles ,  et  nous  passerons  en  conséquence  tout 
de  suite  aux  fonctions  transcendantes ,  parmi  lesquelles  il  s'en  trouve 
plusieurs  qui  se  prêtent  assez  facUcment  anx  intégrations.  De  ce 
nombre  est  l'a  fonction  a'.  . 

En  e&t,  puisque  A.a'=:ta'(a*— i),  il  s'ensuit  xa'^^-^+conse. 

On  intègre  aussi  l'expression  a'y,  lorsque  jr  est  une  fonction  ra- 
tionnelle et  entière  de  x;  car  sil'on  fait  ^=:*+jgx+j,*'+/x>+etc. 
que  l'on  suppose  ensuite 

^'^'i*+lix+yx^+^x'+f,tc.)^a'(J+Sx+Cx*+Dx'+etc,) 
et  qu  on  prenne  la  diffirence  de  chaque  membre ,  on  trouvera 

«'(«+i8A:+3,*»+/x'+etcO=î.f '*"*'*(^+^(*+*)+^(*+*)*+-Z>(*+  A)'+  etc.) 

i—a'ÇA+Bx+Cx'+etc.) 
développant  le  second  membre  et  divisant  tout  par  «',  il  viendra 
«+^x+3,»»+/dfS+etc.=(a*— 1)(^+  Bx+  C*'+Z?*»+etc.) 

+a*A  (È+iCx+iDx*+  etc. ) 
4-a*Aî(C+3ZJ*+etc.) 
+a»h\D+  etc  ) 
+'etc. 
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G)fflparant  les  termes  seitiblables  dans  chacun  des  membries ,  on 
aura 

«i=— ^+«*(^+  -BA+  CA*+2)A»+ etc. 
^  =  ^B  +tf*(-ff  + 1 CA  +  3Z?A«4.  etc. ) 
>-—  C+tf*(  C+ jZJA  +  etc.  ) 
/  =  — Z)+«*(Z?+  etc.  ) 
etc. 

Si  pour  donner  un  exemple  on  veut  terminer  à  j^x*  la  fonction  y , 
on  fera  ^=0,  ce  qui  donnera  Z>sso,  et  on  trouvera 

a* — t 
«— Stf*A— Ctf*A*  _  «•*(«— ^A+>'A*)—tf*(i«+j8A—>A»)+* 


a 


*^i  (^*— 0' 


é^oîi  on  tirera  2<i*(«  +  jBa:  +  yx*)  ^^const,  + 

907.  Venons  maintenant  à  l'intégration  des  fotictions  circulaires. 
Elle  s'eftctue  par  les  formules  trouvées  plus  haut ,  lorsqu'on  fait 
usage  des  expressions  exponentielles  de  ces  fonctions  ;  on  a ,  par 
le  n^.  37  de  llntroduction ,  et  par  lé  précédent , 


ïsin^=i:x 7 =i5  — : (x<*»^-»— sr-*»^-*} 


•  4-  consi» 

2/— 1(2— (e*»^-*+r-*»^-»))       ^ 

Le  dernier  de  ces  résultats  étant  transformé  en  fonction  de  sinus  et 
de  cosinus  ^  devient  successivement 

,  -  sin(A;f— A) — Anx 

xsinx=i      — > ' — ; 1*  cônst, 

2(  I  — cosA} 


sîn :t— sin  (  x — h)  cos  (  x-^^r  A  )   , 

4(sinîA)*  2SinfA 


consfé 
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au  moyen  des  relations 

X — cos-^=2(  sin  ^J)\      siiL^— -siaff=isin^  (-^— 5)cos  ^  (A+  B  ), 

On  étendroit  sans  peine  ce  procédé  à  beaucoup  d'autres  fonctions 

du  même  genre ,  mab  il  paroStra  sans  doute  plus  commode  d'opérer 

immédiatement  sur  les  sinus  et  les  cosinus,  ainsi  que  nous  allons 

le  faire. 

908.  i%  L'équation  coi^--co$jff=;=-^asin  ^  (Â^^B)àni{j4+B)  , 

donne 

AcosArs=cos(Ar  +  A)->*cos;i?=-*xân^  Asiu  (4;  +  ^A), 

d'oîi  on  tire 

..V             Acos*"             ,               Acos(jir — ^h) 
sm(^  +  3:*)= ^—rrf  ^^  sm^=i= 1— _i-/ 

en  écrivant  x  — <-  ^  A ,  au  lieu  de  x  ;  prenant  ensuite  Tinti^ale  de 
chaque  membre  de  la  dernière  équation,  on  obtient ,  comme  cif-dessui , 

cos(Ar-^|A) 


'SSltiX^SS 


+  consù 


isin^A 

:>•.  L'équation  sîn-rf-*»rffln5=isin 7 (-rf — B)qos^(A'{^B)^  donne 
A  sin  AT  se  sin(  JT  +  A  )  -^  sin  *.=  i  sin^  Acos  {oc  +  x  A  )  , 
4'oî|  il  suit 


COs(j:  +  JA) 


Asm;i: 


cosr 


_Asin(Ar  — ^A) 


xcosx 


sin(jr  —  f  A) 


2  sin  -^  A 


+  cons$. 


3.  sin  ^  A 

'Ç.  La  conversion  des  puissances  de  sinus ,  de  cosinus  et  de 
leurs  produits ,  en  fonction  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  multiples, 
ramènera  aux  deux  formules  que  nous  venons  de  trouver ,  Tintée 
gration  49  la  fonction  générale  sin;i?"*cos:i;",  lorsque  lesexposans  m 
et  n  seront  des  nombres  entiers  positifs. 

En  effet  ^  cette  fonction  sera  changée  en  une  suite  de  termes  de  la 
forme  2f  sin  ^ :ir ,  ou  Acosqx^  dont  les  intégrales  se  déduiront  de 
celles  de  ^sin:r  et  ^cosjt  ,  en  écrivant  q^  tt  qh$  au  lieu  de  x 
et  de  A  i  et  il  est  facile  de  voir  que  l'on  atira  en  général 

cos(/f  +  ^jr-r-^fA) 

asin  jqh 

Sin(p^qx^!^\qh) 
l^CO%{p  +  qx)^        — ^^^^  •*    ^ 


^^\n{p  +  qx) 


+  consi. 


a  sin  ^  f  A 


4*  consi. 
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Lorsque  le  développement  de  la  fonction  siax'^co^  contiendra 
des  termes  constans ,  son  intégrale  renfermera  l'arc  de  cercle  x , 

«  X  '  ' 

pwsçie  xA^:Jixx*=^A-. 

909.  Oki  peut  encore  pousser  plus  loitt  l^itégratton  des  fonctions 
circulaires  et  obtenir  la  fonction  primitive  dont  la,  diflërence  est 
.  xfsmxfj  ou  x^cos:/^  ^  ^tant  une  fonction  de  x  ayant  pour  4if^ 
férence  première  la  constante  A^  Les  développemens  des  fonctions 
A{(x— Aycos(y-iA')}  et  a{(*  — A)Vm(;c'— iA')}^ 
donnent  les  équations 

A{(x-^)'cai(*^— f  A')}  »c'£Os(ar'+  lA^)— (x— A)^cos(a:'— ^A') 

=  *''{cos(Ar'+  iA')— cos(;c'— ^A')}  + 

[P^^c^^k^d^PTlllx^-^h^^^^^ 

u  1.1  ^i.x.3  J 

U  i.a  .         1.2.3  J 

Suhfitkaaal  4ans  Tune  la  valeur  de  cq${  jt'+  \h!)  -—  cos(x'-*  7  A'  ) , 
et  dans  l'autre  celle  de  sîn(jt'+YA') — sin(;c' — rA'),  il  viendra 

A  {  (jc— A)'cos(*  —  ^  AO  }  =  —  1  x'sinAr'sin  ^  A'+ 

(.1  i.i  1.1.3  j   »    .  /» 

/\  {  (*— A)''sin(*'—  ï  A*)  }  =  1  *»coS*'$in  i  A'+ 

(i  i.a  i.a,3  J      ^ 

tirant  de  ces  dernières  la  valeur  de  x^ûnx^ ,  celle  de  Jt^'cos*^' ,  et 
prenant  l'intégrale  de  chaquç  terme  du  résultat,  on  aura 

XJP^SmX=:— -= -^ — r-^ _i— £4. 

isiniA'         ^ 
.^j^Axx'-'cosC^'-iAV^^^  A-:^*^-cos  Cy-iA'  ) . . 

+ZklZl}kll}Lh^j,^P-z^os{x'^{h!)^ttc.  ]  +<:i^w/. 
I.Z.3  ^  J 


/ 
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^      [P 


A  2  ^'-'sin  {x^^  ^  A'  )  —  ^1^=1^  A- sx^Vin  (x'—  ^  A') 


i.i 


^K/^    0(/^    ^) ^5^ ^,^j^ .  ^/_ ^ ^. X ^ etc.  î  +  COT5^ 
Si  Ton  fait  d'abord  p=i  ,  ces  formules  donneront  * 

ÏA:Sm*'=—  i ^   \  ^,  +  -T~-77ZCOS(:i:'— i^O  +  COHi/, 

isinjA^  isin^A' 

(;i:— A)  sin(jc' —  ^h^  h         •  ,  f      ,  rrv  . 

ï  X  cos  x'=^     i rc;'«v  ~  T^nH'^  sm{x'^  ih') + consi. 

» 
et  comme ,  par  le  n"".  précédent  »  on  a 

U  en  résultera 

Vxsmx'=^' — >       .  \t7 +  -7 — .    ,  ,,./  +  consi. 

ismfA  (ism^A)* 

.      .         (x^h)sin{x'^ih')  ^  Acos(y-AO  ' 

xsm|A  (ismjA  )• 

Avec  ces  expressions  on  obtiendra  celles  de  ^x^sinx^  xx^cosx\ 
en  faisant /y==:i,  puis  celles  de  sx^sinjc'^  ^^x'cosir'^  en  faisant /^s^j  ^ 
et  ainsi  de  suite;  on  $era  donc  en  état  d'assigner  l'intégrale  des 
fonctions  ^  sin  jp  ,  ^  cos  4r ,  dans  tous  le$  cas  où  ^  sera  unç  fonction 
rationnelle  et  eutière  de  x^ 

Il  est  bon  de  remarquer  quç  si  Ton  prend  x=ax^+b^  ce  qu| 
donnera  h:^ah\  on  conclura  immédiatement 

:^{ax'+bysinx\         S(tf  :r'+ A^cos  jc', 

de  ^x^sinx\  Sx'^cosjr',  en  changeant  hors  des  sinus  et  des  cosinus 
seulement  9  x  en  ax'+i  et  A  enaA\  Onn^a  pu^  jusqu'à  présent  ^ 
faire  pour  les  tangentes  et  les  sécantes ,  ni  pour  les  fractions  ayant 
pour  dénominateurs  des  puissances  de  smus  et  de  cosinus ,  ce  que 
nous  venons  de  faire  sur  Us  fonctions  rationnelles  e(  entières 
de  ces  derniers. 

910. 


J 

* 
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.  910.  L'intégration  par  parties  se  pratique  sur  les  différences  aussi 
Men  que  sur  les  différentielles.  Soient  P  et  Q ,  deux  fonctions  quel- 
conques de  * ,  et  faisons  2PQ  =  QsP+{,î  étaW  une  fonction 
inconnue  de  la  même  variable.  En  prenant  la  différence  de  chaque 
membre  de  cette  équation ,  on  aura 

développant  et  réduisant ,  en  observant  que  Q;saP=PQ  ,  il  viendra 

oî=aQs(P+ aP)  + A{,  ou  Aî  =  — aQs(P  +  a/'), 
et  par  conséquent 

î=:^ï(A Qï(P+ A?))=:-^A^SP,  ,  2PQ=Q£P^2(aQSP,)' 

Soitencore2(AQ2P,)=:AQs»P,+î(*)jsi  l'on  prend  les  différence» 
et  que  Ton  opère  comme  ci-dessus ,   on  trouvera  successivement 

aQxP.  =  (aQ  +  a'Q)2(sP.  +  P.)— aQx'P.  +  a^ 

0  =  A«Q5(ÇP.+  P.)  +  Aî,   ou    Aî=r-A*QS(SP.  +  P.). 

Il  est  facile  de  reconnoître  que 

2P.+P,=2P.  +  a.2P.=  ï(P.  +  aP.)  =  eP., 

et  l'on  aura  par  conséquent 

A^  =  — A*$2'P.,       2PQ==Q2P^aQ2*P.+  2(A*Qï'P.). 

Pour  aller  au-delà  de  ce  résultat,  on  fera  2(A*Qï'P.)=a*Q2'^.+£» 
et  on  obtiendra 

A»Q2«P.=  (  A*^  +  A»Q)2(S»P.+  2P,)-«.A*Q2'P.+  ài 
o=a'Qi(2*P.+  zP,)  +  aî,  ou  Aî  =  ^A»Q2(2'P,+  2P.), 

et  comme 

2*P.+  2P.=;3:*P.  + A.2fP.=ï*(P,+AP.)  =2*P, , 

on  parviendra  à 

2 P  Q  =  Qz P— A  Qs'P,  +  A'Q  z'P,— z  (  a'Qz'P,  ). 
En  général,   soit  z(a'Qs"P^),  le  terme  auqpel  on  arrive  après  a 
opérations  semblables  aait  précédentes  ;  si  l'on  suppose  que 

2  (  A"  Q  2-p„  )  =  A"Q  z'+'P.  + 1 , 
et  qu'on   répète  sur  cette  équation   ce  qui  a  été  fait  sur  sec 
analogues  >  on  en  tirera  l'équation 

z  (  A"  Q  2'P„  )  =  A-  Q  r*'P^—  2  (  A"+'  Q  2"+'P„+.  ) , 

<  ■  Il  — ■^.^■48»*— —  ■         I        ■       I    I     ■!    I  II  ■  ■  ■■■■■■■  y    ■» 

(*)  kî,  de  mâme  que  pour  les  différences,  on  écrit  1,^X9  ^^^/ete.  au  Heu 
de  2(2^)  ,  S(S{2Jîr)),  etc. 

Appendice»  M 
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qui  renferme  la  loi  de  cette  expression  él^ante ,  donnée  pouf  la 
première  fois  par  Taylor,  dans  les  Transactions  philosophiques  : 

xP  Qizr  QsP^s  Q2«/>,  +  ù*  Qs'P^— a'  Qs^P,  +  A<  QX^P^— .  etc. 
Si  Ton  y  met  pour  P, ,  P^ ,  P, ,  etc.  leurs  valeurs  en  P  ,  et  qu'on 
effectue  les  intégrations  qui  deviennent  possibles ,  elle  se  change  en 

xPQrsQxP— A  Q(2'P+    2P)+A*Q(X^P+1S*P  +  SP) 

—  a'Q(S*P  +  32'P  +  3ï*P+XP)+etc. 

C'est  sous  cette  forme  que  Condorcet  Ta  présentée  dans  son  Essai 
sur  Inapplication  it  t Analyse  à  la  prohabiUU  des  décisions^  p.  163. 

Elle  s'arrête  toutes  les  fois  que  la  fonction  Q  mène  à  des  difië^ 
rences  constantes  dans  un  ordre  quelconque;  et  si  la  fonction  P 
est  susceptible  d'un  nombre  suffisant  d'intégrations  successives ,  on 
parvient  à  l'intégrale  exacte  de  la  fonction  P  Q. 

911.  Il  suit  de  là  que  l'on  peut  intégrer ,  i%  tonte  fonction  de  la 

.  j4a''+Bx^+Cxy+ 

forme  — ^- 

n  ' 

quand  les  exposans  du  numérateur  seront  entiers  et  positlls, 
a\  Toute  fonction  de  ta  forme 

a'"{Ax*+  Bx^+  Cxy. . . .. .)  , 

quel  que  soit  le  signe  de  m. 

3"".  Enfin  tonte  fonction  de  la  forme 

sinjt"cosA:"(^Jt*+  Bx^+  Cx^ )  , 

pourvu  que  m  et  n  soient  positifs  ^  et  en  changeant  le  produit 
sin  ;c*"cos  s/"  en  sinus  et  cosinus  d'arcs  multiples. 

n 

res'remarques  sont  fondées  sur  ce  que  les  fonctions  [^] ,  tf"**,  ân^? 
et  cos  X ,  sont  susceptibles  d'un  nombre  quelconque  dlntégrations 
successives  (  n**.  901 ,  906 ,  908  )  ;  elles  méritent  d'autant  plus 
d'attention  qu'elles  comprennent  à  peu  près  tous  les  cas  oii  Ton 
peut  intégrer  les  différences  qui  ne  dépendent  que  d'une  seule  variable , 
et  qu'elles  conduisent  par  conséquent  à  la  sommation  d'un  grand 
nombre  de  suites  (  n**.  897  ). 

• 

911.  On  exprime  aussi  l'intégrale  d'une  fonction  quelconque  u^ 
par  le  moyen  de  ses  différences.  Il  sufHt  pour  cela  d'observer  que 
si  Ton  fait  'S,uz=^U ,  et  que  l'on  désigne  par  U^^  la  valeur  que 
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prend  l/^  lorsqu'on  y  change  x  en  x^^nh ,  00  passera  de  U  à  C^^m 
par  la  formule  du  n^.  873  ,  qui  devient  dans  ce  cas 

et  doone  par  conséquent 

I  i*x  1.1.3 

après  quon  y  a  substitué  pour  a£7,  A'i/,  a' 17,  etc.  leurs  valeurs 
déduites  de  Téquation  U^^y,u. 

Mais  il  est  visible  que  V^-^V_^  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  de 
la  fonction  u ,  prise  depuis  x ,  jusqu'à  x^^nh ,  puisque  d'après  les 
conventions  établies 


^    =?=«^-i+«-»+«'-4+.  ••..•+«-„+«-„-..+»-„..+ etc. 
^"»—  ^  »«n-i +«.»-.+ etc. 

on  aura  donc 

1  i.x  1.1.3  ^•^•3«4 

en  se  rappelant  que  par  cette  valeur ,  ^intégrale  est  renfermée  entre  les 
linntes  x  et  x — nh. 

Quoique  pour  rendre  le  passage  indiqué  ci-dessus  plus  &cîle 
à  saisir,  nous  ayons  supposé  que  le  nombre  n  fût  entier,  il  peut 
néanmoins  ici ,  comme  dans  la  formule  du  n^.  873 ,  être  quel- 
conque; d'où  il  suit  que  si  dh  veut  pousser  l'intégrale  jusqu'à 
l'origine  des  x ,  on  aura  \encore 

x'        x'(x'+i)^x\x'+i)(x^+i)^       x'(x'+i){x'+i)(x'+^)    ,    , 
I  i.i  1.1.3  1.1.3.4 

x'  désignant  le  rapport  de  ^  à  A. 

Lorsque  la  différence  h  de  Tabscisse  devient  évanouissante  et  qulon 
prend  les  limites  en  conséquence,  la  valeur  de  Zu  devient  celle 
de  fudx  ^  que  nous  avons  donnée  dans  le  n*".  485  ,  comme  l'ex- 
pression générale  de  y»  se  change  dans  la  série  de  Taylor  (  n*.  861  ). 

M  1 


/ 
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E(i  efiét,  on  trouve  successivement 

I  i.i  h  i.i.3  A* 

^     •        *'A  \        :cV  An  \^  xfJ\       x'J  t^a  _ 

I  i.x  h  I.1.3  A* 


d'où  on  conclura 


^        ■                   x^       du             x^       d^u 
^  fudx=,  xu — ^  + -7-^  —  etc* 

si  Ton  fait  attention  qu'à  cause  de  ;^  =  x'h ,  le  rapport  jt'  augmente 
à  mesure  que  h  diminue ,  et  devient  infiniment  grand  lorsque  cet  ac- 
croissement s'évanouit. 

On  parvient  encore  à  une  expression  de  s  « ,  qui  diffère  de  celle 
que  nous  venons  d'obtenir ,  en  ce  que  les  quantités  u^au,  a*u^ 
sont  relatives  à  l'autre  limite  de  l'intégrale.  Supposons  qu'on  de** 
mande  la  valeur  de  l'intégrale  xu^  prise  depuis  x=ia  jusqu'à 
x^=:  a+  nh:  on  désignera  alors  par  ^ ,  nA ,  A^ji ^  ce  que  de- 
viennent les  quantités  u^  au ,  a^u ^  etc«  lorsqu'on  y  change  x 
en  al  on  aura,  par  la  formule  du  n^  873 

xu^xji—nj4+— ^A^+-b il — ^JL  A^J  +  etc. 

i.i  1.1.3 

et  en  prenant  depuis  jc  =2  o  jusqu'à  x:=ix^h,  il  viendra 

xu^xA'^x'J'+  -i UaA'+^ i^ 1  A'Jf+  etc. 

i.i  ^  x.2.3 

formule  dans  laquelle  A'  représente  la  valeur  de  u  dans  l'hypothèse 
oii  jc==o. 

« 

913.  L'utilité  dont  est  l'expression  de  £i^,  pour  la  sommation  des 
séries  ^  a  porté  les  Analystes  à  s'en  occuper  beaucoup ,  et  ils  sont 
parvenus  à  lui  donner  plusieurs  formes  très-élégantes.  Euler  la  fit 
dépendre  des  coefficiens  difiîérentiels  et  de  l'intégrale/tf  d  x.  On  arrive 
à  ce  résultat  en  partant  de  la  formule 

dih       d'i   A*         d\      h^ 
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qui  donne       ç  î=c  -  s  -p+ —  s  — ^  + 2— i-  +  etc. 

^  ^        t      ^      l.l     </a;*       1.1.3     ^^ 

Si  on  £ut  *r-  =i:  U3  il  viendra  r  i=/i«  dx  et 

fudxt=^k%u  +  itA's-T-  +  iB  A'z -— -  —  etc. 

en  représentant  par  «  ^  i8 ,  >  ^  etc.  les  coefficiens  numériques  ; 
on  tirera  de  là 

I  du  d^u 

X  «  ==  -zfudx^^  et  A  S  -7-  —  j8  A'x  -7—-  —  etc. 

h''  dx  d^ 

Si  maintenant  oh  prend  les  coefficiens  difiërentids  de  chaque  membre , 

d^Xu         du  ,  ^ 

en  observant  que.  — —  =  S  — ,  ce  qu  il  est  fort  aisé  de  vérifier  ^ 

ax  dx 

on  obtiendra  cette  suite  d'équations 

du        1  ^     d^u  ,^    J^u 

2—^=  —  tf  —^  «  As •—  fi  A  z  -= — 

Jx        A  dx^       ^        dx^ 

d^u       \  du  ,      ^tt  ,^     i/^tf 

■<P« I  <?«  «^«  «^a 

etC 

on  se  servira  de  ces  dernières  pour  éliminer  successivement  de  la 
valeur  de  su  les  fonctions 

du  d^u  JPu 

et  il  est  aisé  de  voir  que  le  résultat  sera  nécessairement  de  la  forme 

1  du  d^u 

xu^-^fudx  ^Au+  Bh—  +  CA*-p-  +  etc. 

h  dx  dx 

» 

La  détermination  des  coefficiens  ji^  S ,  C,  etc.  s*opère  ici  comme 
dans  le  n"".  864 ,  par  la  considération  de  la  fonction  particulière  ^% 
pour  laquelle  on  trouve 

d*oîl  il  suit      -ï- — -  =  T+  i4+Bk  +  Ch^+  etc. 

«*— I  A 
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ce  qui  montre  que  les  coefficiens  J ,  B  ,C^  etc.  ne  sont  autre  chose 
que  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  h  dans  le  développement 

de    la    fonction    ^-z «  truite  en  série  ascendaatç  par  tfiK>oit 

à  cette  lettre» 

914.  On  obtiendra  de  la  même  manière,  et  sans  phis  de  dift^^ 
culte  9  rintégrale  répétée  x'^u  ;  car  la  formule 

conduit  à 

faisant  ensuite  — ^  =  »,  on  aura  [issif^uds^^  et  par  conséquent 

r 

I  du  d^u 

iTu  =  —/"a  d  jc^*«-  «  A  ?"•- — r  jS  h^TT^-—  +  etc. 

prenant  les  coefEciens  différentiels  de  chaque  menibre  de  cette  der- 
nière équation  ,  on  formera  les  suivantes  ; 

du          I  d^u  JPu 

^d^u         I    ^  .   ,      d^u  ,    .  ^|« 

etc.  ^ 

&  Taide  desquelles  on  chassera  7^-7-  »    ^'"'i —  »  ^^*  ^^  l'expression 

de  s  If.  L'équation  finale  pourra  être  représentée  par 

I  J  B  M^  ^ 

X'^u=—f^ud:(r + .j;_-/«- W*^"'  +  •Tizr/'""*^^'^-  •  •  +  Tf^^ 

dx  dx 

et  deviendra 

I        _  I        4         3  M 

(  «*^ ,  )- —  A»  +  A-' ■*■  A— "^  h 

+  -V  +  PA  +  QA*+ctc. 

les  coefficiens  J,  B, M,  N,  etc.  sont  donc  encore  ici 
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tfmc  qui  multiplient  les  puissance  de  k  dans  le  développement 
de  ;  ■-       X" »  ^  ^éià  nous  ne  poifvoas  nous  empêcker  de remar« 


,  entre  les  intégrales  et  les  puissances  n^atives ,  une  analogie 
qui  n*est  que  la  continuation  de  celle  que  les  différences  ont  avec 
les  puissances  positives  :  eu  sorte  que  Ton  peut  regarder  les  intégrales 
comme  des  différences  d*un  ordre  dont  l'exposant  ^t  négatif.  Il  est 
visible  en  effet  que  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  ^  on  peut  écrire 

f 


X"'«=i 


a^-S' 


L^U 


pourvu  qu'après  le  développement  on  change  les  puissances  posi« 
tives  ^  en  -^  ^  et  les  puissances  négatives  -j-rf  en  J^u  dx^  i 
et  puisque  Ton  a  (  n\  864  )  > 

it  tst  évident  que  l'expression  de  x'^u  est  comprise  dans  Celle  de  ù!^u , 
dont  elle  se  déduit  en  affectant  Pexposant  m  du  signe  — «• 

915.  Toute  fonction  qui  pourra  se  réduire  à  une  suite  dç  termes 
contenant  des  puissances  entières  ^  soit  positives ,  soit  négatives  ^ 
de  A  tf  et  de  s  if  9  sera  nécessairement  égale  à  une  pareille  fonction 

de  e^*  . —  1 ,  pourvu  qu'en  développant  les  deux  membres  on 
transporte  aux  carectéristiques  a  et  1/  les  exposans  des  puissances  de 
^u  ex  de  du ,  et  qu'on  change  en  intégrales  celles  qui  répondront 
à  des  exposans  négatifs*  On  doit  conclure  de  ceci  :  i"".  que  réquation 

{  l0g(  I  +  A.«)  }"^  {  l0g(l  +  e^*  —  l)}* 

aura  également  lieu  de  quelque  signe  que  soit  afiecté  l'exposant  m , 

et  comme  elle  se  réduit  à 

di^ 

on  aura  ^  d  /»  est  négatif^ 

1  t    /*"• 


{l0g(l  +  A«)} 


h'-J 


•    » 
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et  déjà  dans  le  cas  de  m  positif  nous  avons  eu , 

{log(i  +  ^u)Y^h^j^  (  n\  867  ). 
x^.  L'équation  évidente 

h'  du  ,  h'         du  , 

(  I  +  A  «)*ï=  (  I  +  «^*    ^  I  )A  =:  «rf*  ^ 

qui  donne 

et  d'où  nous  avons  tir^ 

&."tt^  {^*  ~i  }"  ( n*.  873  ),' 
pour  l'expression  de  la  différence  de  la  fonction  u ,  prise  en  sup- 
posant q\ie  X  varie  de  h\  sub^ste  jençore  dan$  le  cas  où  «  esc 

négatif^  et  conduit  alors  à 

t 


^'«a^ 


-  V 


z'  représentant  ici  Tint^rale  de  la  fonction  u ,  quand  la  différence 
de  :r  est  A'.  Pe|cette  ^(pation  et  de  la  précédente ,  on  dédiât  celles-ci  ; 

{(l  +A«)^-^I  }•» 

qui  ne  sont  à  proprement  parler  que  deux  cas  de  la  même  équation  ( 
l'un  se  rapporte  à  Texposant  +  /n  et  l'autre  à  l'exposant  r^  m. 

Léibnitz  qemarqua  le  premier  sur  les  différentielles  des  produits  de 
plusieurs  variables  l'analogie  qu'elles  ont  avec  les  puissances;  il 
montra  bientôt  après  que  les  intégrales  en  ayoient  une  semblable 
avec  les  puissances  négatives.  Cette  connoissance  demeura  stérile 
jusqu'au  mémoire  que  Lagrange  publia  sur  ce  sujet  en  1772  ;  il 
généralisa  les  idées  de  Léibnitz  9  les  étendit  auv  différences ,  et  en 
dédiusit  les  formules  qu'on  vient  de  rapporter  ;  mais  ces  formules 
n'étoient  encore  que  les  résultats  d'unjc  induction  ^  kh  vérité  ttès* 
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fine ,  et  FAuteur  les  regardoit  comme  très-difficiles  à  prouver  direc- 
tement ,  lorsque  Laplace  en  donna ,  dans  le  septième  volume  des 
Savans  étrangers ,  des  démonstrations  qui  réunissent  l'élégance  à  la 
simplicité  ;  il  ajouta  quelque  chose  à  ce  travail  en  1777  :  c'est  ce 
dernier  Mémoire  que  î'ai  suivi  dans  ce  qui  précède.  On  verra 
dans  le  Chapitre  II  ^  ces  mêmes  formules  faire  partie  d'une  Théorie 
complète  des  suites ,  due  entièrement  à  Laplace  ;  mais  dès  à  présent 
il  paroîtra  sans  doute  que  l'analogie  des  puissances  avec  les  diffé« 
rences  est  précieuse  pour  trouver ,  retenir  et  généraliser  des  ex- 
pressions qui  coiiteroient  beaucoup  de  peine  par  d'autres  mé- 
thodes. 

916.  La  formule  2"/^  =  —— se  développera  par  le 

procédé  dont  on  a  fait  jisage  dans  le  n"*.  866 ,  à  l'égard  de  la  fonc- 
tion (  e*— I  Yj  et  l'on  aura  les  relations  des  coefficiens  des  puis- 

du  .       .  . 

sances  de  la  quantité  -j-  h,  qui  tient  ici  la  place  de  «  ,  en  éçri- 

vant  -^ntj  au  lieu  de  /z  ^  dans  les  équations  de  la  page  17.  Il  vient 
par  cette  opération 

A  = m  # 

2 

^     m  ^•l  2.. 3.4 

a  >*3  *-3^4  2-3.4.5 

ctc, 
et  on  a  par  conséquent 

changeant  les  puissances  négatives  en  intégrale  ^  d'après  la  règle  pr<s«. 
crite  dans  le  n^.  914  »  il  en  résultera 

Appendice.  N 
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Sil'ofi^luiiige  le  signe  des  coefficiens  aiectés  d'un  nonAre  impair 
d'aceens,  ou  ^u'im  écrive 

b  h  n 

les  lettres  A\  A"^  A'",  etc.  dépendront  alors  de  ces  équaoons  : 

I 

2  Xéj  x«3«4  '^^3*4*5 

etc. 

917.  Examinons  en  particulier  lè  cas  oii  iri=^i  5  dans  lequel  on  a 

xu::=^  \fudx^A'u  +A'^h^A'''^h^+  etc. 
h  dx  dx^ 

en  observant  qu^  le  terme  -^A^f^^^udx'^'^^   devient 

^Ap-^'u  dx'-'—  ^A'pu  d  x«=  —  A!u. 
Les  coefficiens  A' ,  A",.  A'*'^  etc.  donnés  alors  par  les  ^valions 

-3^'*=—  1^^+ 


1  1.3*4 


4^«'=—  -A" i-^'''+ 


1.3  1.3.4.5 


5^= — i^^' — i.^":: — l — v^*+  — £ — - 
1       1.3      ■  1.3.4       1.3.4.5.0 

etc. 
s'évanoiûssent  de  deux  en  deux,  en  commençant  au  trcnsième; 


2>  E  s      DlFFBKENCES,.  ^^ 

c'est-à-dîre ,  qu'on  trouve  ^'"s=sq  „  ^^  =o ,  j^^'=.q^  et  qu'on  a 
pïr  conséquent 

h  X  ax  ix  dx 

9f  8.  On  s'est  beaucoup  occupé  de  la  recherche  des  coefficiens 
numériques  dé  lavaievr  de  S» ,  etc»  voici  f  omment  Laplace  est  par- 
venu à  rexpresâon  génécalede  l'un  quelconque ,  indépendamment 
de  tous  ceux  qui  le  précèdent.  On  a  premièrement 

I  A 

—  —  +^,+^.A+^jA»+^^A'+  etc. 


dr 


m 

en  multipliant  les  deux  membt»  par  h ,  il  viendra 

-i-.=^+^^A+^.A*+^,A'+^^A^+  etc. 

Cette  série  étant  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  A  9  il  résulte  du  théorème  de  Taylor  que 

,^    ■     [U 

I  •  z«  •  •  «Il  «A" 

en  observant  de  faire  A=ro ,  après  les  différentiattons  ;  cependant 
%k  Pèn  effectue  les  cafculs  indiqués ,  les  valeurs  A^  A^^  A^^  etc. 
se  présenteront  toutes  sous  ta  forme  de  |  :  Lapîace  a  évité  cette 
diiEculté  par  un  artifice  d*ana)]rse  très-*îng|énieux.  La.  fraction 

•r —  =  — pr TT sc  décomposc  en  -r-r — — tt — '  » 

(e    — 1)(«    +i)  e    ^i      ^    4.  I 

de  ptus^  il  est  visibte  que  lorsqu'on  faut  A^o»  on  a 

(/^i^AJ^       ~         dV        \ 
puisqu^l  est  indifférent  d'écrire  ^  au  lieu  de  la   quantité  h  \  son 
multiple  p  h  qui  s'évanouit  en  même  tems  qu'elle.   On  tire  de  là , 
toujours  dans  l'hypothèse  de*  A  =  o  ^ 


Ni 
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en  faisant  />  =  i  et  ^  =  « ,  on  aura  llonc 


X"         m 


d  oîi  Ton  déduira         • 

X^   _      m     I        ^{jM^} 

équation  dont  le  second  membre  ne  devient  plus  ^,  quand  on  y 

met  o  pour  A.     .  . 

A 
Si  l'on  donne  à  ^j—  la  forme  A(e*+  i  )-',  on  obtîenàra  par 

la  formule  du  n%  107, 

>{A(eHi)-«}=^A(e*+i)-'  +  «rf-'Ai/.(«*+ir' 

. . . .  + /i^Arf-'. (f*+ 1  )-»+ Arf».(e*+ I  )-'; 
la  différentielle  i^A  étant  prise  pour  constante ,  il  ne  reste  que  les 
deux  derniers  termes  du  second  membre  ,  et  la  supposition  de  A=50 
fait  encore  disparoître  le  dernier ,  en  sorte  qu'on  a  seulement 

^{A(e*+ i)-}=/»^A<^-".(e*+i)-% 
lorsque  A  =  o ,  ce  qui  donne 

et  par  conspuent  -<^»= ,    .     *  l  «^  +  »  J 


1.1.3 (»— i)(i"— i)        </A— ' 

Si  maintenant  on  calcule  les  diffi»entielles  successives  de  la  quan- 

lité  ■■^-  ^- ,  pour  en  connoître  la  loi ,  on  trouvera 


d 


JD  E  s      D   I  F  F  i  R  R  N  C ,E  5*  lOt 

et  Ton  en  conclura  que  Ton  doit  avoir  en  général 

'^'uMmI  _  g.«<«-'>*+ V-)*+  ^,e<'-'>*. . . .  +  etc, 

B^j  B^jB^^  etc.  désignant  des  coefficiens  numériques  indépenâans 
de  h.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  le  numérateur  de  cette  fraction 
ne  doit  contenir  que  des  puissances  positives  de  i^,  et  que  par  con* 
séqu^t  le  second  membre  de  l'équation 

doit  s'arrêter  à  B^_^€^\  d'où  il  suit  que  si  on  développe  le  premier 
en  une  série  descendante  ^  ordonnée  suivant  les  puissances  de  'e% 
cette  série  doit  aussi  se  terminer  à  ^.  Qr  on  a 

(«*+  I  )-=!«-'(  I  +«-*)-=«-*—<-»*+«-»*—«-<*+ etc. 
^^pr^===F{  e-»— a"-«-*+  3— «-«—4— «-4*+  etc.  }  ; 

le  signe  —  se  rapportant  au  cas  oîi  n  est  pair  et  le  signe  +  à  c  elui 
où  il  est  impair;  on  obtiendra  donc 

=f(<*+  I  )"{«-*— z—'«-»*+3—«-'*—4"-«-<*+  etc.} 

en  observant  de  s'arrêter  dans  le  développement  du  premier  membre 
au  terme  multiplié  par  ^^  parce  que  tous  les  autres  doivent  évi- 
demment s'évanouir.  D'après  cette  remarque  ^  il  viendra 


<«'+-'  4, 


• 


etc. 
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en  faisant />  =  j  et  ^  =  n,  on  aura  donc 


C  «    — i)  i  e    +1 


«/A"  «/*■ 


d'oii  l'on  déduira 

A±A  A±J\ 


rfA"  2"— 1  </A' 

équation  dont  le  second  membre  ne  devient  plus  \ ,  quand  on  y 
met  o  pour  A. 

Si  Ton  donne  à  -j —  la  forme  A(e'+  i  )~\  on  obtiendra  par 

la  formule  du  n".  107 , 

>{A(e*+i)-}=k.^A(e*+i)-'  +  «rf— AJ.(e*+i)-' 

....  +  «JA^-'.(e*+i)-+Arf'.(«*+  1)— ; 

la  différentielle  </A  étant  prise  pour  constante ,  il  ne  reste  que  les 
deux  derniers  termes  du  second  membre ,  et  la  suppontion  de  A=so 
fait  encore  disparoître  le  dernier ,  en  sorte  qu'on  a  seulement 

^•{ACe*^.  1)-}  =:»</Arf^'.(«*+ i)-', 
lorsque  A  =  o ,  ce  qui  donne 


dh"  i"— I  *         </A—  a"— I      </A— •' 

et  par  conséquent  A^^=z — -j^ r  — -jr^^ • 

^  1.1.3 ('* — 0(*-^ï)        '* 

Si  maintenant  on  calcule  les  différentielles  successives  de  la  quan* 
lité  — ,  pour  en  connoitre  la  loi ,  on  trouvera 


t>  E  s      DlFfÊRESCES*  lOl 

et  Ton  en  conclura  que  l'on  doit  avoir  en  général 


-{.TT.} 


5,c<*-")*+i?,e('*-)*+5,eC»-3)*.  ^  ^ ,  j^  etc. 


5, ,  5,  ;  ^),  etc.  désignant  des  coefficiens  numériques  îndépenàans 
de  h.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  le  numérateur  de  cette  fraction 
ne  doit  contenir  que  des  puissances  positives  de  «*,  et  que  par  con- 
séque/it  le  second  membre  de  Téquation 


.-•{?tt} 


doit  s'arrêter  à  Bj^_,t^\  d'où  il  suit  que  si  on  développe  le  premier 
en  une  série  descendante  ^  ordonnée  suivant  les  puissances  de  e^, 
cette  série  doit  aussi  se  terminer  à  ^.  Qr  on  a 

(«*+  i)-">=-#-^(i  +«-*)-'=  r  *— r  **+«-'*— e-4*+ etc. 
^~^Â^^"^  =*=^  """'"^  i-'e-**+  3— r'*-4"-«e-^*+  etc.  }  ; 

le  signe  — *  se  rapportant  au  cas  oîi  n  est  pair  et  le  signe  +  à  celui 
où  il  est  impair;  on  obtiendra  donc 

=f(<*+  I  )"(r*— 2— '«-•*+ 3""'e-3^—4"^'«"'<*+  etc.} 

en  observant  de  s'arrêter  dans  le  développement  du  premier  membre 
au  terme  multiplié  par  ^^  parce  que  tous  les  autres  doivent  évi- 
demment s'évanouir.  D'après  cette  remarque,  il  viendra 


l  !•!  1.2.3  J  J 
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Si  Ton  divise  les  deux  membres  de  cette  équation  par  (e^+i)% 
qu'on  fasse  ensuite  A  =  o ,  dans  le  second  ^  il  en  résultera 


'"{.4^1     (.-{.--»)+{î-_i-,+î^} 


Jh-  ^x')       f.„,    ^,._^  ^,»("— 0      »(«— 1)(»-») 


et  enfin 


4— -^v^'»+  2/-'4- — i i — ? +eltJ 


^n 


Il  ne  faut  pas  oublier  que  le  signe  supérieur  convient  au  cas  oh  n  est 
pair ,  et  le  signe  inférieur  a  lieu  dans  le  cas  contraire. 

Cette  valeur  ne  peut  être  employée  que  quand  a>i,  car  elle 
devient  infinie  lorsque  n=ï  ;  et  on  prouve  avec  la  plus  grande 
facilité  qu'elle  s'évanouit  dans  tous  les  cas  où  n  est  impair.  En  effet  ^ 
par  la  formation  des  différences  successive»  (  n"*.  86b  )  ^  et  en 
mettant  à  part  les  termes  dans  lesquels  leç  facteurs  de  la  forme  («—«)""* 
deviennent  de  celle-ci  (—/>)'""*,  parce  que  /  l'emporte  sur  ;^ ,  on  a 

A\  («-!)- -ztc»-!)"-— -(«-1)"-'+ -V— -(/»--3r' 


-f=n(n--n)"-'±(«— *— r)"~' 


A\(«--z)--'==(«^x)«-W^(«^3r'  +  ^^^\«-^4)--....=F{«(-i)-'-(-i)-) 

I  I  •  * 


etc. 

mais  comme  il  résulte  de  la  formule  du  n"".  864 ,  qu'en  général 
A".x"*'=0|  les  premiers  membres  des  équations  ci-dessus  s'éva- 
nouissent ^  et  les  seconds  donnent  alors 
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I  1*2 

1  I«2 

I  i«2  1*2 

en  ne  comprenant  dans  les  premiers  membres  de  chacune  de  ces 
dernières  équations  que  les  termes  oîi  la  quantité  n — i  est  positive 
entré  les  parenthèses  des  puissances  /z-^i.  Cela  posé,  il  est  évident 
que  le  numérateur  de  l'expression  de  ji^  ven&rme  un  nombre  pair  de 
termes  lorsque  n  est  impair  ;  si  l'on  substitue  à  la  place  de  la  première 
mçnûé  de  tes  termes^  qui.  forment  les  seconds  jnembres  des  équations 
précédentes ,  leurs  vafleurs ,  ist  que  l'on  fasse  attention  aux  signes  de 
la  seconde  moitié  qui^e  déduisent  de  celui  du  dernier  terme ,  on  aura 
k  résultat  suivant  : 

•>  I  <1  •  2 


•  •  • 


-(»-z)-+  -(a-3)--  -L--i(a-4)«-.'  +  ... 

A  ^  •  2 

+(«-3)-'-  ^«-4)-* +^^^=^(«-5)""' 

\         jf  1^  '  1.2  ' 


I  1*2 

I  I«2 

I  i«  2 

dans  lequel  les  lignes  platées  à  égale  distancé  de  la  première  et  de  la 
dernière  sont  composées  de  mêmes  termes ,  mais  pris  avec  un  signe 
contraire  ;  or  le  nombre  de  ces  lignes  étant  paii^^  leur  assemblage 
sera  identiquement  nul  ;  ainsi  ^^=^0 ,  lorsque  n  est  impair. 
Lorsque  n  est  pair  ,  le  numérateur  de  ^^  a  un  terme  moyen  exprimé 

•»'    "^{(ù  -il-')  +-i:r(;-)  —"■]• 
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et  ceux  qui  sont  placés  à  égale  distance  des  termes  extrêmes  sont 
affectés  du  même  signe ,  en  sorte  que  si  l'on  met  à  la  place  du 
dernier ,  et  de  ceux  qui  le  précédent,  jusqu'au  terme  moyen  exçlu- 
'  sivement,  les  expressions  équivalentes 


>«— 1 


-^ ,  ^— -^1— »+ 


«(»— i) 


j  etc, 


U  viendra ,  en  réunissant  les  termes  semblable;  placés  à  é|;ale  disv 
tance  avant  et  après  le  terme  moyen , 


2.1 

— 1{2«-'— «) 


+  1 


{  '"" 


I  1.1       J 


i-O  -k-'-)  +-Tr-(i-')  - } 

Kn    \"""*      n/n         \*^*      n(n — i)/n        \""*  } 

le  signe  supérieur   ay?nt  •  lieu   quand  -  est  impair ,  et  le  signe 

inférieur  lorsque  ce  nombre  est  pair.  Soit  fait  -=/^,  et  concevons 

qu'après  la  substitution  on  divisç  par  i  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur de  ^»  f  on  aur^ 

f  {/'--^(/-0'-+^^^\/'-.a)-^etc.) 


m  r  *  *  P 

[etc. 

ce  résultat  étant  ordonné  par  rapport  aux  puissances  de  / ,  p—i 
pr^i  j  etc.  prendra  la  forme 

« 
J ^i j  '     r  ^  l  ï  I.l  J 

r  +  etc.  Ti  J 


Telle 
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Telle  est  Texpression  du  coefficient  du  terme  génâral  de  U  stûte 

— L-  =  l{^+^,A+^,A*+^^A<+^,*« +^^*'+  etc.}  ; 

^— •!        h 

I 

d'après  laquelle  on  forme  celle-ci  : 

919.  Si  Ton  fait  k:=x"  dans  la  formule  de  Tarticle  précédedr, 
on  aura 


.w+l 


X.^z=zA 


(ot  +  i  jA 

La  série  s'arrêtera  toutes  les  fois  que  l'exposant  m  sera  entier  et 
positif  j  le  dernier  terme  sera  '  ^ 

A^  m(^m — i)  (/«— !)•••. ..i.xA""*, 

si  m  est  pair ,  et 

-/^,^,w(/n  — 1  )  (/w— 'i).  .•••.i.A'"j 
si  ce  nombre  est  impain 

En  rapprochant  ce  résultat  de  celui  qiie  nous  avons  rapporté  dans 
le-n\  898  9  on  reconnoîtra  l'accord  qui  règne  entre  Tun  et  Tautre. 
Si  on  désigne  par  3^^,  5^,^  jB^^-  ^B^  ^  iiB^^  les  nombres 
absolus ,  7 1  i ,  ^ ,  tV  *  I ,  etc.  qui  multiplient  les  termes  de  l'ex- 
pression de  la  page  70 ,  à  partir  du  troisième  terme ,  on  aura 


Z.3 


B,     =    1^, 


^8= — 9^, . 


i.3.4'5 
1 


B, 


■1.3.4^4 


1.3.4.5.6.7 
I 

2«3«4.^«7.8.9 


d'où 


2» 


•^-i 


j=2«  3  •4«  •  •  3/^^i^ 


et  comme  la  formation  des  coeffidens  A^A^^A^,A^^  etc.  est  connue j^ 
AfpcndUi. 
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celle  des  nombres  B,^  B^,  etc.  le  sera  pareillement.  Il  est  visible 
qu'on  peut  donner  à  l'expression  de  S.x*  cette  forme  : 


x"+' 


m+i  1  ^•J^é 


+S^  -i £i — —.^^     ^^^^ 3£x*-5A5— . etc. 

dans  laquelle 

Ces  derniers  nombres  ont  été  remarqués  d'abord  par  Jacques 
Bernoulir^  qui  donna  le  premier  Pexpressioti  dr  hr  somme  de  la 
suite  i"*,  1%  J",.»*^"*;  mais  il  n-ea  coanut  pas  la  loi  ;  Moivre, 
dans  ses  MisccUanea  anafytica  y  indiqua  la  suivante  : 


^.=4— f 


z,3*4 
»_.         .         t  T»  ^♦7-6    ,      pv       8.7.6.5.4  „ 

1.3.4  1.3.4.5.0 

'     *       "       *    '         i«3«4  1.3.4.5.6*    '      1.3.4.5.6.7.8 

etc. 

Euler  trouva  d'autres  relations  très-élégantes  entre  les  nombres 
B^  y  B^y  B^y  etc.  cju'il  jiomma  nombres  de  BernouUi  (  numeri 
BernouUiani  )  ;  mais  il  n'en  découvrit  point  encore  le  terme  général 
qiii  se  déduit  facilement  de  l'expression  de  ^.,  ;  car  de  l'équation 

54^,= ±1.3. 4...  •i/^^.^, 

« 

il  résulte  ^  J?v-i= 

f  II  I*2  *  I.2.3  j 

+  etc. 
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Exprimée  par  le$  nombres  B^^  B^^  etc.  la  valeuf  de  22/  décent 


'5 


-  etc. 


910.  L'intégtide  /udx  qui  eob^  dans  la  formule  précédente^ 
pourrok  en  être  chassée  au  moyen  de  la  sériie 


^    ,  du  X*    d^u     x^ 

fudx^ux^-i V-r—^ 

'^  dx.  %      dx*  2,3 


etc.  (  n\  485  ), 


qui  s'arrête  aussi  lorsque  la  fonction  u  a  dans  un  ordre  quelconque 
des  différences  constantes;  mais  on  parvient  directement  à  une 
expression  délivrée  du  signe /,  par  le  moyen  du  théorème  de  Taylor 
qui  y  pour  les  quantités  «.,,  ii..,  ii_, ...  «.u ,  antécédentiss  à  u^ 
donne,  les  séries 

d^u      h^  d^u        h^ 

+       -T-r:  ■- —  —  etc. 


du  h 
dx  I 


du  h 


d^u  A* 

dx^  1 . 2 

d^u    h^ 


—  -+4 

dx  I         dx^  1.2 


d^    1.2.3 
d^u       h^ 


^  H 


^4/;r*   l*2.3 


^;r^  1.2.3.4 

4-  16-r-: —  etc. 


dx^  1.2.3.4 


du  h        d*u  A' 

M — n-- !-»•-; 

dx  I  dx^i.x 


.d'u      h^  ,d^u         h^ 

aor'  1.2.3  ^^    1.2.3.4 


—  etc. 


En  ajoutant  toutes  ces  valeurs  ensemble ,  on  trouve 

du  h 

liU7=:znU'r^{l    +  2  +  3  ..••  +  /!) 


+  (i*+  2*+  3*....  +  n*) 


etc. 


</x 

I 

d*u 

A- 

ix* 

I.Z 

d?u 

A» 

dx^ 

1.1*3 

d^u 

h* 

dx* 

1.2.3.4 

désignant  par  Sn ,  {Sn*,  S  n%  etc.  les  sommes  des  puissances  des. 

termes  de  la  série  i ,  i ,  3 ,. . .  .n ,  6n  obtient  cette  formule 

d^u       A' 

+  etc. 


^    du  h     ^  ^  d^u  h' 

<M?  I  d^*  i.i  </«>   I.Z. 3 


O* 
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et  on  a  pour  déterminer  Sn^   Sn^^  Sn?^  etc«  les  équations 

Sn  =  xn  +  fij  Sn^=xn*+  «%  5'«'=x«^+«%  etc.  (  n\  897  ); 

On  rendra  semblables  entr'eux  tous  les  termes  de  cette  expression 
de  ^u ,  en  observant  que  nzzsSn!*,  et  on  aura 

duh  d^tt    h^  ^   ,  (Pu        h^ 

dx  I  dx^  i.i  dx^  •i,a.3 


^      au  n      ^       a'u    a-  ^    _   a^u         a 


91  !•  Si  on  rapproche  cette  formule  de  celle  du  n\  919^  on  en 
déduira  l'expression  suivante: 

'S, 

h  '  ^  ^  l  dx  i.i  dx 

A'        (Pu  A*        d^u  H"  J?u 

qui  peut  servir  à  calculer  les  valeurs  approchées  des  intégrales  ,  et 
qui  se  change  en 

dx  2«aJt^ 

•    ^u,  d^U  JPlL 

quand  on  fait  A  =  i  ^  et  que  Ton  part  de  l'origine  des  jt. 

On  trouve  une  autre  expression  àtfudx ,  qui  ne  dépend  que  des 
différences^  en  mettant  dans  le  développement  de  l'équation 


—fu  dxzzsi 


h  log.(  I  +  A«)  ' 

au  lieu  de  S^  la  valeur  obtenue  y  vC.  911.  En  effets  cette  équation, 
donne  par  le  changement  de  M/"'  en  %u  et  de  b.u''  en  u^ 

I 

-/«  ^x  =  X  «  +  Cj«  +  r.A  tt  +  C-^L^u  +  etc. 
A 

C  ï  ^«  >  ^3  j  ^tc.  désignant  des  coefficiens  numériques  £iciles  à  obte- 
nir, puisque  ce  sont  ceux  des  puissances  de  A;/  dans  le  polynôme 

{  I— i-A/i  +  |A«^*— iAtt^+  etc.}—. 
Cela  posé ,  si  Ton  chasse  S  u  par  le  moyen  de  la  formule  citée  ^ 
il  viendra 9  en  prenant  A=  i  ^  ce  qui  rend  x'=^x ^  et  se  servant 
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pour  abréger  ^  de  la  notation  de  Vandermonde  (  n"*.  901  )  ^ 

+  (  ^4— [o]  [^+ 3]  )  ^'«  +  «re- 
cette formule  qui  a  été  remarquée  en  premier  lieu  par  Lorgna  l  peut 
être  fort  utile  pour  obtenir  des  valeurs  approchées  de  fu  dx  par  les 
différences  de  u ,  ou  les  aires  des  courbes  par  les  différences  de  leurs 
ordonnées  équid^tantes. 

911.  On  étend  sans  peine  l'expression  de  su  donnée  dans  le 
n*.  919  y  au  cas  où  l'on  a  u^=^a'y ,  y  étant  une  fonction  quelconque 
de  X  y  parce-qu'en  intégrant  par  parties ,  d'après  la  formule  du  n".  9 10 , 


*-,  -* 


a'jT'-^a  za  ^y  ^ 


i  substituant  pour  Ay  la  série 


on  trouve      xa'y=i 
qui  l'exprime ,  il  vient 

dy       d^y 

Si  y  à  la  place  de  ^ ,  on  met  successivement  -~  , 
trouvera  les  équations 


1       dx 


'  + 


h'  J'y 

2a*-r^  +etc 


i.».3       dx 

etc.  on 


•} 


dx  '    dx^  * 


^      ~  dx  dx  II 


dx^        I  .  2 


îè+"^-} 


^  '       dx*  dx 

etc. 


(a'-0xa'5f.  =  a'--^^  -a'|  -  x  .'^  +  etc.} 


tvec  le  secours  desquelles  on  éliminera  les  intégrales 


ïtf' 


dy 

dx' 


Ta'-r-rt  etc. 

X 


Il  est  visible  que  le  résultat  sera  de  la  forme 

(**—  0  r<y=a'j^  +  Aha'^ + Bh*^^  +  CA  V^  +  etc. 

dx  dx*  dx^ 

Euler  détermine  les  coefficiens  A,  B ,  C,  etc.  en  substituant  dans 


cette  dernière  équation  les  valeurs  de  a'y ,  a' 


dy 


dx  d  X 


;  »  etc. 
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prises  daas  les  précédentes.  Par  cp  moyen  on  obtient  l'équation 

I         dx      \fX      dor     1.2.3      ^* 
^  ;rfj:  I  ^Jt'        l.l         dx^ 

4**  t  dx^ 


+ C(tf*—  i)A3sa'--Z + elc. 


'il 

dd 

4-  etc. 
qui 9  devant  être  identique,  donne 

A  (  a*—  I  )  +  tf  *=  o 


I  .  .     fl* 


^  I  1.2 

(^*—  I  )  +  '^4*+  — ^a*+ — i—  =?=o 

I  1.2  1.2.3 

D  (  tf*—  1  )  +  ICfl*+— 5a*+ î Àa^+ ^ =  o 

I  1.2  1.2.3  1^2.3.4 

etc. 

Cest  par  ce  procédé  qu'Euler  détermine  aussi  les  coefEciens  de 
la  formule  du  n"".  9 1 3  ,  et  Ton  voit  aisément  qu'il  peut  s'emplpyer 
également  pour  parvenir  à  la  formule  du  a"".  864. 

» 

923.  Si  dans  l'expression 

sPQ=QsP— aQx*P,  +  a*Qs'P.— A'Qs*P,+  etc. 

obtenue  n"*.  910 ,  on  remplace  les  différences  de  la  fonction  Q 
par  leurs  valeurs  en  séries ,  formées  d'après  le  n"*.  864 ,  et  que  nous 
représenterons  pour  abréger  par 

dO  d^O  0^0 


X 
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on  aura 

,  dx  «jr 

— j^  A'(5<P,— «  VP. + je  2*P,  )  +  3W 

Ezamiaoïis  en  particulier  le  cas^  où  P=«*;  il  viendra  pour  ce  cas 

xP .  ï*P  =x*«*^'= .  s'P.=2'«"***= .  etc. 

et  par  conséquent 

^      '«'G        .''Q      '«**  J^Q.{     «•*  «*      1  ,. 

''^      tf*— I  ^x    (a*— 1  )•  ^     ^**  1  («*— I  )»  (a*— i/J 

—a — -=<    ~-i-^-à^ 4-â->— >  A  +  etc. 

fwmulequi  rentre  dans  celle  du  n°.  précédent ,  lorsqu'on  y  substitue 
les  valeurs  des  coeiEciens  « ,  jB ,. . . .«',  jS',  etc. 

En  faisant  usage  dans  le  cas  actuel ,  ainsi  que  dans  les  précédens ,' 
de  la  considération  des  exponentielles ,  il  faut  prendre  Q  =  t'\  il 
vient  alors 

et  dans  la  même  hypothèse  la  série  qui  exprime  x  a'Q  devenant 
divisible  par  «'<* ,  on  a 

■"l  (  a*— I  )«       (a*— I  )»"**(  «*— i)»  J  +  *"• 

équadon  dont  le  second  membre  peut  être  mis  sous  la  forme. 

;ii::7-(?=:77+(  (a*-i)-r"l — (^^^nyf — 1  +  ^'^- 

n  reste  maintenant  à  développer  le  premier  sous  une  forme  analogue  ; 
pour  y  parvenir  j  il  faut  remarquer  que 


•'1  1  r^ 


mmmmm^  i*        ■ 


«V—l   ■"    (a*— I  )«»+(«*— i)  (a*— I)— (e-*— i)* 
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parce  qu'il  en  résulte 


• 


i     t.  .s  -  *{i 1- +  etc.) 

à  .    h  A'  .  f      I  "^         X     1.3        1.3.4  ' 


{i 4. -|_etc.}|-x — ■ 

I      I.l        i.x.a  ^  ta*— I 


1.X.3  '(.a* — I  (fl* — i)» 

A  .    A*  A» 


A»{  I + +  etc.  }• 

X      1:3  l.^.A  ■' 


-3       -.3.4 


•1' 


série  qui  prend  évidemment  la  forme' 


I  i     B  B,      \        (    B'  S',  B\      1,, 

et  rentre  par  conséquent  dans  celle  de  la  précédente. 
Si  donc  on  y  change  les  puissances  de  h  en  produits  de  la  forme 

.  A-r^r,  **]~T*  ^^^»  ^^  qu'on  19,  multiplie  par  a%    onauralex* 

dx         d^ 

pression  de  sa'Q^  d*oii  il  suit  que  Ton  peut  écrire  cette  équation  : 


pourvu  qu'on  en  développe  le  second  membre   comme  il  a  été 

'  dy 

dit  ci-dessus;  ce  qui  s'opérera  en  disant  pour  abréger  —  A=^, 

et  en  réduisant  la  fonction  -r en  série  ascendante  suivant  les 

puissances  de  {. 

Le  théorème  de  Taylor  s'applique  à  cette  fonction  et  donne 


<i*—  1        (a* 


le  cotfficient   du  n*~  terme  de  cette  suite ,    ou    de   ^~* ,  sera 

^,.1  \  \ dr^-r- — »  en  observant  de  faire  c==o 

gprès  les  différentiations  i  il  se  déteimincra  d*uœ  manière  analogue 
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"î 


à  ctWt  dont  on  a  trouvé  J^ 


«*+i 


dans  le  n\  918.  On  a  en  effet 


af't*-'^  I 


(  a^e* —  I  )• 
=  tf-V+fl""**«"^'+a"'V^+tf""^*e""^'+  etc. 


par  cette  dermère  série  on  trouve 


^pp{â'^r'^  1— '^-•*r**+ 3*-'tf-'*r''+4— '4i"^*«-^+etc.}  ; 


multipliant  le  second  membre  de  cette  équation  par  le  dévelop- 
pement de   (tfV — i)"y  pour  le  comparer  au  numérateur  delà 


première  expression  de  d"'^ 


^  on  trouvera 


aV— I 

—.  n  «(«-•)*«("-•)' 2«->/ïaC«^')*e^''""'>— 3"""'/îfl("""^>V"^>+  etc. 

+ctc. 

d'oii  on  déduira  « 

_  /      .  .  n(n — i)       n(n — i)(n — x)\ 

Cj^ï^r  4'^'^  3"-«  +  i"-'-i i i 1^ — ,-i  ) ,  etc. 

Faisant  ensuite  î=o,  dans  l'expression  de  ^""'-7- ,  et  se  rappe- 


la"' 


lant  qu^l  faut  remplacer  £""'  par  A*"*j^,  9  on  aura  pour  le  terme 
général  de  la  valeur  de  2  a'y ,  cette  formule 


{4<'^t)*+(2«-'_n)a(»-)*+(3»— i»/i  +  ^.^2=:l^)aC'^5)*+etc.} 


Appendict. 


ï.i.3....(«— i)(a*r-i)' 


*^'-* 


•tf 
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Il  est  visible  que  la  valeur  de  Y»a*y  sera  terminée  toute*s  les  foi$ 
que  y  sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x.  Nous  n'in- 
sisterons sur  aucun  cas  particulier  de  cette  formule  »  parce  qu'il 
t%i  trop  facile  de  les  déduire  du  cas  général  ;  nous  observerons 
seulement  qu'elle  ne  peut  servir  quand  ^-=1  :  les  dénominateurs  des 
coefEciens  s'évanouissent  alors  comme  au  commencement  du  n"".  918 , 

puisqu'on  retombe  sur  l'équation      ïy  = . 

fax  _, 


Nous  ferons  encore  remarquer  que  l'équation  s<2'^= 


'y^ 


tfV*  — I 
n'est  qu'un  cas  particulier  de  cette  autre  plus  générale  : 


•m  ^x 


yra'y^=: 


'^k 


donnée  en  premier  lieu  par  Laplace.  On  y  parviendroit  par  des 
considérations  analogues  à  celles  dont  nous  avons  fait  usage  dans 
le  n"".  914;  mais  devant  la  déduire  dans  le  chapitre  suivant  de  la 
même  source  dont  ce  Géomètre  l'a  tirée ,  il  seroit  superflu  de  nous 
y  arrêter  ici. 

914.  ^ous  n'avons  donné  dans  le  n"".  912  que  l'expression  de 
l'intégrale  simple  s/i^  mais  on  peut  déduire  celle  de  s"*^  de  l'équation 

2"-«=  — ^—j. — "- —  (  ^^  915  )  » 

en  y  faisant  h!=h ,  ce  qui  change  2'  en  s  ^  et  avec  l'attention  d'en 
.    développer  le  second  membre  dans  la  forme  suivante  : 

((T?H=T-="  ■""'   "^Tf +"'      +  -W^  "  +")-■+«• 

puis  d'écrire  u^  à  la  place  de  l'unité  qui  forme  le  premier  terme  de 
chaque  binôme  et  qu'il  faut  regarder  comme  tenant  la  place  de  {j^u^j 


+ 


f^m+OC^i+i)       ^^ I  ^,^ 

l  1.1.1  > 
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et  enfin  substituer  a**/!  j  au  lieu  de  Aii%  on  obtiendra  ainsi  . 

2ru—{\  +  -+    ^    ^   r+  ^   ^  '^   ^  ^  +  etc.  )u 

I  1*2  ï*i«3 

—  {^+ — +    ^     ■      ^  ^  ^   +  etc.  [  AK 

l  I        I        I  i.x  I  j 

l  I.Z  I  l.X  j 

01(1114-1)  (/7l+l) 

I.l.} 

+  etc. 

Quoique  les  séries  qui  multiplient  u^  ^u  ^  A*if ,  à?u^  etc.  dans 
cette  expression ,  se  présentent  sous  une  forme  infinie  ^  il  fiiut 
néanmoins   n'en   prendre   la  somme  que   depuis  Tindice  ;r  =s  o  ^ 

jusqu'à  llndice  -.  C'est  ce  dont  on  peut  se  convaincre  y  au  moins 

pour  le  cas  où  m:=z  i ,  en  comparant  le  résultat  que  donne  alors 
la  formule  ci-dessus  ^  avec  celui  qu  on  déduiroit  de  ces  relations  :• 

2:«  =  tf.,  +  «_.+  «r_,+  tf^^+  etc 

u —  A1/+   A*i/—     A^a+etc. 

^  +  u — x^u  +  3  A*«-r  4A^tt  4.  etc. 

+  « — 3Aa+6A*i^— ioA'i/+  etc. 
+  etc ••• 

fondées  sur  les  n**.  897 ,  873. 

Au  reste,  il  est  facile  de  voir  que  la  formule  ci- dessus  est  plus 
curieuse  qu'utile  ;  je  ne  l'ai  rapportée  que  pour  compléter  ce  qui 
regarde  l'analogie  des  puissances  négatives  et  des  intégrales,  et  je 
ferai  remarquer  à  cette  occasion  que  l'équation 

A""tf={(l  +  A«)^— 1  }- 

est  vrane  aussi  dans  les  mêmes  hypothèses;  car  elle  devient 
ùru=  {  (  I  +  A  tt) —  I  }",  quand  on  fait  A'=A. 

915.  Nous  aurons  peu  de  chose  a  dire  pour  le  moment,  sur  1^ 
manière  d'intégrer  par  approximation  les  différences.  Ce  procédé, 
de  même  que  son  analogue  dans  le  Calcul  intégral  des  différentielles  f 

P  X 
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consiste  à  réduire  les  fonctions  proposées  en  séries  dont  chaque 
terme  soit  facilement  intégrable.  On  atteindra  ce  but  toutes  les  fois 
qu'il  sera  possible  de  transformer  ces  fonctions  en  séries  dont  les 
termes  procèdent  suivant  les  puissances  du  second  ordre ,  parce  que 
ces  puissances  s'intégrent  immédiatement  (  n"*.  901  ). 

Supposons  qu'on  ait  la  fonction  — ,  et  que  la  différence  de  la 

variable  Jt:  soit  égale  à  Tunité^  ce  qu'on  peut  toujours  obtenir  en 

substituant  y  k  x.  Là  fraction  —  étant  convertie  en 

A  x^ 

[x]  +  3[*J  +  ii[^]  +  etc.  (  n*.  903  ), 

aura  pour  intégrale  cette  suite 

—I  —1—4 

—  [jt]  —  l[af]  —  ^lx'\  —  ^tc  +  const.  (  n*.  901  ). 

I  ""' 

L'expression  -  échappe  à  ce  moyen  parce  qu'elle  renferme  le  terme  [^] 

— T+l 

(■jc'l 

dont  l'intégrale  se  présente  sous  la  forme    '"       - ,  semblable  à  celle 

—I  + 1 


• 


X 

que  prend  la  formule  fx'^dx  = ,  lorsque  m  =  —  i.  Si  l'on 

/»+ 1 

employé  la  valeur  dexu^  obtenue  dans  le  n^9i9y  on  trouvera 

x[JJ  = 

I  ,,  N  ï  I  -ff|  B.  Bc 

X '=\(x+  iV— ; — ^  H 1--  —  -, — ^— rr  +  etc.  +consi. 

x+i      >         ^^2x+i        ^{x+ly     4{x+iy       6{x+iy^ 

résultat  qui  contient  un  logarithme. 

Les  autres  valeurs  de  xu  fournissent  aussi  des  séries  infinies  qui 
peuvent  conduire  à  dés  résultats  approchés ,  lorsqu'elles  sont  con- 
vergentes. Celle  du  n"".  911  donne 

:^W= M  W  W-[^+  ï]  M [<f+  ^L^+^i  W  W-i. 3[^+  3]Ww  +  ^tc 

en  prenant  les  valeurs  de  a[jc]  ,  ^*[x'] ,  d'après  les  formules  du 
n*.  90Z  ;  ce  résultat  devient ,  après  les  réductions  dont  chacun  de 
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ses  termes  est  susceptible , 

S  [Of]  =  -^  +     /     V     x+     .        ■       .   +  -T-^— -r  +  etC.  +  COTJ/.   . 

:r+i     .a(x+i)     3(^  +  3)       4(^+4) 
Cet   exemple   suffit  pour  montrer  ce  qu'on  doit  faire  dans  tous 
les  cas. 

9i6«  Fidèles  au  devoir  que  nous  nous  sommes  imposé ,  de  rat- 
tacher au  plan  de  cet  ouvrage  tout  ce  qui ,  dans  les  traités  de  Calcul 
différentiel  et  intégral  d'Euler ,  peut  avoir  quelqu'importance,  par  rap- 
port à  l'état  actuel  de  l'analyse ,  nous  allons  rapporter  une  méthode 
pour  obtenir  l'expression  approchée  àtzu^  au  moyen  d'une  équation 
différentielle  du  premier  degré  et  d'un  ordre  indéfini. 

Si  l'on  fait  x  //  :p=  { ,  il  viendra  1/  =  A  ^  ^  et  on  aura ,  par  le 
théorème  de  Taylor ,  cette  équation  : 

d7h  d^l     A'  iP7         h? 

dx  i       dx^  i.i       dx^   l,2.3 

lorsque  la  quantité  h  sera  très  •  petite ,  ou  que  renfermés  entre 
des  limites  connues*  et  très-resserrées ,  les  coefficiens  différentiels 


di      à\       d^i 


etc.  formeront  nécessairement  une  série  conver- 


dx'  dx^'  dx'' 
gente ,  on  pourra  terminer  cette  équation  ;  on  aura  alors  une 
équation  différentielle  du  premier  degré  ,  à  coefficiens  constans , 
d'un  ordre  marqué  par  celui  du  terme  auquel  on  s'arrêtera  ^  et 
dont  l'intégration  feroit  connoître  la  fonction  i  (  n*.  649  )• 

Il  convient  de  remarquer  que  l'on  peut  toujours  rendre  la  quantité  h 
aussi  petite  qu'on  voudra  ;  car  si  a/  étoit  fonction  de  x^  et  de  h'y  et 

qu'on  y  fît  x=i  — ,  on  auroit  A  =  — r  ;   mais  il  faudroit ,  pour 

qu'on  pût  tirer  parti  de   cette  transformation ,  qu'elle  ne  rendît 
pas  trop  divergente  la  série  des  coefficiens  différentiels. 

Au  lieu  d'intégrer  l'équation  différentielle  ci- dessus ,  pour  en  tirer 
la  valeur  de  z^  ^  nous  ferons  usage  de  la  méthode  des  substitutions 
successives.  En  négligeant  d'abord  les  puissances  de  h ,  supérieures  à 

dT  h  I 

la  preoûère ,  on  aura  «=:—-,  d'où  1=  jfudx.  Soit  pour  abréger 


îi8 


C  H.    I.    Du     Calcul 


^fu  dxr=zP  ^  et  posons  {  =  P  +  /;  A  ;  en  substituant  cette  valeur 
h 

<lans  l'expression  de  u^  nous  aurons 


u  = 


dp  h  .  (^P  h^      SP      h^ 

dx    I       dx^  1,2     dx^    1.1.3 


dp  A*      d^p    h^       d^p 


A* 


+  etc. 


+  etc 


dx  I    '  dx^  imX     dx^   1.2.3 

mais  il  est  évident  que  la  première  ligne  du  second  membre  est 

égale  à  A  P,  et  en  se  bornant  dans  la  seconde  au  terme  affecté  de  A% 

dp  I 

obtiendra  u~^àP^=: -Ç-  A*,  d'oîi  p  =  — /( u  —  AP)dx.  Faisons 

dx  A* 


on 


encore  'jTf{u^à.p)dx=2P\  et  prenons  p=F*+/h^  Téquatioa 


^      dp  A*     d^p    A*       d^p 


A' 


deviendra 


U^£lP  = 


dx    I      dx^  1.2     ^Ji;^    1.2.3 


JF  A*      ^P'    A«       ^^P' 
1 1 

dx     I         ^JC*    1.2       ^Jt* 


+  etc. 


A< 


1.2.3 

A^ 


jy  A^      d^p'     h^       iPp'  

dx    I       dx^    1.2      ^;c'    1.2.3 


+  etc. 


+  etc. 


la  première  ligne  du  second  membre  étant  égale  à  A^P',  on  aura , 
en  se  bornant  au  premier  terme  de  la  seconde , 

i,_aP— AAP'i=  ^  A%  d'oîi  p':^^f{u—àP^hAP')dx. 

dx  A 

Il  est  facile  de  continuer  ce  procéd;; ,  qui  donnera 

s  «=  î=P  +  P'A  +  P"A*+ etc. 

/>=  Ifttdx ,  P'=!-^/(u^ù,P)dx,  P^^-^/^u—iLP—h^Pyx ,  etc. 

Pour  en  montre,  l'application,  nous  ferons  avec  Eulcr  u^x\  A=i  ; 
.  il  viendra  , 

et  par  conséquent 

2 a:-=;.vV (t^*+  ; ^)+T*+  consi.  =  '^x^^{x^^\x^  consi. 
résultat  qui  s'diçcorde  avec  celui  du  n*.  898. 


y 


DES    Différences.  119 

r 

917.  Lorsque  la  fonction  u  est  de  la  forme  vy ,  on  parvient  à  un 
résultat  délivré  du  signe  d'intégration,  en  faisant  2vjr=rt> 
ce  qui  donne 

en  mettant  y.  à  la  place  de  v+ av  ,  et  d'oii  on  tire 


+  etc 


•]■ 


dx^    1.1.3 
En  négligeant  les  termes  multipliés   par  A ,  on  obtient  d'abord 

z  =  ^.  Faisant  —  =  Pet  7=P+/>A,  il  vient  ensuite 
^      Av  Av 


i/P  A      J-P  A»    .  ^P 

-7- ---+-7-: + 


-/  A  A  V  =  v^ 


1     </jc  1      i/;c*i.i     ^x^   1.1.3 


+  etc. 


dp  h*     d'P  A*      iPP 


A^ 


dx  l       dx*i.z     dx^  l.i«3 

tf  oU  Von  dédmra  ,  en  raisonnant  comme  dans  le  n%  précèdent , 

v.aP 


— />AAy=y,AP,  et  /^  =  — 
v.aP 


puis  on  posera 


A  A  V  * 


et  en  vertu  de  l'équation 

on  aura 

dP'  A»     ^i"    A' 


-p'k*UV  =:  V,. 


dx     I         fl*      x.z 

dp'  A»       ^p'    A*  -"  » 

4--r-— +-7^ +  etc. 

dx    I        </a;*    i.i 


d'oîi  on  tirera     —/A  a  v=v,a/",    /= ^-— . 

A  A  V 

La  marche  du  reste  de  l'opération  est  semblable  à  ce  commencement  ^ 
et  en  la  suivant  on  parvient  à 

xyy  =  vi^v{ P  +  Fk  +  P%'+  etc.  Y 


Pyy  ,  v.aP 

AV  AAV 


r=— 


V,AF 

Aav 


etc. 


n 
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918/ En  intégrant  plusieurs  fois  de  suite  et  par  parties  ^  chaque 
terme  de  la  formule, 

x^P  Q  =  QzP— A  Qx*P,+ A^Qx'P.— a'Q 2:^P^+ etc. 
on  obtiendra  successivement  les  expressions  de  x*-PÇ,  i?P(^^  etc. 
Taylor  a  donné  celle  de  s"PQ ,  savoir: 

\    ^  i^   -^  i  A^QS'"-^'P,+  etc. 

1.2.3 

Cette  formule  se  vérifie  facilement  de  proche  en  proche,  en  ob- 
servant que  les  coefficiens  de  Qs"P,  aQx'"'*"*P,  ,  etc.  sont  les 
mêmes  que  ceux  des  puissances  de  x  dans  le  développement 
de  (i  -f--^)'"'^  analogie  que  Ton  prouve  comme  il  suit  :  si  on  fait 

x'-PQ  —A Q S^P^. 5 A  Q S'^'P,  +  C A»Q £"+»P.+  etc. 

et  que  Ton  prenne  la  difFérence-de  cette  équation  en  n'y  faisant  varier 
que  les  fonctions  P  et  Q,  on  aura 

2«-»P(2=^Qs"'-'P+-ff  aQ2"P.+  C  A*Qx"^'P.+  etc. 


+  ^ 


+i? 


parce  que    a.x"PQ=s"-'PÇ,  et  A.2:7=-S:Ar+r,A-S:; 
mais  si  Ton  fait  aussi 

(  I +x)-'"=^  +  Jîx  +  Ca:*+2? a:^+ etc. 
OIT  trouvera 

(i+Jt)"^"'"'>=(i+:»r)^'"(i+jr)==^+i?  :t+C  A»+etC. 

11  suit  de  là  que  Ton  passe  de  s"*PQ  à  yT^^PQ^  ,  comme  de  (i + Jr)"* 
à'(i+jr)"^"''"');  cette^  correspondance  ayant  toujours  lieu  jusqu'au 
cas  oh  /»=  I ,  pour  lequel  les  coefEciens  de  xPQ  et'  de  (i+jr)*"" 
sont  identiques,  il  est  incontestable  que  touti;  la  suite  des  déve- 
loppemens  de  ^PQ^  x'PQ,  i^^PQj  etc.  sera  semblable  à  cet  égard 
à  celle  des  développemens  de  (i  +*)""'|  (i  +^)~S  (i  +'^)'^f  etc.  (*). 


l*)  Taylor  démontre  immédiatement  son  résultat  par  des  intégrations  qu*il  esc 
aisé  de  reconnoître  dans  l'expression  dfi  ^"''"'FQ  et  d'effectuer  ensuiite.  Il  est 
^vid^nt  que  si  Ton  change  m  en  m+i  et  qu'on  écrive  en  conséquence  ^n  Bg,  Cg.  etc. 

Nous 
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Nous  ferons  remarquer  en  passant  que  par  suite  de  l'analogie  des 
puissances  et  des  diffîrences  on  auroit 

+    ^        ^^ i.  a'  Qa     P  j  +  etc. 

919.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  au  cas  où  la  fonction  u 


pour  i<,  ^,  C,  etc.  V^^^PQ^  devenant  alors  :E'^PQ  ,  on  aura 

jff^,       JB.+^,=jB,        C,+JB,=C,  etc. 
d'où  A><=o,        A-B=3— v^,,        Afc=— ^,,   etc. 

La  première  de  ces  équations  donne  d'abord  Azszconst.  .puis  ié=i;  puisque 

iB-r*-o  donne  aussi  ^=1  ;  la  seconde  conduit  à  A  £=5—1.,  fi  =*-*«  -^ ,  à  cause  dtf 

»     I 
J9=o  »  quand  iK=ao  ;  poursuivant  de  la  m£me  manière  on  obtiendra 

ACsg  ■        '  f     tas  ""  .   ^       t     AZ/=— — *>  X^.  I  '  »  etc» 

1  l'2  1.2  1.1.3 

Pour  mettre  plix  d'uniformité  dans  la  méthode,  )*ai  préféré  ce  procédé^  la  const* 
dération  de  l'analogie  des  puissances  et  des  diftérences,  si  souvent  employée  dans 
çt  qui  précède  :  en  le  suivant  j'anrols  rendu  la][démoiistration  mdépendante  de  celle 
du  binôme  ;  mais  j'observerai  quç  Ton  peut  se  servir  de  Tintégration  pour  parvenir 
cette  dernière  I  sans  tomber  dans  aucun  cercle  vicieux.  En  effet ,  si  Ton  prend 

{i  +  xy    :^i+A  x+B  *•+  C  *«+  etc. 
(  I  +  *  )-H-i=i+^'jc+JB  V+  CV+  etc; 

onaufi^     'A'=j4+i^      B'=£+A,      C'=C+B,  etç; 
Aul=i,  Aj5=^,      ,     AC=Bf  etc. 


en  intégrant  d'après  le  n^.  899 ,  qui  ne  suppose  point  la  théorie  des  puissances ,  et 
£ûsant  attention  que  y^,  B ,  C,  etc.  doivent  être  nuls  quand  m=o ,  on  obtiendra 

^c=— •        Jas?  — r— — ,        v=  I  »  etc. 

l  1.2  1*^.5 

cpèl  que  soit  l'exposant  m.  H  serôit  facile  de  donner  à  cette  démonstration  une 
forme  purement  élémentaire  ;  c'est  ce  qu'on  peut  voir  dans  TEncycbpédie  métho- 
dique (  Dicdonn.  de  Math,  au  mot  binôme)  et  dans  les  NovaactaAcad.  Paropolùana^ 
étm.  1787. 

Appendice.  Q 
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renferme  plusieurs  variables;  nous  nous  bornerons  à  indiquer  ks 
formules 


S^iSf  rir:     i     ■       ■  *■  i        ■  n 


x"a  = 


-r-A  +  ---Â+— -/+€tc.  l 

1 

f  A'  *^  /'  -i-  ' 


^ui  résultent  des  expresdons 


A" 


A** 


{du  ,      du  ,  ,  du  ,  .  "i" 

—  A+— *+3-/  +  etc.        l 

f  il  il  -         \" 

««=  l(;  +M  *  (+ Ay«)'*^(i + A.«)^ . .—I J  (n'.89ç)» 

lorsqu'on  y  change  +111  en  •«-^/o^  en  vertu  de  Tanalogie  des  pttis« 
sances  n^atiVes  et  des  intégraleSé  Le  lecteur  familiarisé  avec  les  dé<* 
fflonstrations  que  nous  avons  données  des  cas  les  plus  simples  de  ces 
formules  ^  trouvera  sans  peine  le  moyen  de  les  prouver  en  général. 

Application  du  53 0.  D'flprès  Téquation  Si{Xyh) =S f{x^h)'^£{Xyh ) — const. 
Ttûl^  à  ht  som^  obtenue  dans  le  n*.  897 ,  chacune  des  fonctions  intégrées  dans  ce  qui 
matioii  des  iiiites4  précède  ^  nous  donnera  la  somme  de  la  suite  dont  cette  fonction 

représente  le  terme  .général.  Ayant  trouvé ,  n"".  901 , . 

irHi  — »+i 


nous  en  déduirons 


mais 


tv 


DES     D  I  F  F  é.  R  Jl  S  C  E  S.  Il) 

donc        5[/;J  =  til±J 


de  même 


[;,]^(«-.Oj;;,]=(/,+«)|>]-(«-l)[;,]=0,+  l) W=[/;+ 1]  , 

donc  «f  [/^  ]  —         '   —  —  const. 

*■  -■        — ^«+1 

résultat  qu!  se  tire  du  précédent  en  changeant  seulement  le  signe  de  n. 

n 

L*un  et  Pautre  se  concluent  Immédiatement  de  s  [/y] ,  en  y  écri- 
vant ^  -f  I ,  *au  lieu  de  p  \  car  on' voit  en  général  que  S({x^h) 
est  aussi ,  à  la  constante*  près  >  ce  que  devient  ^i(x^  A)  ,  lorsque  jc 
devient  x+A. 

Les  expressions  que  nous  venons  d^obtenir  nous  donnent  la  somme 
des  suites  de  nombres  figurés ,  ou  dont  les  termes  ont  »  avec  un  nu- 
inérareur  constant  >  ces  nombres  pour  dénominateurs  ;  on  a  par  ces 
expressions 


ff 


1+1+  1+  1+., +  [/,]=_L£:i«  =  {: 


I  % 


,+»+  3+  4 +  Id.=lMLLj=,d£±l) 

,+3+6+10 +k±iî=jM:i=.çk±2)fc±0 

i.x  i.a.3  1.1.3 

I+4+l3+>0...,,>+E^==    P'+^'J     ^ />(/>+ !)(/>+ 0(/>+0 

i.2p3        I.2.3.4  1.2.3.4 

ctc» 

n  n'est  pas  nécessaire  d'ajouter  de  constante  à .  ces  valeurs ,  parce 
qu'elles  s'évanouissent  en  même  tems  que  p, 

Oii  a  de  même  la  somme  des  séries  inverses  des  précédentes^ 
en  exceptant  néanmoins  celle-ci 


— I 
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pour  laquelle  »$*[/'— i]  devient  — — —  (  n^  91c  )  ;  on  trouve  ensuite 

^  +  i+7t+^---+     «•i«3[/^— ï]===-*    3[>]  +  ^^'ï^^- 

etc. 

La  constante  est  ici  nécessaire  pour  compléter  les  résultats  ob* 
tenus  qui  doivent  donner  Tunité  ,  lorsqu'on  fait  />=  i  ;  mais  comme 
dans  cette  hypothèse 

se  réduisent  respectivement  à  ^^  ^,  etc.  on  a  pour  le  premier^ 
const.  =  7  ;  pour  le  deuxième  ^  conse.  =2  f  ;  pour  le  troisième  ^ 
tfo/iir.  =  I  +  y  =  ^  ;  etc. 

Il  convient  de  remarquer  que  la  valeur  de  chaque  constante  est  la 
limite  de  la  série  à  laquelle  elle  se  rapporte ,  car  les  puissances 

négatives  du  second  ordre  [p]  f  [p^^  etc.  s'évanouissent  lorsque/» 
est  supposé  infini. 

Cela  posé  ^  on   aura 

—  lE/'L        J  — 3  Wf      .  j  — 1-4[/^7.  etc. 
^n*         *       ^  3  4  ^>4  ^,^ 

pour  les  sommes  des  séries  dont  les  termes  généraux  sont 

-1  -j  -4 

,.i[^_i],         i.i.3[/,  — i],        i.i.3-4[/^— 4]»  etc. 

i.i  1.1.3  î»i«3»4 

p{p+^)'    p{p+^){p+^)'    pip+oip+^xp+^y 

Il  est  bon  d'observer  que  tout  ce  qui  précède  reposant  entièrement 
sur  le  n^  899 ,  peut  être  facilement  ramené  ^  s'il  étoit  besoin^  à  une 
forme  élémentaire. 
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Toutes  léS  séries  dont  le  terme  général  pourra  se  décomposer  en 
puissances  du  second  ordre ,  soit  positives  ou  négatives ,  seront 
sommées  facilement  par  ce  qui  précède* 

gîi.  La  fraction  -^/  ;  ...    ,    ,<f  que  nous  avons  intégrée  dans 

le  n%  905 ,  produit  j  tlans  le  cas  où  A=:i ,  la  série 


on  en  obtient  la  somme  ^  soit  en  mettant  ar+ 1 ,  au  lieu  de  x ,  dans 

Texpression  —  -~ r  +  const.  que  donne  l*intégrale ,  par  la  sup* 

position  de  A=  i  ;  soit  en  ajoutant  à  cette  intégrale  le  terme  général  : 
on  a  par  Tun  et  l'autre  procédé 

S i— 7; :=— -7 w     -^^consi. 

x{x+l){,x^^)  (^+i)(x  +  a) 

En  égalant  au  premier  terme  \ ,  ce  que  devient  la  somme  quand  :r=i, 

3A:+1  3^  +  4 

on  a        C0/M/,=1 ,  d  ou      S  — — ; — rr — ; — r  ==  1—  7 ; — r-7 — ; — r-J 

On  se  conduira  de  même  dans  tous  les  cas  où  l'on  aura  intégré  le 
terme  général  de  la  série  proposée  ;  mais ,  sans  nous  arrêter  davan- 
tage à  des  exemples  particuliers  ^  parcourons  successivement  les 
divers  résultats  que  donnent  les  expressions  générales  de  x«. 

931.  Si  dans  la  formule 
5f(ji:,A)  =  xf(x,A)  +  f(jc,A)  — cOT5r.  (  n^  897  ), 

ou  Su-^tu-^-u — consi.  on  met  à  la  place  de  xz^,  les  diverses 

expressions  que  nous  avons  obtenues  jusqu'ici  ^  on  en  déduira  les 

principales  formules  qu'Euler  a  données  pour  la  sommation  des 

suites  dans  ses  Instuutiones  ÇatcuU  diffcnntialis. 

i"*.  L'expression  de  22;^  du  n"*,  91a,  en  y  faisant  A=i,  et  en 

employant  pour  abréger  la  notation  du  n**.  901 ,  donne 

'+[^+4][o]  A^^—  etc.  —  constu 
2\  Il  résulte,  de  l'expression  de  x  « ,  rapportée  dans  le  n^  919 , 

'  du  —^  d^u  ■**'  J^u 

5«=/«</x+^«+^.[i]^— 5,[i]  ^+  B^ii]  ^  -etc-cowr. 
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Lorsqu'on  prend  i^=::r%  il  vient  par  la  dernière 

j^«+i  I  — ï  ?  — f  y  —5 

— ctc-^-co/wf. 

en  remettant  '^  au  lieu  des  lettres  B^,   B^,  B^,  etc.  les  nombres 
qu'elles  représentent  ^  on  a  cette  valeur  : 

j^m+i  1  —I  j  — t  5      5 

iW-f-  I 

— ■=tW^[4[0'*'^*'+ ^^m^MEô"""*'—  î^.^^^MO*""" 

+  liii!iiilii2i[«][T]«-*-»^etc.  +  const, 

La  constante  arbitraire  satisfera  aux  conditions  relatiyef  au  terme 
d'oîi  Ton  commence  à  prendre  la  somme.  Si  Ton  veut,  par  exemple, 
qu'elle  soit  nulle  en  même  tems  que  x  ^  la  constante  doit  $tre  nulle 
pour  tous  les  cas  oii  m  est  pair  ;  mais  il  faudra  la  prendre  égale  au 
dernier  terme  et  de  signe  contraire ,  pour  c€ux  oii  m  est  impair« 
3''.  L'expression  du  n''.  9x0  donne 

duh     ^      d^U   h^        ^  ^  JPu 
dx  i  dx^  1.2  dx' 

m 

4*.  Enfin  les  expressions  des  n*".  910,  913 ,  conduisent  à 
SPq.=Q(.^P+P)-'  A  Qï'P.  +A*Qx»/',— A'Qs^/'j+etc, 

dx  d  X 

r-  — ^AVs^P,r-a'2^P^+i8S»P,)  +  etc. 

dx 

Par.  les  trois  premières  formules  on  obtiendra  la  somme  des  suites 
dont  le  terme  général  est  une  fonction  rationnelle  et  entière ,  et  par 


5tf=(5/2*+l)l^-r5l2.—  -.  +  J;î\-^-j.  -— -.^«\^— j  +  ctc. 
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tes  àeux  dernières  celles  des  suites  dont  le  terme  général  fst  com- 
posé de  deux  facteurs  dont  l*un  est  une  fonction  rationnelle  et  en^- 
tière  de  «  9  et  l'autre  une  fonction  susceptible  d'un  noqibre  indéfini 
d  Intégrations* 

933.  L'un  des  Cas  les  plus  simples  de  cette  dernière  classe  de  séries 
est  oompris  dans  le  terme  général  a^x"^^  appartenant  à  la  suite 

tf.i*^      fl*.i",      tf'.3"...^..tf'.x"*, 
résultante  de  la  multiplication  terme  &  terme  d'une  progression  par 
quotiens  (  ou  progression  géométrique  ) ,  par  la  suite  des  puissances  m 
des  nombres  naturels.  L'expression  de  ^a'y ,  du  n"*,  913 ,  qui  donne 


dx    (tf 


ly 


«/*■ 


(a*^I)' 


,  JPy  {Âaf^ + ^.fl'* + ^,tf")  A» 


dx* 


■kM»i 


devient  pour  ce  cas 


(«*-0* 


— +  etc.  +  const. 


•/b(i»— l)(i»— »)*' 


._,  (^+^.**+^.a»*)A» 


+  consu 


f  etc. 


Si  Ton  veut  prendre  la  valeur  de  Sa*o(^^  à  partir  de  jr=so ,  il 
faudra  déterminer  la  constante  arbitraire ,  de  manière  à  rendre  nul', 
dans  la  même  hypothèse  ^  le  second  membre  de  cette  équation;  on 
trouvera  ainsi 


Sa'x^^^, '  — 


— I         tf^^-i 


■-+»    '  __'  (  «*+  ,)A» 


etc. 


On  voit  par  «es  résultats  particuliers  que  la  constante  est  égale  à 
ce  que  devient ,  lorsque  «âao ,  le  dernier  terme  de  la  partie  variable 
de  l'expression ,  et  doit  être  af&ctée  du  signe —. 

L*expressjon  générale  de  Sa*y  s'arrêtant  toutes  les  fois  que  la 
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fonction  y  sera  rationnelle  et  entière ,  on  pourra  par  son  moyeff 
obtenir  les  sommes  des  séries  qui  résultent  de  la  multiplication 
terme  à  terme  d'une  progression  par  quotiens  (  pu  progression 
géométrique  }  et  d'une  série  dont  le  terme  général  sera  raâonnd 
et  entier.  Les  suites 

1  1.  3  X 


IT- '         vis  *         "Zî  *••••••       ^ 

P  t  P  ^•P 

I  4  lO  ^(:v+i)(x+i) 


/>  /^  p  l.X.^.p 

etc. 

que  Ton  rencontre  fréquemment  sfont  dans  ce  cas.  Leurs  sommes  se  dé* 

duisent  de  Teuppression  de  Sa'y  ^  en  y  faisant  d'abord  A=?:x  ^  a= —  ^ 

P 
puis  successivement 

jf  =  -.         y;= ,       J'  =  — ^ ^- ^,  etc.  ^ 

•^       I  '       "^  i.x  1.2.3 

934.  La  formule  5JPQ=ï=Q(P+î/'>^aQx*P,+  etc.  semble 
encore  plus  appropriée  aux  séries  ci- dessus^  à  cause  de  la  simplicité 
que  présente  l'expression  des  diffêréhces  des  fonctions 

^{x+i)f  ou  lx+  i],      x(x+i){x  +  x)^  ou  [AT+aj,  etc. 


En  faisant  Pc=tf*  et  Q=[oJ[:*r+/r — i],  on  obtient  pour  le  cas 
général 


•-I     <j*+» 


Ce  résultat  est  susceptible  de  plusieurs  réductions,  et  notam- 


inent  de   ceUes  du  factçur  commun    (!  o  ] ,   avec  les  facteurs 
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X  7. 

facteurs  [n],  [«],  etc.  en  les  effectuant  toutes  il  vient 
5[o]a*[A:+«-^l]==- <  û[o]  [x+/ï— j]— [o][j!r+/z — i]-- — 


.—/I 


935.  Si  Ton  fait  P=[ar],  et  que  Q  représente  toujours  une 
fonction  rationnelle  et  entière ,  on  aura  pour  tous  les  cas  où  n  sera 
un  nombre  entier  positif  et  différent  de  l'unité  » 

L  j>i     "^K^^^^n+iJ       ^(— B+i)(^«+z)^     ^(-.„+ ,)(„„+ 1)(_„«4. 3) 

— A'Q; s,  \,    ,    ^f    .    s  +  etc.  +  const, 

"^C— «+i)(— /i+i)(«+3X«+4)^        ^ 

résultat  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

-4  -«+4 

—a'  QL'ï— S][^  +  3] — etc.  +  C{>/W^ 

en  observant  que  [  ^  ]  =  ^^^'—  *   et  en  changeant  les   produits 

(.^/x^i)(_»4.i)^  etc.  en  puissances  négatives  du  second  ordre, 
conformément  aux  loix  établies  dans  le  n%  çox. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  l'on  peut  rapporter  à  cette  formule 
toutes  les  fonctions  telles  que 

Q 

(af+i)(*+2)(x+5)(*+ii)' 

dans  le  dénominateur  desquelles  les  facteurs  ne  sont  pas  consécutifs  ; 
et  pour  £ela  il  suffit  de  remplir  les  lacunes ,  en  écrivant ,  tant  au 
numérateur  qu'au  dénominateur  »  tous  les  facteurs  qui  manquent 
dans  ce  dernier.  Dans  l'exemple  cité  on  arrive  à 
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La  fraction  — --; — — —  appartient  au  cas  qui  nous  occupe  ; 
car  en  décomposant  son  dénominateur  en  facteurs  mnples»  elle 

revient  à "^^  .- ■  ■ ,  et  faisant  iJt— i  î=î:ix'+  1,  on  a 

I  1  aZ+l 


prenant  donc  n=3  ,  on  obtiendra 

4x^+4x^j  4(^+3)      "■ -"^   -^      **■ -"^         -" 

puisque  A*  Q:±=0« 
Si  on  repasse  à  la  notation  ordinaire  ,  on  jurera 

I 


4x*+4;if— 3 


H  vir"^"^}'^ ''*''' 


l;c'+ç       .  x+t 

8(*'+2)(x'+3}^  (iAr+l)(2x+3)^ 

936.  Lorsque  4  est  négatif,  et  qu'on  prend  Arrsi  ^  la  série ,  dont 
le  terme  général  est  a^y  ^  a  ses  termes  alternativement  positifs  et 
-négatifs  y  Si  d^ailleurs  la  fonction  jf  consçrve  toujours  le  même  signe  ; 
Euler  profite  de  cette  remarque  pour  obtenir  une  formule  propre 
à  donner  la  somme  des  séries  quelconques  dont  les  termes  sont  alterna* 
tivement  positifs  et  n^atiÊ«  U  suppose  tf  =s  —  i ,  et  la  sâie 
proposée  de 

qu'elle  étoit ,  devient 

y 9        — j^i f         +yt9  etc. 

l'équation 


c  .  ^     r  il  ^^h     dy  ^  Aa^^A.a'^  ^d^y 

Sa  V^SZ'  ■  ioTy^m  >-  +  -—  h^ :^ 


-<'«»+^',tf«*+^'y*      d*y 


+'  «Mai. 


(fl*-.,)»  "  rf;^» 


*V^+ete. 
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doooe  alors  ,  en  prenant  A  =  i , 

c/     ^.     (—0'  (  I  '^y     ^-■^.  '^y 


/r  +  consi. 


Les  termes  affsctéiJes  coefficiens  difFérenttels  d'un  ordre  pair  dispa- 
roissent  dans  oecte  formule  comme  dans  celle  du  n*«  918  ;  car  en 
faisant  ^  =:  — *  x  dans  le  terme  général  de  Texpression  dé  £  a'y  ^ 
tr^ivée  a*.  9x3  »  il  se  change  en 


I 


I .^.^.. .in^i)A  _ l.n^..n^.^+^^.±::ll _ <^-0 ^"^^n -f etc. 

et  nous  avons  prouva,  dans  le  a"".  918 ,  que  le  second  facteur  de 
câte  dernière  quantité  s'évanouit  toutes  les  fois  que  n  est  impair. 

En  la  comparant  avec  la  valeur  de  ji^ ,  obtenue  dans  le  même 
article  9  on  Texprimera  par  (i"-*0^4i;  changeant  ensuite  n  en  xp , 

mettant  à  la  place  de  J^p^  sa  valeur  sfc — — ^^ ,  rapportée 

x«3«4****^^ 

auxooflBdbres4e6eraoulU{o\9i9  ),onauradb.i- .i.^?"^  ,  «t 

2«3«4* • • •  V' 
par  conséquent 

résultat  auquel  "Euler  n'est  parvenu  que  par  induction  et  d'une 
manière  assez  pénible, 

937.  Appliquons  cette  formule  à  la  fonction  ( — 1)'^^^  de  laquelle 
il  résulte  la  série 

en  commençaot  à  or  s  o  ;  iious  troui^erons 

5(-.) V==t:{  V  .  (^'J*'  —  (^^=11^' 


1-»  1.1.3.4  >^     '^     '     f 

+iî!=:iH?«,(«_,)(m— zX/B~5)(«— 4)*"-*— etcC 


+consc 


R  2 
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Si  Ton  fait  successivement  /72=Oj  m:=zi^  m=:%^  ^=3  >  etc. 
il  viendra 


O— I  +2—3  +4  ....=FA:==f:{^x  +^}  +  C, 
0»_i«  +  i»~3»  +  4\  . .  .qpc»==F:{^x*  +  i.  %x}  +C. 

etc. 

Les  constantes  arbitraires  C  C, ,  C. ,  C\ ,  etc.  doivent  être  dé- 
terminées de  manière  que  ces  expressions  s'évanouissent  lorsque  x^=:o^ 
et  il  faut  observer  que  le  signe  de  la  premièr/e  partie  du  second 
membre  est  le  même  que  celui  du  dernier  terme  de  la  série  du  premier 
membre  ;  avec  cette  attention  on  obtiendra 

Co=-7,      <^.=  — i,      Cl=o,      c:3=  +  :-,etc. 

et  Ton  verra  ,  qu'excepté  quand  772=0 ,  la  constante  est  nulle  toutes 
les  fois  que  l'exposant  m  est  pair. 
938.  Soit  une  série  quelconque 

dont  le  terme  général  J,=  u  ;  si  Ton  pouvoit  obtenir  séparément  la 
somme  des  termes  affectés  d'un  indice  impair^  on  arriveroit  faci- 
lement à  celle  de  la  série 

4o'^^x  +  -'«— -^î  +*^4— ^5 + ^6  —  etc. 

puisqu'en  nommant  S  la  somme  de  la  série  complète ,  et  i*'  celle  de 
la  série  des  termes  dont  l'indice  est  impair  ^  on  auroit 

\     —'iJ.f    —^-^5,    — iJ^       . — etc. 
=    ^«—^,+^.—^^+^4— ^5+^6— etc. 

Si  Ton  désignoit  par  S^^  la  somme  des  termes  pris  de  trois  en  trois 
dans  les  suites  proposées  ,  on  auroit 

\  — xj4^  — 1^5  — ij4s — etc. 

=  ^^ + -^1—^. + ^î + ^4—^5 + w^6 + ^7—^8 + etc. 
On  voit  assez  par  ces  combinaisons  le  parti  que  l'on  pourroit  tirer 
pour  *la  sommation  des  suites  de  l'expression  des  termes  pris  à  des 
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Intervalles  égaux  dans  une  série  quelconque  ;  or  c'est  ce  que  donnent 
les  formules 

(  n\  9x5  )  ; 


X'-tfr- 


./m 


{.^•-. } 


mf 


X'^W— 


l(i  +  A^)^— I  J 


en  y  faisant  /w=i ,  As=i ,  et  A'=i ,  =3  ,  =4  ,  etc.  puis  dëter- 
fliinant  la  constante  arbitraire  de  manière  à  faire  commencer  la  série 
partielle  à  tel  terme  que  Ton  voudra  de  la  série  complète. 


La  première  formule  donne  x'i<=: 


-  ,  et  son  développe- 


ment  se  déduisant  de  celui  de  Sa  (  n*.  919  )  ,  en  y  changeant  seue 
letnent  h  en  H,  il  viendra 

ajoutant  ensuite  le  terme  général  «,  pour  passer  à  la  somme  S'x, 
on  aura 

I  I  du  h'  d?u      A" 


+  etc.  +  C, 


C  étant  la  constante  arbitraire ,  et  on  tirera  de  là 

{i^ih!)B,  du 
1         dx 


Su — %S'u=^(t^  —^fudx-^  -«+ 


2.3.4       ^^ 


3  +  etc;  +  const. 


quand  h!:=^iy  le  terme  fudx  disparoît^  et  on  a,   comme  dans 
le  n^  936 , 

Su—xS'u=^  \  -u  +  î^ ^—^  -; ^ — — ^^-i  -— ,  +  etc.  \  +  const. 

Il  2        dx  '      2.3.4    "^  3 

* 

en  observant  de  donner  à  z^  le  signe  du  terme  oh  Ton  s  arrête. 

939.  Parmi  les  cas  où  les  diverse^  expressions  àtSuj  rapportées 
dans   le   n*".  932,  ne  se  terminent  points  ceux  dans  lesquels  on 
obtient  une  série  convergente  méritent  une  attention  particulière , 
car  alors  on  arrive  au  moins  à  une  valeur  approchée  de  la  spmme , 
des  suites  proposéeSé 


1J4  C  H,     h     D  U     C  A  L  ^  u  t. 

La  foilnule 

Suz=^fuiix  +  jU'i — -^ 2 -—  +  etc.  +  consi. 

z  dx       î'-3*4  dx^ 

étant  appliquée  à  la  suite 

I  ï         1  T 

,  +  -  +  ^^.^ 4.^ 

^       3      4         >  ^ 

donne 

-ni      •  «        X      B%         B^ 

5-  =  1 X  H i-^ — 1.  —  — ^  +  etc.  +  consi. 

X  %x        %x*     ^x^       ox^ 

Cette  dernière  est  d'autant  plus  convergente  que  la  valeur  de  x  devient 
plus  grande  ;  mais  avant  4'en  faire  usage,  il  convient  de  déterminer  la 
constante  vbltraire.  On  ne  peut  supposer  x:^o  ittsi  Toa  fait  x^!^if 

ce  qui  rend  Sr^=i     l'équation  , 

X 

1 23=  -  -ip»  — ^ — i  -^  -ji  -j,  conse. 
1x4         6 

qu'on  obtient  alors  ayant  pour  second  membre  une  série  divergente 
ne  mène  à  rien.  Pour  parer  à  cet  inconvénient  il  n'y  a  qu'à  prendre  :ç 
plus  grand ,  égal  à  10 ,  par  exemple  ;  et  désignant  par  <^  la  qiivilité 

119x89(^8^539681539689 
on  aura 

A=^^\  xo  H — f.  .. — X-^  — ^  ^. — n-2 — ;-  +  etc.  4»  ccnsi. 

X  xo       %ùo      40000         600000Q 

et  on  tirera  de  là 

const.zs.A'^  -  1  10  -^ 1 -^ —  +  etc, 

1  XQ       xoQ       400000 

et  «ettaut  acetfs  ei^ressioa  «n  «ombres^  on  x>btiendra 

const,  =2  o,  577X 1 5  66490 15325, 
Il  est  à  propos  de  remarquer  que  cette  valeur  est  aussi  celle  de  la 
série  divergenfle^ 

-  +  —  "-  -^  +  -^  —  —  +  etc. 

mais  il  £iut  entendre  id  par  la  valeur  dHioe  séné  dimergeHle  4a 
quantité  dopt  cette  série  tient  la  place,  ou  ce  qui  est  la  même  tchose^ 


DÈS    Dtttàik£ncz9^         13J 

la  Valeur  de  la  fonction  dont  la  série  divergente  offre  le  dévelop- 
pement ^  s<nt  général  ^  soit  particulier. 

Pour  faciliter  les  applications  de  Texpression  de^  i*  - ,  aux  SS^ 

tentes  valeurs  de  t^  nous  rapporterons  ici  les  valeurs  des  huit 
premiers  nombres  de  BernouUi  ^  exprimés  en  décimales  ^  savoir  \ 

i?i  =0,033  J353333333 
B^  ==0^13809513809^ 

-^f  =o/)33333333}5n 

*it=Q,i5îîïî553^n5 
i?,,=  1,1666666666666 

^,5=  7,0911 56861745  !• 

Supposons  à  présent  que  Ton  demande  la  somme  des  idôd  premiers 
termes  de  la  série  1  +î+T+€tc.  on  trouvera  ^  en  faisant  jt=iQoo, 
que  pour  avoir  Cette  somme  avec  treize  décimales  »  il  suffit  de  cal-* 

culer  les  ^ti«  premiers  termes  de  l^expressioh  de  ^  -^  |  et  en  ob- 
servant que  le  logarithme  népérien  de  tô  est  1)301585091994045 
(  Intfùi.  ti?.  14  )  9  on  aura 

pour  IVssl'ioooss    6,9077551789811 , 
pour  +-- — «•      £=4-0,0005000000000 


\ 


M*< 


s  <.«»o«ooooooo8  3  3  3  3  3 


+  -—:*       s+o»ôoooooooooûoo 
4^ 

^const.        ^+0,57711566490151 

ce  qui  donnera 

t+î-+T5^=    7,4849708605503, 
résultat  qui  £3x1  voir  avec  qudle  lentew  marche  la  %èàt  proposée  ^ 
quoique  cependant  la  somme  totale  ou  la  limite  en  soit  infinie^ 

puisqu'elle  se  réduit  à  S^:=:i\»,  lorsque  a  est  infinie* 
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Si  l'on  prend  pour  x  un  nombre  très-grand ,  le  premier  terme 
et  la  constante  suffiront  seuls  pour  donner  une  valeur  très-approchée 
de  la  somme  entière  de  la  série  ;  on  aura  donc 

*     3  * 

on  aura  à  plus  forte  raison 

I  +  7 + 7  •  •  •  •  +  -  +  — TT  •  •  •  •  +  — 7~  =  U  ^ +\y  )  +  ^  î 
retranchant  la  première  série  de  la  seconde ,  il  viendra 

formule  qui  peut  être  utile  pour  trouver  les  logarithmes  des  nombres 
un  peu  considérables.  On  la  rendra  plus  exacte  en  introduisant  dans 
la  somme  des  séries  cl- dessus  quelques-uns  des  termes  qui  suivent  \x 
et  \{x  +  y^i  on  obtiendra  de  cette  manière 


H — 7- ..••H ==lC^+>')--'l^+ 


A^+I     x+%  x^y       ^  "^  3t(x+j^)        ^x 


ctc, 

et  toutes  les  fois  que  l'on  pourra  négliger  les  termes  divisés  par  les 
puissances  (^x+y)  et  de  x ^  supérieures  à  la  première,  on  aura 

l(-^)  =  -— +  —-.,.. +  -T-+-( -—). 

940.  On  déduit  encore  de  l'expression  de  S—  quelques  consé<* 
quences  remarquables.  Il  est  d  abord  évident  que 
— + — +— .  •  •  •  +  — — — {br+ L4._L^etc.+C}; 

m       xm       ^m  mx      m  tx       2x*     j^x^ 

en  changeant  jkt  en  /n;c^  on  a  d'un  autre  côté,  si  m  est  un  nombre  entier, 

II  *  €  I  ^l  ^X  .      ^1 

I  +  -+-.-..+  — =1/72  a:+ 2_^+._l^-_etc.+C}: 

a.      3  /7r:r  2/wa:         ^i»*;r:*      4/w*;ïr 

ri 


V 
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û  Ton  retranche  de  cette  série  la  précédente  multipliée  par  m ,  il 
Tiendra 


1     I 

1  +-H — ••••  + 

*    3 


I  I 

m 
m 


•  •  •  •  4*""'~"h 


I  I 

"  "         '    '"•  •  •  •  "T' 


m 


z/n 


mx 


1  /»  +  —  r  — 


i?. 


)  —  — 4(^  —  1)+ CtC 


équation  dont  le  second  membre  se  réduit  klm ,  lorsque  x  est  infini. 
En  faisant  successivement  mz=:% ,  111=3  ^  ;72=:4  ^  etc.  on  tirera  de  là 

li=i— i  +  i-i+f-i  +  i-i  +  etc. 

13  =  1 +r-T  +  i  +  j-î  +  i  +  i-|+ etc. 
.         14=1+1 +  1-1 +  i  +  i  +  i-.|  +  etc 

l5  =  i+î  +  T  +  i— f  +  i  +  y  +  i+i— ï^  +  etc. 

etc. 

I       .        I        .        I  i 


941.  La  série 


/Bx4-;i* 


qu!  comprend  foutes  celles  dont  k  numérateur  est  constant  ^  et  dont 
le  dénominateur  ne  renferme  que  la  première  puissance  de  la  va- 
riable X,  a  pour  somme 


— — — =— !(/wa:+«)  +  -7 — -. 


iB,«* 


^,ifi* 


— +- 
i{mx+ny    j^{mx+n)^ 

6(>w;r+/2)«   •    8(0i;c+/iy       «^+^- 
Si  Ton  veut  déterminer  la  constante  de  manière  que  la  somme 
s'évanomsse  lorsque  :i:=o ,  il  viendra 


0=  —  in  H 


1/»*    •     4«^ 
941.  Si  nous  considérons  en  général  la  série 

I 


etc.  +  C. 


nous  aurons 


I        I 


I 


xT 


XX 


.llH*! 


I  I 

^(^+0(^+^X^+3X^+4)^5 


iHJ5,       »2(/n+i)(/ii+i)i?. 
+— 


w+J 


Apptndict. 


2 . 3  •  4*  5 .  ÔJC""*** 


+  etc  +  c: 
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Cette  série  devient  très-convergente  lorsque  x  est  un  peu  grand  ; 
et  on  peut  se  servir  utilement  de  cette  propriété ,  pour  déterminer  la 
constante  C^  comme  dans  le  n^  939.  Si  l'on  fait  par  exemple  m:=si  ^ 
on  aura 


o  I  ï  I  ^i       ^^        ^^   n     ^      ,   r» 

^  zr  =^  -  z  +  — .  -  rr  +  TT  -  77  +  «*^- +  ^  ^ 


et  posant  xs=  10^  on  obtiendra 

,1.1  I  II  I  I  ^     ,  ^ 

X*     3*         10'  10    100      6000    3000000  yA 

d'oh  Ton  tirera 

Ct=:  1,644934066848x16430, 

en  poussant   la  série  du    second    membre  jusqu^à   son    diaçiànîe 

terme. 

Une  circonstance  très-digne  de  remarque ,  c*est  que  la  valeur  de  C^ 
à  quelque  degré  d'exactitude  que  l'on  porte  l'approximation ,  se 

trouve  la  même  que  celle  de  --«  ^  w  désignant  le  rapport  de  la  cir« 

conférence  au  diamètre  ou  la  demi-circonférence  du  cercle  dont 
le  rayon  est  1 ,  et  que  la  transcendante  ^  entre  aussi  dans  l'ex- 
pression de  la  constante  relative  aux  séries  dont  les  termes  géné- 
raux sont  —  3  —T  9  ^^c*  ^^  attendant  que  nous  démontrions  ri- 
x^       x^ 

goureusement  la  vérité  de  cette  assertion ,  par  la  considération  des  * 
produits  composés  d'un  nombre  indéfini  de  facteurs ,  on  peut  au 
moins  la  vérifier  par  approximation  et  de  proche  en  proche ,  sur  les 
séries  indiquées  précédemment. 

Si  l'on  calcule  aussi  les  valeurs  de  la  constante  dans  les  séries 

I     -  I 

dont  les  termes  généraux  sont   —  ,   -j-  >  ^c-  ^^  qu'on  les  cpm- 

pare  aux  puissances  9r%  ^^,  etc.  on  aura ,  en  portant  l'exactitude  ' 
à  seize  décimales  et  en  observant  que  la  constante  donne  la  valeur 
de  la  série  lorsque  x  est  infini , 
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I  +  —  +ctc,=i,644034o66848i264==. — - — — — ^  '^^ 

X  O  I  «2 


«39 


I  ^  I         , 

I  +  -y +etc.= 1,10105690}  1 595941=  — tT 

I  +  — +ctc.=i,o8i3i3i337i  1 1381=  - 

2i 


1^^, 


ir 


90  1.1.3.4 


i  +  -r+etc.= 1,03  691775  5 1068631=— rw^ 

I  w^  1^5 

i+-5-+ctc.=i,oi7343o6i984449i=-— — =— j — ^-r»' 

Z  Qii5î  I.1«...C> 


945 


iH hetc.=i,oo8349i773866oi8= r-w' 

1'  X995,ip6 

1  +  -7+etc.=i,oo4077356i979443= =— tT 

1 

i  +  — +etc.=:i,ooioo839i8i6o8ii=;: 
1 


9450        l«^....o 

I 


19749*35 . 


.10 


1»5 


9 


,  +  -L+etc.=..,ooo994î7S"78»8o=^^^^^^^--^„ 

etc. 

643.  n  est  bon  de  remarquer  que  ces  valeurs  donnent  aussi  lei 
limites  des  séries 


i+i  -  -+ 

2 

I       I 

1  + 7+ 

1        z 


5   »  — 


z^^+ 


i?5- 


Z^ 


3       2        2*3  1*3 


1:1-2^,+-^^  i» 


Z.3 


4       2       i*3*4  i-3«4  i*3*4 


1^, 

B. + etc.= .-^TT* . 

'  i.i 

-    5.+etc.:=T,ioio. *  • 
1 

Ô.IG         „  î'-ff,  . 

1.3  ^  1.1.3.4 

^< ^- -B7  +  etc.=  1,0369. .  • 

1.3.4 


I       y  ,  3.4>5'6p       5'^'7-8p   ,  7*8.9. lOp      9.10.11.11^    , 

5      1    1,3.4,5  1.3^4*5         1.3.4.5  1.3.4.5      '  i.i...(> 

etc. 

qu'on  obtient  en  faisant  a;  =  z ,  et  successivement 

m:=:i  y  in=:3^  ^==49  ^"=59  c^^*  ^^'^^  ^^  ^^'^^  ^^'^^  ^^  terme 


général  est  -^. 


s  z 
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Les  mêmes  valeurs  conduisent  aussi  à  insérer  un  moyen  entre 
chacun  des  termes  de  la  suite 

c'e5t->à*dxre  ^  à  trouver  les  expressions  des  quantités  qtu  seroient 
représentées  par 

^à9  ^A»  ^B9  ^è9  etc. 

En  effet.  S,  et  B^  répondant  aux  séries  t  +— +  etc.  et  i +-j+etc. 

^4  doit  répondre  à  la  série  intermédiaire  i  +  -3-+etc.  et  d'après 

la  loi ,  suivant  laquelle  sont  formées  les  limites  des  deux  premières , 

i*B 
on  doit  avoir ,  pour  la  troisième , —  9r'  ;  on  conclura  de  là 

l'J?.  ,  I  3  »  3  I  n 

1.1.3  15,7^36  125,79436        »^     ^     / 

on  arriveroit  de  même  à  ^4 ,  Be,  etc. 


044.  Soit  encore  la  série  dérivée  de  «  =  -— — -.  on  aura 
yl^=iarc(tang=î)(n-.366), 
et  si  Ton  prend  y  =  arc  T  cot  =  -  )  >  il  viendra 

</y  1  xdy  sin j^  cosy      dy  sîn  1  ^ 

smy  iï*+x'  »•  a»        • 

i/«            sin  y*sin  xy 
d'où  on  conclura      7-  :=s  — ^ = ;  on  obtiendra  ensuite 

dX  ÎL 


11'» 


a  ^^y{ sîny cos^ sin  1  y  +  sîn^^cos  %y  ) 

dx^  1^—  , 

d*u  i(sinj^^cos^  sîni^ + siny^cosi^  )      1  siny^sin  3  y 

dx^^       ''  n*  «* 

on  trouvera  de  même 

d^u a .  3  sinjK^sin  4y         d^u 2.3. 4sin>r^sin  5  y 
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et  Ton  aura  par  conséquent 

siny' 


I4t 


J ^=-1  -«■— yl+ 


5,  siil^'smiy     B^  siny^An^y 
— " 5 P '-E — ^- 


If 


-^^       '  f     ^+etc,  +  C 

6  nr 


Pour  appliquer  cette  série  à  des  cas  particuliers ,  tl  faut  aupa- 
ravant en  déterminer  la  constante  C  II  semble  d'abord  qu'on  peut 
effectuer  cette  opération ,  en  partant  de  la  supposition  de  jf =o  ^  de 
laquelle  il  résulte  y  =  i*^  smy^s^i ,  sinij^slo,  sin4j^ii=o,  etc. 

et  par  conséquent  — -  +C:=o,  ou  C=s— — ~;  mais  cette  va- 

leur  de  la  constante  n'est  pas  complète ,  car  si  on  faisoit  x  infini ,  ce 
qui  donneroit^'i^co ,  On  tronveroit  pour  ta  limite  de  là  série  proposée 

—  +  C,  ou  —  — — 7,  tandis  que  nous  montrerons  dans  la  suite 
2/1  an       m 


2nT 


que  la  vraie  valeur  de  cette  limite  est 1 — 

^  2/»      an' 

n{t     — i) 

Nous  expliquerons  alofS  à  quoi  tient   le  paradoxe  que  nous 

Êusons  remarquer    ici,    et  dès  à  présent   nous    prendrons    en 


conséquence  C  = 


in* 


+■ 


;  par  ce  changement  l'ex- 


prttiioa  de  S  «^  ■■;  deviendra  applicable  à  tous  les  cas. 

.  n  T^ 
945*  Occupons-nous  maintenant  des  sériel  dont  le  terme  géoéral 
est  une  fonction  transcendante;  soîtn  =  I^^  nous  aurons 


I           B 
S\x^=Lx\x'-^X'\ — \X'\ ^ 

2  X.XX 


B. 


B 


T^-r^-^^^  +  c, 


5.4X*       5.60:^ 
en  observant  que  fdxXx^^xXx^^x  (  n%  42c  ). 

On  ne  sauroit  encore  ici  déterminer  la  constante  en  faisant  xt=zx  ^ 
parce  que  le  second  membre  n'offre  alors  qu'une  série  divergente  ; 
mais  en  fdsant  x=io^  calculant  la  somme  des  dix  premiers  termes 
de  ce  membre  ^  et  l'égalant  à  celle  que  donnent  les  logarithmes 
népériens  des  dix  premiers  nombres ,  on  trouvera 

C  =  o,9i893.85332047, 


1 
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à  moins  d'une  unité  décimale  du  troisième  ordre  ^  valeur  ^\  sera 
par  conséquent  la  limite  de  la  série  divergente 

3.      Bx         B% 

I ^+-^ ^  +  etc. 

i.x    3,4      5,6 

fr     ^2«2, 4.4.6.6. 8«8.io.io«ixetc. 

L  expression  -  = ^ — • 

X        1.3.3. 5.5. 7. 7. 9. 9.  II.  II. etc.  > 

que  Ton  doit  à  "Wallis ,  et  que  nous  déduirons  dans  la  suite  d'une 

y^     dx 
j  conduit  à  la  vraie 

valeur  de  la  constante  C.  Pour  cela  il  faut  observer  qu'en  passant 
aux  logarithmes ,  et  s'arrêtant  à  un  nombre  x  de  facteurs ,  on  obtient 

y   f  ali+zl4+2l6+il8  +  zl  To. ..  +  1K2.* — a)+l2:i: 

"'*         I 1 1 2I3— 2I  5 2I7 2  19...  • 21(2 X 3)+  (2X 1) 

et  qu'en  prenant  les  limites  dans  la  supposition  de  x  infini  ^  on 
trouvera  par  le  moyen  de  l'expression  précédente  de  i'ix 

li+l2+l3+l4+l5----+ï^=^+(  *+r)l^—  * 

11^12-1-13+14  +  15..,. +l2X=C+(2X  +  ^)l2a;—2X 

l2+l4+16+18+lip...+li^=*yij»f+*l2==:C+(x+^)W+^l2-pjr. 
Retranchant  la  troisième  série  de  la  seconde  |  il  vient 

Il  +I3  +I5  +l7-  •  •  •  +l(2^-T-i)=*l^+  (Jf +7)12— .>, 
d'où  Ton  conclut 

lh  +  ll4+ll6...+2^(2y— 2)  +  l2y  l_f2C+2(jr  +  i)lx+2rl2— 2r— l2^ 

^2tl— 2!3— 2I5,..— 2l(2Ar— 3)  +  2l(2Ji:— l)  J       \     — 2;rlx-2(:r+^)l2+2x 

et  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à  1t— .I2  ,  on 
obtient ,  d'après  la  réduction  du  second ,  1  «•  -- 1 2  =;=  2  C— 2 1 2  , 

d'où      .Cz:ii{\7r+\x)='j\%ir  =  \\/^7^y 

résultat  bien  remarquable  et  d'après  lequel  on  a 

S  S  S 

S\x  =  il%^+x\x-^x+^\x+—^ \  +— j-s c^C- 

On  rendra  cette  équation  propre  à  un  système  quelconque  de  lo- 

B  S 

garithmes.  en  multipliant  par  le  module  les  termes '— ,  — 5_  ^  etc. 

^  I . %x    3 • 4^ 

dans  lesquels  il  n'entre  point  de  logarithmes. 
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946,  Proposons-nous -pour  exemple  de  trouver  la  somme  des 
logarithmes  des  1000  premiers  nombres  des  tables ,  c'est-à-dire ,  la 
valeur  de  li+l  i+l^..  ««+11000.  La  caractéristique  1  désignant 
ici  des  logarithmes  ordinaires ,  dont  le  module  sera  pour  abréger 
représenté  par  M,  on  aura  ar=iooo^  d'oii  on  conclura 

'  x\x      =      3000,0000000000000 

+  ^ljr=  1,5000000000000 

+  jli^    =  0,3990899341790 

—    Mx     = —  434,1944819031518 


MB, 


i.xx 
MB 


=  +      0,0000361911068 


3.4X 


^  =  —      0,00000000000 1 1 , 


I0<?O 


résultat •  •  • .  •  1567,6046441111318  : 

mais   1 1  +  Il  + 1 3. •••••  +  liooo=:l«i.  1*3 •••1000=1  [1000]  ; 

1000 
il  s'ensuit  que        1  [  1000]  =  1567,6046441111318. 


10:0 


L'on  apprend  par  là  que  le  nombre  [  1000] ,  dont  le  calcul  est 
presque  impraticable,  doit  avoir  1568  chiffi'es ,  et  que  les  dix 
premiers  chifires  sur  la  gauche  sont  4013871600 ,  en  sorte  qu'il  est 
compris  entre  les  nombres  qui  résultent  de  4013871600  et  de 
4013871601 5  suivis  chacun  de  1558  zéros.  Cette  connoissance 
suffit  dans  beaucoup  de  recherche^,  où  Ton  ne  demande  que  les 
rapports  des  produits  de  grands  nombres  ;  et  dans  ce  cas  la  valeur 
approchée'  de  ces  rapports  devient  précieuse  par  l'impossibilité  oît 
l'on  est  d'effectuer  les  calculs  nécessaires  pour  arriver  à  la  valeur 
exacte.  La  longueur  de  ces  calculs  devient  alors  un  obstacle  aussi 
insurmontable  que  la  difficulté  d'exprimer  rigoureusement  une  fonction 
transcendante.  Laplace  a  beaucoup^  étendu  cette  recherche ,  dont 
les  applications  sont  très'-fréquentes  dans  le  calcul  des  probabilités , 
mais  comme  il  s'appuie  sur  des  considérations  différentes  de  celles 
qui  nous  occupent  maintenant ,  c'est  plus  bas  que  nous  rendrons 
compte  de  ses  travaux  sur  ce  sujet. 
947.  En  suivant  Euler,  nous  allons  montrer  comment  on  parvient  à 
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trouver  le  coeffictent  quelconque  d'une  très^-haute  puissance  du 
binôme  et  le  rapport  que  l'un  quelconque  des  termes  de  cette  puis» 
Silice  a  avec  la  somme  de  tous  ceux  qui  la  composent. 


Le  terme  général  du  développement  de  (4+*)"*  étjnt  ['»][o]tf*"*^, 
son  coefficient  [^][ol  peut  être  changé  en 


«F* 


et  passant  aux  logarithme^  il  vient 


n      — n 


l[m][o]x=l[i»]— 1[/2]  — l[/7x^»]; 
or  on  a  par  le  n"*.  945  , 

m  S  S  S 

I-.  xn          3  •  4"^                5  *  ^"^ 
1  [  n  J=^lzT+(  H  +  i)ln-;2+-?! ^^  +  ^^ etc. 

lEw— fl]=îIîir+(<«— «+i)l(«—»)— JB+/J+  — — : — —5 — -  +  etc. 

>ce  qui  donne 


n 


^     ^.  5,  ^. 


-w  -T ? 4r 2 L  ' 


■  I  " 


3.4^^         3-4«*       3«4(^ — ^'*)' 
+  etc. 

Lqrsqu.Q  Ton  fait  0  ==:--^  >  quand  n  est  pair  9  on  tombe  sur  le  terme 
qui  occupe  le  milieu  du  développement  de  la  puissance  de  n+i», 

Fini 
et  qui  est  affecté  de  tf"^"}  son  coefficient  est  exprimé  par  -^ — -  ^ 

'  ([*])• 

le 
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la  formule  ci-dessus  donne  pour  son  logarithme 


%m 


1  l^*"^~.       M         M    j       1     .       -^c  B*  B. 

'  — iP— — 7»'^— î1«+i«Uh ' r——  j ^  \  ■  —etc. 

/r„-n«  1.1. z«       3,4.xV        5.0.1V 

i5.  iff.  iF, 

+  -T-h 7-73-+  ««:• 


i.i./i  3*4'''  5.6/i^ 

expression  que  l'on  peut  changer  en 


(["])*  ""^      i.i.i«     3.4.xV       ^.6.iV 

n  l'on  passe  des  logarithmes  aux  nombres,  on  aura 

|xn|  i*"        — ;      -  1      —  ■     ^       . 

11  est  facile  maintenant  de  développer  cette  série  suivant  les  puis- 
sances de  a  ,  en  substituant  à  chaque  quantité  exponentielle  la  série 
qui  lui  ^t  égale  ;  maïs  nous  n'effectuerons  point  ce  calcul ,  parce 
que  la  forme  logarithmique  est  la  plus  commode  pour  les  appli- 
cations. 

Si  Ton  se  proposoît  par  exemple  d'obtenir  le  rapport  du  coefficient 
moyen  de  la  puissance  z/i  du  binôme  à  la  somme  de  tous  les  autres  , 
on  feroit  a  et  b=i ,  d^oîi  (^ +*)-=i-;  le  logarithme  du  rapport 
cherché  auroit  pour  expression 

En  prenant ,  par  exemple  j  fi«=ioo ,  on  trouvera  par  cette  formule 
If  rapport  de  i  à  0,0795891. 

948.  Soit  ir=tf%  la  formule  Suz=ifudx-\'{u'^ttc.  donnera 

Sa'=Al  +1+^U ^0^)»+ ?5_-(l^)'-etc.}+  C 

lia     a      1  2.3.4^   '      a.3.4,5,6^   '  J 

En  faisant  Sa'=ro^  lorsque  x  =  o,on  trouvera 

(Itf     a     ;a  :ï»3.4  a.3.4.5.6^   '  J' 

Appendice.  T 


14^  Ck,    h    DtrCAictri 

et  on  aura  par  conséquent 

mais  on  sait  d'ailleurs  que  Sa'^ss^ —  (  n\  953  ):  on  c6n- 

û  ""^  I 

dura  donc  de  ce  qui  précède  que 


tf— t     la     2      2  3f3«4  ^.3.4.5.6 

d'oii  oa  tirera 

(— ^)\a^ï  +—(}ay i^—{lay+ i^—MaY^tc. 

équation  dont  le  premier  membre  se  réduit  à  ^ ^—r ,  et.donne  ; 

comme  on  voit ,  la  somme  d'une  série  très*remarquable. 
949^  Si  L'on  prend  ussAÛrtax^  on  obtiendra ,  par  la  formule 

I  r .  B^a  B\a^ 

S  sin«r=—  -cosjx+ ^inax  +  --^osax + — cos  ax 

a  2  a  ^•3«4 

Bti^ 

*    + ï ^COStfJi:  +  etc.  +  C 

â«3.4..5.6 

Dans  le  cas  oii  jtsso,    on  a  Ssmax:=:o^  d'où  il  suit 

Cr= î 2 — ^ 2 7-— etc. 

a        2  3«3«4        â.3.4.5.6 

et  par  conséquent 

xfï       ^t^       ^\^^              ^54^  1 

5smtf*=7Sin4af + (i— cos^^r)] — 2 —  — 7-  —etc.  >• 

^  U         X        2*3.4        3.3.4.5.6  j 

Mais  puisque  xsina jr=—  — ^^.    ,  ^      (*  »*•  9o8  ) ,  il  rient 

COS(tf*  — jtf)    ,      .     . 

âsin^a    . 

costfxcos^tf — sinifjirsin^     cos^^s 

+ 


jssijùtiax  '\' 


asinjtf  3Sin-tf 

COSx^(.I — COStf  Jc) 


dsm  ja 


y 


L 
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en  détermioaiit  la  constante  pour  que  cette  dernière  expression 
de  «fsinar  s'évanoubse,  ainsi  que  la  première  ^  lorsque  x  =  o. 
la  comparaison  de  Tune  avec  l'autre  donne 

r^^ — =ri.cotia  = î ' — 2— etc 

On  paryiendroit  au  même  résultat  en  partant  de  S  cosax. 

950,  En  gfénéral ,  si  dans  les  formules 

xsîn (p  +  qx)  =—  ^^n/^H-^^-— »^    }  ^ ^^^^ 

xsin^fÂ 

#     .        *  sîn(^4-^r — ^ûh) 

xsinjqà 

on  change  j:  en  jp  +  A ,  et  qu*on  détermine  ensuite  la  constante 

arbitraire^  de  manière  que  les  résultats  soient^respectivement  sin^ 

et  cosp  lorsque  x=0)  on  aura 

'  xsin^qh  xsin^qk 

Xr^r.j..^\^       «nÇ/^  +  y^+Tf*)        sîn(p^lyA) 
^^      ^    '  ism^jA  isin^f A 

La  formule  5/»Q=  Q(P  +  s/»)— aQx»P,+ etc. 

conduit  au  même  résultat  que  celui  qu'on  dédutroit  des  expressions 
du  n*.  ^09  ^  et  donne  la  somme  de  toutes  les  séries  dont  le  terme 
général  est  le  produit  de  siù{p  +  qx),  ou  i^  COî{p  +  qx)j  par 
une  fonction  rationnelle  et  entière  de  jc  j  et  pour  étendre  ce  procédé 
aussi  loin  quil  peut  aller ,  il  ne  faut  pas  oublier  que  toute  fonction 
rationnelle  et  entière  de  sinus  et  de  cosinus  se  rftmène  à  des  sinus 
et  à  des  cosinus  d*arcs  multiples. 

951.  n  paroît  difficile  au  premier  coup  d'oeil  de  trouver  ce  que 
deviennent  les  expressions  de  f  sid  {p  ^^qx)  et  de  S  cos^p-^qx)^ 
lorsqu'on  y  suppose  x  infini  ;  car  on  ne  voit  pas  quelles  peuvent 
être',  dans  cette  hjrpothèse,  les  valeurs  des  fonctions  cos(jf-t-qx-hiqh) 
et  de  àn(p+qx^iqk)j  qui  pourtant  ne  sont  pas  susceptibles 
de  devenir  infinies ,  puisque  le  sinus  et  le  cosinus  ne  sauroient 
surpasser  le  rayon.  Cette  difficulté  |  a^tée  d'abord  entre  Daniel 
BemouUi  et  Euler  ^  parolt  avoir  été  suffisamment  éclairde  par  Lexell 

.  (  Navi  Comment.  Acad.  Pttrop.  T.  XVIII  ). 

1  » 
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Il  faut  observer  premièrement  que  la  série 

sîn/>  +  sîn(/>  ■+•  f  )-4-sin(/?  +  if)....+  sîn(/>+  qx') 

est  périodique,  c'est-à-dire,  que  ses  termes  redeviennent  successi- 
vement les  mêmes ,  et  qu'en  conséquence  les  diverses  sommes  par- 
tielles deviennent  nulles ,  à  la  fin  de  chacune  de  ces  périodes.  En 
efièt ,  l'expression  de  5  (/^  4-  f  a:  ) ,  qui  se  réduit  à 

ç-   ,„^,^N_        cosC/^^-Çar-^-Oy)     ,  cos(/^--if) 
^'^  ismff  asm^f 

lorsqu'on  prend  hz=L\ ,  s'évanouit  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
données  par  l'équation 

dans  laquellev  ^mnr  désigne  un  multiple  quelconque  de  la  circonférence 
du  cercle  dont  le  rayon  =-1.  Si  le  rapport  de^  à  q  est  celui  de  deux 
nombres  rationnels  ,  on  aura  évidemment  une  infinité  de  valeurs 
Àz  X  ^  pour  chacune  desquelles  l'expression  dé  5  (  sin  /^  •f'  f  Jt  ) 
s'évanouira. 

Cette  expression  étant  ainsi  susceptible  d'un  nombre  indéfini  de 
périodes  ne  sauroit  avoir  de  limites  déterminées  ;  mais  il  est  impor- 
tant de  remarquer  que  si  l'on  prend  le  milieu  entre  les  différens 
résultats  que  l'on  en  déduit  pour  toutes  les  valeurs  de  x  ^  on  tom« 
bera  sur  une  expression  dont  le  développement  en  série  sera  iden- 
tique avec  la  proposée.   Pour  cela  on  fera  successivement 

dans  J"  (/^  +  j^  X  )  f  et  on  obtiendra 

COS(/^  +  ^f  )^  C0S(/7~lj) 


1  sin  7  f  1  sin  ^  f 

C0S(/7  +  |f  )      .    cos(/N-^^) 


isin~f  x%\Ti\q 

cos(;^-t  iy)      ,    cos(/7— ^^) 


isinff  isinj^ 


cos(/?+- q)  ,        ,    . 

isin^y  isin^y      ' 
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la  Valeur  moyenne  résultante  de  ces  valeurs  particulières  dont  le 
aombre  est  /3+ 1 9  sera  exprimée  par  la  série 

(«+l)COs(f \q)  1  f/,s  /ts  r^^'ï+ï.^ 

— .  *     ^.    ,    ^ — /    ;    x>  .  {cos(/^+^j)+cos(/y+|^).,.+cos(/^+ — -^?)}. 

La  somme  de  la  série ,  renfermée  entre  les  accolades ,  s'obtient  en 
écrivant  p+^rl  9  ^  ^^  P^^^^  ^^  Pf  ^^^^  Texpression  de  Scos(p+qx) 
et  en  y  £lisant  x=n  et  A=:i ,  ce  qui  donne 

sin{p+(n+i)q)  sinp      _cos(/?+(-f-iï+ i)^)sin-f(ii+ i)y 

quantité  nulle  dans  l'hypothèse  actuelle,  puisque  -T(^+<)f  est  un 
multiple  de  la  demi-circonférence  :  le  résultat  précédent  se  réduit 

donc  â      —. — ^ •  Telle  est  l'expression  que  Daniel  BernouUi 

2sm— f^ 

reg^doit  comme  la  somme  ou  la  limite  de  la  série 

ànp  +  s\n(^p  +  qy  +  sin{p  +  iq)  +  etc. 

continuée  indéfiniment ,  mais  qui  n'en  est ,  à  proprement  parler , 
que  le  développement  (  /nr»  n?.  4  )  ,  ainsi  que  Ton  peut  s'en 
convaincre  4  en  formant  l'équation 

-     .~7^  =^^"^  +  sin{p  +  f  )  +  sin(j?  +  if  )  +  etc. 

de  laquelle  on  tire  d'abord 

cos  {p — lq)=iswpsisï  jf + isin(jf +q)sinjq+ isin(;'+  aj  )sin^f + etc. 

puis 

cos(/^— ^f)  =  cos(/^— ij)  +  cos(/^  +  |^)  +  cos(>+fy)+cos(/^  +  iy)+ctc. 

en  mettant  pour  les  produits  de  sinus  leurs  expressions  connues  ;  les 
deux  membres  de  ce  résultat  deviennent  identiques ,  abstraction  faite 
du  dernier*  terme  y  ainsi  que  cela  arrive  dans  le  développement 
des  fonctions  en  séries  divergentes  (  Ini,  n"".  5  ). 

Cette  dernière  transformation  donne  un  moyen  aussi  élégant  que 
facile  de  parvenir  à  l'expression  de  Ssin{p+qx).  En  effet ,  si  on 
multiplie  par  %àn  —  q  les  deux  membres  de  l'équation 

^siû(/+f  jr)=sin/»+sin(/»+î)+sin(/»+2î). . .  « +sin(/»+ j*). 


4-)f)} 
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dledericat  *SMif5«M<^+f«)3« 

rsin/^sinff +2sin(/>+y)$m^  j+i$in(/^+*  ^)  sinf  ;•  •  •  •  +  iâii(^+f«)sin  Jf , 

et  se  transfibrine  en  asin-^f  «f  sm(/'-4-fjr)=3 

-•<©</^  +  -f  f  )•  •  •  •— co</^+(«— 4-)y>— cos(p+(^+ 
d*où  Ton  conclut 

951.  EnappKqnant  à  l'expression  de  ^cos(/^  +  f^)  et  à  la  série 
co$/^  4-  cosi^p  +  î)  +  co«(/>4-if)  +  cos(/>+  3f  )  -♦■  «te. 
les  raisonnemens  et  les  opérations  du  n*.  précédent,  on  parvient  à 
des  conclusions  analogues.  On  trouve  d'abord  que  la  valeur  moyenne 
de  toutes  les  sommes  particulières  déduites  de 

imn-^  ism-f 

donne  la  quantité 

l(H+l)sinjf  !(«•+•  l)sin[f  '^       X4^  I  xr  7/  V^  X      /^    ^ 

La  somme  de  la  série  comprise  entre  les  accolades  se  tirant  de  Tez- 
pression  de  Ssm  {p-^qx) ,  en  y  changeant  p  tïk  p^\q  ^  et  en  y 
faisant  A  =  i  )  x=:/i|  est 

# 

cos^         co%{p 4. (n 4*  I  ).f )      Skn{p  ^l{n^  i) ^) sîn  î^  («+  i)f 
isinff  isin^;  sin^j 

et  s'évanouit  nécess^rement  lorsque  l'équation  (11+ 1)^ =a/R7  a  lieu. 

^         .  .  .  sîn(/^— 'j) 

On  a  donc  encore  dans  cette  arconstance — .    ,    ^;et  on 

2Sin-;f 

prouve  que  le  développement  de  cette  fonction  reproduit  en  effet  la 
série  proposée,  en  multipliant  par  asin^f  lés  deux  qiembres  de 
réquation 

IL — iZi=co%p  +  cos  (/>  +  î)  4-  cos (p+  ^q)  4-  etc. 

%siïi^q 

qui  devient  alon  ^ 

-^sin(/-^H)=wîn7Vcoy4-i$in[jco$(/^+î)4-asînifCOs(/+iy)4-ctc.» 
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se  chaoge  en 

— $in(/J+îf)^sb(/^+ Jf)—  etc. 
lofsqD'oQ  y  met  pour  fes  produits  de  skiue  et  dé  cosintis  fetm  va- 
leurs 9  et  devient  par  conséquenf  identique  si  où  la  considèiie  Comme" 
indéfinie* 

On  anive  aussi  à  ^expression  de  Scm{p^nx)  ^  aa multipliant 
par  2  nn  ^  7  9  les  deax  membres  de  l'équation 

Jcos(/'  +  y:ir)=cos/^+cos(/?+j)+cos(/>+ij)+ .  • .  -f-cos(/^+yjir)  , 

on  forme  de  cette  manière  féquation  7Siti\,qSco^{p'\^qx)ziA 

asini^co^+  xdn  îfCos(/i+f)  +  îftB^  ycosC/^+îj'). . .  Jf^xsxnjqzoï^p^qx  ) , 
équivalente  à  cette  autre  :  i  sin  ;  f  5  cos  (  /?  4-  ^  x  )  = 

— siiî(/— 'if)+sin(/^+i^)+sin(/^+|^)..,+sin(/;+(*— i)j)+sîn(;,4.y:r^ 

— sitî(/^+if  )— sin(/» +|f  ). . .  — sin(/^+ (r—  i)y) , 

de  taqudte  on  tire      v 

iycosO+f)x= r-^ r—  , 

résultat  conforme  à  celui  du  n*«  950. 

953*  La  sommation  des  suites  a  conduit  Euler  à  des  interpo-     Application  de 
lations  très-élégantes  dont  nous  allons  dbnner  une  idée.    Il  faut  la'sommationdes 
d'abord  observer  que  certaines  suites  représentent  des  fonctions  que  poûdon.     "'^  * 
l'on  ne  sauroit  exprimer  d'aucune  autre  manière ,  et  dont  otf  n'a  pas 
même  les  difôrentidks  ;  Euler  les*  appelle  fimenams  inexpUcabiUs. 
La    première   recherche  à  Êdre   est  celle  de  lears-  ctifiiérentielles 
dont  on  obtient  des  vsdeurs  approchées  par  lé  moyen  des  formules 
du  n\  971. 

Su[^K>sons  y  par  exemple  ;  que  l'on  demande  les  diffi^ntielles  de 
la  fonction  qui  exprime  la  somme  de  la  série 

III  I 
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fonction  doot  on  ne  sauroit  avoir  l'expresnon^  indéfinie  ^  mab  dont 
la  vakor  approchée  est 
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en  désignant  cette  fonction  par  C^,  on  aura 

~  =  i— -L+^-:?i+^î  — etc 

dx         X  !*•       **«**' 

série  qui  donnera  avec  d'autant  plus  d'exactitude  la  râleur  du 
coefficient  différentiel  que  celle  de  x  sera  plus  grande. 
En  général  ^  la  formule 

X       X  dx      1.3.4  ^jt'      a.3.4.5.6  ^x^ 
donnera 

du  I  i/n    5,  ^i«         Bt     d^u  B<  '        J*ir 

— z=zu^ -| •  —  —  — - I ' —  etc. 

dx  xdx      X  dx*'       x.j.^dx^      x.i.4.^.6dx^ 

SI  l'on  fait  Su=:U. 

On  appliquera  de  même  à  cette  recherche  les  autres  formules  du 
n"*.  93X I  et  par  leur  moyen ,  on  obtiendra  le  développement  de  la 
valeur  que  prend  Uj  lorsque  x  se  change  en  x+»^  ordpnné  suivant 
les  puissances  de  «. 

954.  Euler  est  aussi  parvenu  au  même  développement  sans  le 
secours  des  formules  citées ,  et  par  des  considérations  qu*il  est  boa 
de  connoitre. 

Soit  S  la  somme  de  la  série 

^,  i?,  C,D, X, 

correspondante  aux  indices 

StÊ  et  Xtt ,  ce  que  deviennent  cette  somme  et  le  terme  général  ^ 
lorsque  x  se  change  en  x+m^  et  ^désignons ,  comme  à  l'ordinaire ^ 
par  S^y  S^y....X^,  X^y  etc.  les  valeurs  de  S  et  de X,  çorres^- 
pondantes  à  x+i,  x^x^  etc.  Cela  posé^^  nous  aurons 
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Maintenant  il  faut  examiner  la  forme  que  prend  la  série  dans  les 
termes  très-éloignés  du  premier,  aân  de  connoître  la  limite  vers 
laquelle  elle  tend  sans  cesse.  Si  ^  par  exemple ,  ses  termes  consécutifs 
approchoient  de  plus  en  plus  de  Tégalité ,  de  manière  qu'en  supposant 
rindice  n  tr^-grand,  on  eût,  avec  une  exactitude  toujours  crois- 
sante, -ar^=JP,j^, ,      -y„^,=-ï,j^^,  etc.  on  en  concluroit 

> 

et  par  conséquent  5'^fli=5'„  +  »jr„^,.  En  égalant  cette  expression 
de  Sm^n,  ^  c^Ue  qu'on  trouve  dans  le  tableau  ci-dessus ,  on  obtiendra 

mettant  pour  S^  son  développement,  et  tirant  la  valeur  de  S  m ,  on 
aura 

Cette  formule  étant  appliquée  à  la  série        i  -{ h  -•••  +  -  • 

donne 

I  1  II  ai 

«?•=  *y  -j •{ ,       *    .  +    ,   •  •  •  •  +   ; +' 


% 


\ 


x+\  ^  +  2i  "  x-^rZ  JC+/1     x^n-^i 


jc+w+l        Jt  +  «  +  a        J^  +  «  +  3    ***       jr+«  +  « 


OU 


en  négligeant  le  terme  correspondant  ït^X^^^  ;   ce  résultat  sera    • 
d'autant  plus  exact  que  x  sera  plus  grand  et  »  plus  petit. 

Pour  le  développer  suivant  les  puissances  de  »,  on  observera  que 

I              I               »              »•  ûi' 

_. — = — -  ■  J — —  ..  4-  etc. 

*+!+«   *+i     (^+0    (^+0'     (^+0' 

I              I                »              •*                «'  • 
s=-       .^. -4 — +  etc. 

etc. 
Appendice.  y^ 
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et  on  aura  ensuite 

^    l(*+0*^(*+3)*^(*+3r     (*+4)*         .    i 
__«•( i + l L \ j î — -"+  etc.  \ 

jf      I  i  I  I  1 

'—  etc. 

comparant  cette  formule  avec  la  série 

^    dS ,»     d^S  *>*     (PS      «' 

S»=S+-.  -+T-;  — +7-; -+  etc. 

dx  i     dx*  ï»u     dir  i.a.3 

qui  résulte  du  théorème  de  Taylor ,  on  en  conclura 

££_  f      I  I  I  I  \ 


£*5 

££ 

etc. 


Considérons  encore  la  série 
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5=I^ — — I — ^ — ; 

a-     3"     4"  ^x' 

nous  obtiendrons ,  par  les  formules  précédentes , 


•+'-(x+i)-        (x+l+«) 


m 


+  —7 — ^ — r=x; etc. 


{xJriy^'       iCat+i)"-^»       i.3(a:+  i)"*^ 
I  I  • 

etc. 


—  etc. 


et  réquation 
S, 
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Mf 


I.l 


m{m-\-i  )(« + i)/BM- 


i.a.3 


etc. 


01+3 


+  etc 


•} 


de  laquelle  nous  déduirons  comme  cî-dessqs  les  valeurs  de 
955.  En  général,  on  a 


X»    =a:  + 


dX  m     i*X  u"      J^X 

—, —  — I 1 

dx    i^  dx^  1.2      dx' 


et' 


jr« . .  = 


etc. 


^      dX,  »    d'X,    ••      d'X, 

X  -4 — I ' 1 

•^  dx    1^  dx'   i.a^  dx' 


i.a.3 


1.2.3 


+  etc. 


+  etc. 


d'oii  Ion  tire 


S»  =  S^+mX^, 


té_     d  {X,+X^+X^+X^+  etc.) 

I  dx 

«•     d*{X,+X^+X^+X^+  etc.  } 

■  !■  .  ■     »  .  ■..■■.  ■  ...  » 


I.X 


•^      d'{X,  +  X,  +  X,  +  X,-^  etc. } 


dx' 


1.3.3 

.   etc. 

Si  le  terme  -y„4.,  ne  s'évanouît  pas,  comme  dans  les  exemples 
du  n*.  précédent ,  lorsqu'on  fait  n  infini ,    on  observera  que 

X^,=X,  +  {X,-X,)  +  iX,—X:)  +  {X,-^X,)  ^  etc. 

ei  Ton  substituera  ,  au  Heu  de  X^^, ,  le  second  membre  de  cette 
équation  qui  forme  une  série  convergente,  puisque  les  termes 
-^i  >  -^»  >  -^î  >  etc.  sont  supposés  tendie  vers  l'égalité. 

En  prenant  :c  =  o  ,  il  vient 

X,=J^        X^^B;        X^^C,  etc. 

V  1 


\ 


L 
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si  Ton  représente  par  D\  iy\  etc.  ce  que  deviennent  dans  la  même 
hypothèse  les  séries 

~di '  77'^  '    '' 

que  Ton  écrive  S, ,  au  lieu  de  .f ,  et  S,^ ,  au  lieu  de  Sm ,  on  aura. 
.$',=0,  et  par  conséquent 

Sc={'J-\-{B~-J)^(C—B)  +  {D  —  C)  + etc.  lu 

I  i.i  1.1.3 

n  est  visible  que  Ton  peut  changer  «  en  x  dans  cette  dernière 
expression,  qui  devenant  par  là 

5,=  {^  +  (i?— ^)  +  (C— 5)  + (ZJ—C)  + etc.} :ir  . 


I  1.2  1.2.3 

donnera 


•^etc. 


JS 


,^4-  (5~^)  +  (C— 5)+  (Z>— C)  +  etc. 


X 


^        —D' etc. 

-r4—  —  ly etc. 

dx 


1 

etc. 


etc. 


956.  La  méthode  que  nous  venons  dVxposer  s*étend  au  cas 
oii  les  différences  d*un  ordre  quelconque  des  termes  de  la  série 
ji^By  Cj  Z>,....X,  tendent  sans  cesse  vers  régalité  ;  et  l'appli- 
cation que  nous  allons  en  faire ,  au  cas  oh  les  différences  premières 
de  X  deviennent  constantes,  sufHra  pour  montrer  comment  on 
doit  se  conduire  dans  tous  les  autres. 

Désignons  trois  sommes  successives  par  S^^ ,      5„^, ,      S„^  ; 

leurs  différences  premières  seront  ^n^i        -^n+«> 

leur  différence  seconde  sera  donc  Xj^^  •—  Xj^^^  y 


\ 
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et  on  aura  par  les  formules  du  n%  860 , 


M7 


•5'»+« 


=  '5'»+  »  AT^+i  H 7-;;^ (  -^in-â— -^rM-i  )  î 


1.2. 


mettant  dans  cette  équation ,  au  lieu  de  S^^m  et  de  5^  ^  leurs  déve- 
loppemens  respectifs ,  on  obtiendra  la  suivante 


Sa  +  Xfà^x  +  •^fl'4*  "H-^^^î  •  •  •  +  JTûi 


+w 


=j+jr.   +Ar.    +x 


d'où  l'on  tirera 


+ -X^  j> + »^îH-i  •• — :"T^(-^»-K — •^»+»)  y 


i.i 


Sa^s+ (X -jr^^o + (Jr.-Jiro + (x,— y^^  j 

»(» —  I  ) 


+«'3r-.,+ 


1.2 


(  -^»-H -^»+i  )• 


Les  quantités  X^^^  et  X,!^^ — ^X,»^,  étant  équivalentes  aux  séries 

Ji:.+  (X.-.X.)  +  (X,--Srj  + etc. 

(X-jrj+(x,-.2:sr,+jrj+(Ji:,-2X,+  Jr.)  +  etc 

on  pourra  donner  à  l'expression  de  S»^  cette  forme: 

j«=  j  +  (  X.-  x«+.  )  +  (  Jr.—x^^)  +x  ^î— y«H.î  )  +  etc, 
+  -{ji:.+(jr -x,)+(x,-x.)  +  etc. } 

+^^T-r-^  ^  C-^»"-^') + C^  "  *-^« + -^0 + (^4--*-^5 + -y.) + etc. } 

I  •  2 

et  en  l'ordonnant  par  rapport  anx  puissances  de  « ,  on  en  déduira  , 
de  même  que  ci-dessus ,  les  coefficiens  différentiels  de  la  fonction  S. 
Le  théorème  de  Taylor  fournit  encore  ici  le  moyen  de  chasser 
«^4.1  y  Xef^^j  etc.  en  substituant  à  ces  quantités  les  séries 

-X^.  +  -r-^  '+-rr  — +-^T +  etc. 


dx      I         dx*     1.2         4x^      T.  2. 3 
^  dX,    t^       d'X,     «»         J'X,  «' 


^:c    1       </;t*    1,2      dx^.     1.2.3 


+  etc. 


etc. 
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et  on  aura  ensuite 
5«= S  +  «  {  JT.  +  (X,—X,  )  ^  (X,— X.)  etc. } 

—      —     '^  {'X',+X,+X,+etc.} 

«•      </*{X,  +  X.  +  A',+etc.} 
1.2  rf;t* 


1.2.3  ^-^^ 

—  etc. 

Si  les  termes  de  la  série  A^B  ^  C  yD,...X,  tendent  à  s*évanouIr , 
on  pourra  efFacer  de  Texpression  précédente  les  séries  qui   mul- 

tiplient  a  et ,  dans  la  première  et  dans  la  seconde  ligne; 

mais  on  ne  supprimera  que  la  seconde  seulement,  si  ce  sont  les 
différences  premières  qui  s'évanouissent ,  et  dans  ce  cas  on  retom- 
bera sur  l'expression  complète  du  n**.  préc.  La  comparaison  de  cette 
dernière,  avec  celle  que  nous  venons  d'obtenir,  fera  voir  évi- 
demment comment  doit  être  composée  la  valeur  de  ^e»  pour  un  ordre 
quelconque  de  diflférences  constantes. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  l'on  change  S  en  5,,  5^,  en  S,^f»y 
comme  dans  le  n**.  préc.  on  passera  de  5,^«  à  5ai,  et  par  suite 
à  5^ ,  en  écrivant  dans  les  deux  premières  lignes ,  -^ ,  5 ,  C,  Z> ,  etc. 
à  la  place  des  quantités  X,j  X, ,  X, ,  X^,  etc.  et  D\  ZX',  Z>"',  etc. 
à  celle  des  coefficiens   différentiels  qui  multiplient  respectivement 

- ,    ,   ,  etc.  dans  les  suivantes. 

I       1.2       1.2.3 

957.  Ce  qui  précède  s'applique,  par  le  moyen  des  logarithmes , 
aux  fonctions  de  la  forme 

S  =  JBCD....Xi 

car  l'équation 

IS=:\A  +  \B  +  \C+\D....+\X, 
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conduit  à 

15«=U+lX,--lX(i+,+lX.— 1X«^^+1X*— 1X«^.^4-  etc. 
en  supposant  que  les  logarithmes  IX,  IX, ,  IX. ,  tendent  à  s'éva- 
nouir; et  repassant  aux  nombres,  il  vient 

o    -^f  "^a         -^î         -^4 

o  =  *i  •:«     •  -^     •  ^     •  ^=2 —  9  etc. 

•^«+1   '-^û'+«   -**»+^    -^^-M 

n  est  visible  que  cette  hypothèse  répond  au  cas  oh  les  fractions 

X  X 

— -^ ,  — r-^  ,  etc.  tendent  vers  l'unité. 

X»^f       Xm,^ 

Dans  le  cas  où  ce  seroient  les  différences  premières  des  loga- 
rithmes qui  tendroient  à  s'évanouir ,  il  faudroit  ajouter  à  l'ex- 
pression précédente  de  ISti  ^  la  série 

«{lX.+(lX.-lX,)  +  riX,-lX.)+(lX,-lXO  +  etc.}, 
qui  revient  à 

-{lX.+  l|^  +  l^  +  l^+etc.}, 
et  donneront  »  en  passant  aux  nombres ,  le  produit  indéfini 

•%r^         -y^         •y'^ 

d'où  il  résulteroic  '         •         \ 

'5^»='^^« Y '^v V ^^^• 

.  -^+1  -^«+»  •^^+î 

L  équation 

Uai  =  U+lX.—  lX«+,+lX.— 1X0,^^+1X3— 1X«^,+ etc. 
se  transforme  comme  celle  du  n*.  955  ,  par  le  moyen  des  coefficietis 
différentiels ,  en  mettant  pour  1 X»^, ,  etc.  les  séries 

^-^1+  —} H — 7-;: +-T-Î ^-  etc. 

dx     1        dx""      1,1       ^x'      1.1.3 

etc. 
et  donne 

15«— 15  =  _     —    ^{l-X,+lX,+lX,+  etc} 

I  dx 

«*     ^{lX.+lX.  +  IX+etc. } 

y_  ^{lX,  +  lX,  +  lX^+etc.  } 

1.1.3  ^^^ 

—  etc. 


/ 
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résultat  duquel  on  déduira  les  coefficiens  différentiels  de  S  ^  en 
observant  que 

15ûi— 15=  — — +-  —^+—^ +  etc. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  montrer  comment  on  peut  faire 
partir  du  cas  de  x=^o ,  Tes  quantités  5 ,  X, ,  Jf. ,  etc.  ce  qui  a  été 
dit  à  cet  égard  dans  le  n*".  955  suffit  pour  quelque  formule  que  ce 
soit  ;  il  ne  seroit  pas  plus  difficile  de  donner  au  cas  qui  nous  occupe 
toute  l'extension  de  celui  du  n"*.  précédent  ;  il  ne  nous  reste  donc 
qu'à  faire  quelque  application. 

958.  Soit  i'=i.a.3.4....:«r=[A].  Dans  cet  exemple  les  lo- 
garithmes des  facteurs  tendent  sans  cesse  à  devenir  égaux,  et  leurs 
différences  premières  à  s'évanouir  ;  car  on  a 

lCn+i)—\n=](i  +  ^^  =  - ^  +  etc.    • 

\        n/       n       m* 

équation  dont  le  second  membre  tend  sans  cesse  vers  o ,  à  mesure 
que  n  augmente  :  il  faudra  pour  cette  raison  ajouter  au  dévelop- 
pement de  1  j'ai — \S ,  rapporté  plus  haut,  la  série 

i.{\X,  +  QX,-\X:j  +  QX,-\X,)  +  QX^-\X,)  +  etc.}  (n*.  953  ). 
Substituant  au  lieu  de  IX,  d\X,  d^ïX^  etc.  leurs  valeurs 

dx           ^4c* 
1  X .    —, ' — ,  etc.  on  trouvera 

15^-15=+  «{l{x+i)+l   ''^^^  +  ul±l-  +  l  ^  +  ^    +etc,} 

»  r       I  I  I  I  ) 

{ H h + +  etc.  \ 

i   l   X  ^  l  a:4-2.x-H3  J'f+4  J 

«•  r         I  I  I  I  1 

"^  Tl(;c4-i)*  ^  (X4-2)*  ^  UTJf  ^  ("J+Tr  ^  ^^^  J 
«^J         I  I  I  I  1 

-I-  etc. 
résultat  dans  lequel  on  pourra ,  si  Ton  veut ,  convertir  en  série  les 


.  /     ,^+1    .,a:H-3 

quantités  1 ,  1 ,  etc. 


Si 
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Si  Ton  fait  jc=o,  ce  qui  donnera  5=[d]c=i ,  et  qu'on  change 
ensuite  «  en  x^  on  aura 

i5,=ir«î=+  *{  Il +i^ +1-^+1-1  + etc.} 

{    1  +  —  +  ~  +  —  +  etc.  }  , 

I  »         3        4 


X       r  III  ^ 

+  etc. 

Les  deux  séries  qui  multiplient  la  première  puissance  de  jt  ^  n'ont 
chacune  pour  Umite  que  Tinfîni  «  mais  leur  différence  a  une  valeur 
finie.  La  première,  poussée  jusqu'au  n^^  terme ,  se  réduit  à  \{n+ 1) , 
et  quant  à  la  seconde  ,  on  a  par  le  n"*.  939 

iiii  1^,         I  B. 

I  +  -+-  +  -  +  - +-  =  C+l/2+ 4  +  etc. 

2345  n  xn        xn^ 

soustrayant  le  dernier  membre  de  cette  équation  de  l(/z+ 1)  ,on  aura 
pour  la  différence  des  séries  proposées , 

l(«+i)-.U— C l!-+_L  +  etc. 

2«       2/2* 

quantité  dont  la  limite  est  C^  en  supposant  n  infini;  or 
^=0,577215664901 5325  :  il  viendra  donc 


l[Ar]=— x.0,5772156649015325 

**  /  III 

x^   ,  1         I        f 

+  etc. 


'Apftnàktt 
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d'où  on  tirera 

2      3        4 

234 

+  x'Jxi  I  +  ij.+± — -1  +  etc.)      . 

234 

—  etc. 

Toutes  les  séries  de  cette  équation  peuvent  se  réunir  en  une  seule , 
si  Ton  observe  que 

X 


X  —  :c*+  x^  ^^  x^  +  etc. 


i+x   * 


X  X^       X^  X^  X 


etc. 
et  il  viendra  ensuite 


~1^  =— J4:.0,577ai566490i53»5 


,      f  I  I  I  I  1 

-^xdxl  X+-7— : — ^+"7-^^ — ;+-:— r"'^+^^•f• 

li(i+*)     i(2+x)     3(3  +  ^)     4v4+')  3 

959.  Pouvant  ainsi  trouver  ce  que  devient  U  fonction  S , 
lorsque  ;i:  se  change  en  or-}-»,  on  obtiendra  sans  peine  la  vraie 
valeur  des  expressions  composées  de  ces  fonctions  ^  et  qui  se  pré- 
sentent sous  la  forme  de  ^  :  telle  est  la  suivante 

II  I 

1  +  — I — ••••H — 

230:  I 


x(x — i)  {x'^i  )(2:r— i)  * 

lorsqu'on  y  fait  x=i. 
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itj, 


Si  on  ait 


II  I 


l■^ — I — . ...+  -  =  5,  on  aura  (  n*.  955  ) 
a    3  X 


I       »       I 


+  etc.  ) 
+  etc.) 


—  etc. 
ce  qtt*il  est  facile  de  convertir  ea 

II  X  1 


5=  I  + 


+    —    +    —    +     —   +  etc. 
*  3  4  5 


=  1  + 


1+^ 

X I 


2  +  Jt 
+ 


3+* 

I  X 

+ 


4+Jt 
—  I 


■etc. 


+  etc. 


La  substitution  de  i +<»  t  à  la  place  de  ;i:  ^  dans  ce  dernier  résultat , 

donnera 

^  »  »  tê 

0(»=I  +  — ; ; r4 :+— 7 T  +  CtC. 

^i(i  +  «)     3(34-«)     4(4+«) 
ou        J»=  1  +  /?,»  +  A»*-^  ^î»'+  ^tc. 

en  développant  par  rapport  aux  puissances  de  »  ;  par  ces  opérations ,    ^ 
la  fonction  proposée  deviendra  . 

I  +Z?,«+Z?X  +  -0^«^  +  ^tc.  I 


»(l-h«)  »(  l4-2a) 

_  (i4-ia)(i+.A^  + A«*-4-2?^»^+etc.)  — (i  +«) 

«(l  -H  •)(  14-1») 

i?j»  +  Z>,»*-h  etc.  +  »  +  2  »  (  Z?,«  +  /?,»*+  etc.  ) 
~  «(i  +  «)(i  +  z«)  ^ 

divisant  enfin  les  deux  termes  de  cette  fraction  paf  » ,  'et  supposant 
ensuite  <v=o,  on  aura  Z7,+  i  pour  la  vraie  valeur  de  la  fonction 
proposée  dans  le  cas  oîi  ji:=o;  or  il  est  facile  de  voir  que 

/?,=  — H — j^H — i  +  etc.  et  que  par  conséquent 
**     3       4 

A  +  i  =  i  +  ^-»-y7+^+etç.  =  ^  (  n%  94a  ). 

X   2 
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960.  Venons  maintenant  i  quelques  exemples  d'interpolation  : 
soit  la  suite 

I  1        ï  I        ï  I  * 

I         I  I         >  I 


En  désignant  par  S  le  terme  général  de  cette  suite ,  on  aura 


5  =  -+ -  + 7....+ 


et  comme  les  parties  qui  le  composent  tendent  à  s'évanouir  l  on 
trouvera  par  le  n%  957  ^ 


•2C, —         ;     ,         j  -X«4., — 


fl+*jt    *  "^'       a  +  bx  +  b» 

"^'~  a+b+bx  '  -^*'-M=  a+b+bx+bm 

etc. 
«       «  I  I  I 

Ja,=  5+      —     +     —TT-T +         ; F-       +rtC. 

tf  +  é:!:  tf  +  ^  +  ^-^  a+ib+bx 


a  +  bx  +  t»        a  +  b+bx+b»        a-^-ib+bx  +  bm 

ou  bien 

5"»=:  5*  +  ^  M  J 1 L  « L  etc.  l 

+  b\'[ î + +— ^ ' +  etc.  ] 


—  etc. 


/«- 


en  employant  la  valeur  de  i*»  ,  exprimée  par  les  coefHciens  diffé- 
rentiels. Appliquons  ces  formules  à  la  série 
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nous  aurons      iï=i,      *=i,      •y=:I^ — -i — ....H — 

l+X  %+x  ^+x  4  +  x 

I  I  t  I 

— etc. 


1  +  X  +  »       i  +  jc  +  w       3  +  ji?  +  «       44-^  +  » 
n  est  évident  par  la  forme  de  la  série  que  si  7  désigne  le  terme 
qui  répond   à  l'indice   fractionnaire  « ,  les  termes  T^^    T^^  etc. 
correspondans  aux  indices  i+»9  ^+^9  etc.  seront 

T+  — —  ,        T+  ——  +  —_,  etc. 

or  en  faisant  x=^o ,  dans  Se» ,  on  aura  S=o ,  et 

T=     I     +     i     +  .  i     +     J     +     I     +  etc. 

1  I  I  I        .    I 

-. .. ...  — .. — ...  j ^ ...  çt^^ 

i4-«       i+»      3+»      4+»       5+» 
et  la  seconde  expression  de  S»  ,  rapportée  dans  la  page  précédente  , 
deviendra  par  les  mêmes  hypothèses 

1-     3*     4 

— •(ï  +  i+A+4-+etc.) 
z       3       4 

i*     3*     4*  '^ 

—  etc. 

Lorsque  •  =  ^  j  il  vient ,  par  la  première  de  ces  valeurs  de  7, 

r=     i_-+i_i+i_i+i_.;+etc. 
=  i(î-;  +  i-f+i-7+i-i-+-etc.) 
et  comme.  la=l(i  + 1)=     i  — î-f- j  —  Hf  —  f  +  i  —  H  «^c. 
il  esc  visible  que  r=i'— Ii;  on  a  donc  dans  ce  cas  7  sous  une 
forme  finie ,  de  laquelle  il  résulte  qu'aux  indices 

si  S  ptr 

a  >  a  *  1  >  eic. 

répondent  les  termes 

2— ili,  i+f— 2I1,  i+î+f — 2I2,  etc. 
Prenons  pour  second  exemple  la  série 

1  II  III 

7  2*.'  2"      3*  '  2"      3"      4"  ' 


( 


V 


i66 
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A    L    c  a  L 

9  et  €a  faisant 


JCeàJ^!^ 


nous  aurons      X  =  —  ,      — ^  (x+v) 

il  viendra  ^  pour  le  terme  correspondant  à  l'indice  m , 


Su= 


3 
I 


I 


+       -r     +  etc. 
4 


""(!+•)"      (1+-)"      (3+»)"       (4+»)" 
Si  l'on  prend  »  =  î^,  on  trouvera 


etc. 


5,=      I  - 

ce  qui  revient  à 

S 


X*         I 


2*         I  2*         I  2"* 


3 


^2"  s"       2*         f       Jf 


etc. 


•I        1*1        ïi        ^ï        ï  \ 


et  si  Ton  rcprésenie  par  -4  la  série 


^""^+3»      4'      5:       6*     8* 


+  etc. 


on  obtiendra  5,=  2" —  2"-^ ,  d'oîi  Ton  conclura  pour  les  indices 

,  etc. 


3. 


1 


\      _ 


les  termes  ^  ,»       ,1 

2--.2"^,  2"+-^  — 1"^>  2'^+^+^  — i-^,etc. 

q6i.  Occupons-nous  encore  de  quelques  séries  de  la  forme 
A,      AB,      ABC,      ABCD,  etc. 
et  prenons  pour  premier  cas  particulier  la  suivante 


a   a-^  c        a  a-i-  c  a  +7c 


a  ar-^  c 


tf+  {x — i) 


b^     bb  +  c'     i^+ci  +  ic*        b  b-i-c         b^{x—i)c 
Nous  aurons  par  le  n'.  957, 

a{b+c»>)  (a-\-c){bJrC+ci»)  {a  +  xc){b-\-%c+c») ^^^ 

en  supposant  que  les  logarithmes  des  facteurs  tendent  à  s'évanouir, 
et  en  faisant  *=q  ,  d jns  2^, ,  X, ,  ^j ,  et  dans  X»+, ,  X«+. ,  etc. 
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Si  Ton  prend  tf=i ,  ^=x ,  c=i ,  on  aura  la  série 

I  I  •  ?  I  •  1  •  y  t  »  v«  f ' 7  1.5.5.7.9      ^ 

7f  a-4>  ••4-6*  ••4-  6^  ^  »'4-6»'»0>  ^^^» 

pour  laquelle  on  trouvera 

j_>(ir+i«)  3(4+^«)  5(^+i«)  7(8+^<>*) 

et  les  termes  qui  répondent  aux  indices  «+I9  »+^>  etc.  seront 
nécessairement 

I  +2»  - 

ofl> . -= «y» 

^      X  +  2  » 

X+2AI4+2AI 

1  +2ei    3  +2tf    Ç  +2» 

2-f2«*4+2«6-f2« 

etc. 

ainsi  qu'on  peut  s'en  convaincre  par  leurs  logarithmes ,  qui  se  rap» 
portent  au  premier  exemple  du  n"".  précédent. 
Soit  0=79  il  viendra 

ç  _  1-3  3-5  5-7  7-9    9-^1     ^,^ 
,>»=  — , — ,-_,_-,__.- ^  etc. 

2.2  4.4  6.6  o.o   lo.io 
résultat  qui  se  change  en  -  ^  d'après  l'expression 

w 2.2  4.4  6.6  8.8    10.10 

—  J-^  .— — •  ^     '   -  •         '  •  "~"^~'  •  — — — — ^—  ^    ciC. 
2         1.3    3.5     5.7   7.9       9.11 

rapportée  dans  le  n"*.  945  ;  on  aura  donc  pour  les  indices 

les  termes 

t  22  2.4  2  2.4.6    2 

TT  3    ^  3.5    cr  3.5.7     ^ 

Proposons-nous  encore  la  série 
a,     a(a  +  lf)^     a{a  +  b)(a  +  ib)  ,  .  ..û{a  +  h)....(a+(x — l)*),  etc. 
dans  laquelle  ce  sont  les  différences  des  logarithmes  qui  tendent  à 
s'évanouir;  la  seconde  formule  du  n"".  957 ,  nous  donnera  pour  ce  cas 

I—»  »  X— *A»  Ckl  1 »  » 

ç  -   •  '^       (^+-^)      ('1+^)        (^+^^)     C^  +  iQ       (^+3^J     _ 

a  +  Ptt  tf  +  ^+^w  d  +  2^+r« 
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d'où  nous  conclnrons  ensuite 

etc. 

Soit  pour  exemple  if  =  i>      b=x  ^  oa 

i,      i.i,      i*2'«3»      I «a* 3.4»  etc. 
et  faisons  «»  =  7  >  nous  obtiendrons 


Il        II       If       If 


j.    1*1»      2*V     1*4»     4*<» 
5«=i». -. — 1..2-3-..Z-J..,  etc. 

i  +  î  i+7   3  +  ï  4+i 
passant  aux  quarrés  ^  nous  aurons 

2.4  4.6  6.8  8.10 
d  Ai^^^  '      •    •    •  -      •  — ^— ^  -  etc. 

3-3    5-5  7-7    9-9 
En  rapprochant  cette  expression  de  celle  de  -  ^  on  verra  que 

S*^=:  ~,  d*oU  on  conclura  qu'aux  indices 
4 

répondent  les  termes 

V^v  3  K9r  3.5  K  X  3- 5*7    ^v 

*""■""  —  •—  ^  —  .  • 

2  2      2  2.2      2  2.2.2        2 

962.  Ces  dernières  interpolations  s'obtiennent  avec  la  plus  grande 
facilité  par  la  théorie  des  puissances  du  second  ordre.  Il  suffit  pour 

n 

cela  de  changer  l'expression  [^J,  en  produits  infinis.  Or  on  a 
(  n%  902  ), 

A  — r  n-fr  — r  II  r 

Il             — r                 '^            I 
ou  [/']=[/'][/'  +  ']• -rf 

en  observant  que  [/»+r — n  ]  = ^.  Il  viendra  de  mêffie 

ip-nj 

d'oîi 
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d*oii  on  tirera 

Bilamtenant  il  est  visible ,  soit  par  le  développement ,  soit  par  ce  qui 
n  été  dit ,  n'.  901 ,  que  la  limite  vers  laquelle  tend  Texpression 

C^+^]  [?+/•]  3  à  mesure  que  le  nombre  indéterminé r  augmente  par 


H  — J 


rapport  aux  nombres;»,  f,  et  «,  est  [r]  [r],  et  que  cette  dernière 
tend  à  son  tour  vers  i^C'—i.  En  supposant  donc  r  infini,  on  aura 

lp]l^^Jl2-  jyj iP+n+i){p+n+i)etc.  (f— ;2+0(?— /^f  i)etc 

râleur  dans  laquelle  le  nombre  n  n'entre  pl&s  comme  exposant. 
Prenons  pour  exemple  la  série 


i,3,5.7e,,(iy— ï) 
^•4*  o«  o  I  •  9*lx 


dc^nt  le  terme  général  est        C^^—^^^l  _  ^T^^t]  _j.^_  ^^j--^  . 
dans  ce  cas  on  a      />=*  — i,      ^=o;      n=:x,  et  il  vient 


*-r 


jr     — j 


t._i][oî=-Il^^Ho] 


— r 


Si  Ton  feît  a:==|,  on  trouverai  en.développant  les  puissances  af- 
fectées de  l'exposant  infini  r  ^ 

i.x.^.^xt.  *  i.2.3.etc« 

3.ç.7,ctc.   1.3»;. etc.       1 .3  .3^.5  .7. etc. 

2;4.6.etc«  ^•4«6.etc.       1.2.4. 4ii6.6.etc. 
résultat  semblable  à  celui  du  n''.  précédent. 
963.  En  changeant  dans  Péquation 

[/'+*]=^l>]+[f][o][«][^]+[?][o][«][H 
'Âfptnàiu.  Y 
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à  laquelle  nous  sommes  parvenus  dans  le  n^  904,  f  en  irti  /  en 
p  +  n^^  multipliant  sts  dtux  membres  par    [f }»  ï  viendra 


I  >^i     I 


+  etc. 
or  3  est  Ttûble  q«e 

On  aura  donc 


i* 


et  comme  le  second  membre  de  cette  équation  demeure  le  même 
lorsqu'on  y  échange  les  quantités  ut  et  n  entr'elles  ^  il  s'ensuit  que 


t/;+OT+«][/>]=[/i+n+to3[/i]. 

Si  Ton  remplace  /^  par  ; ,  et  qu^on  écrive  ensuite/^  à  la  place  de 
q+m-^-n^  on  aura  cette  expression 

+[/^-f-)»3[o3[/»5[7]+i>-f-/ï]roV]S^ 

dans  laquelle  la  quantité  n  n'entre  plus  comme  exposant^  et  qui 
peut  par  conséquent  servir  à  l^âteipolaûon. 
En  l'appliquant  à  l'exemple  du  n*.  précédent  ^  elle  donnera 

+[-i]  [^h4co  i+t-iî  c3t*Ko"î+  etc 
résultat  qai  rerient  à 


£— d3=*--  ~+^  îifnO.liliifÇir^ifczD+etc. 

'^^.        .aièB    x.i.ioi.1.1      1.2.x  r.i.ioi. 3.3 
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'964*  Nous  pourons ,  à  l^ide  île  ce  qui  précède ,  trouver  Tex* 
presâon  At^,  dont  nous  arons  fait  usage  dans  k  n*.  945 ,  et  plusieurs 
autres  très-remarquables.  Pour  cela  il  faut  développer  la  quantité 
(i — x')%  dans  l'intégrale  nrfj^^Ux(^^^x^)'',  ce  qui  donnera 

Intégrant  chaque  leraei  depuis  «=:o>  jusqu'à  xz:zi  ^  il  viendra 


n+i     -"^  -"     11+»*-  *  ^     fl  +  3*-  *•-  •*     11+4 
expression  équivalente  â  celle-ci 


+      («+i)(«+»)(«+3X«+4)     ^"^^'^t  **'• 
que  Ton  peut  écrire  cosune  il  suit 

« 

Cette  dernière ,  devenant  .identique  avec  le  développement  de 
ip+m-^k'i  [pj^  rapporté  dans  le  n\  préoéd,  locsquVm  y  change  s 
en  <^-n  ttp  en  n ,  est  par  conséquent  celui  de  la  quantité  [n +m — n][n'] , 
OU  [/»][«] ,  d'oh  il  suit  que  la  valeur  de  llatégrale  ntfs^^*dx(i—x')\ 
prise  depuis  x^=zo^  Jusqu'à  xr=:i  ^  est  [m]  [n],  ou 

(«+!)(«+ 2) («+3)...  (iii+iX«+2j(i«+3)...  C  «.960- 

Aopliquons  maintenant  ces  fonnules  au  ^cercle  «  iont  la  éi 


•   • 


confiance  est  donnéepar  1  tflt^;rale  /-^ 


aurons  pour  ce  cas  rsi ,  ns^^  /ix  s  -—  f  ^  et  nous  tirerons  du  dé- . 
veloppement  en  série 

^  =  I  +  — + Î-+ ^  +  etc. 

Y  1 


t 
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résultat  qui  n'est  que  celui  du.n^  410  ;  mais  en  fidsant  usage  du  dé- 
veloppemeat  en  puissances  dû  second  ordre  j  nous  obtiendrons 

et  en  observant  que Téquation      ipl—iplÎP — ^*}  ( n*-  90*  )• 

donne     [Î]=[ï][— t]>  nous  déduirons  de  là  îîr  =  i([i])% 

ou      sr=:4([^])%  ou  enfin      ^  ^  =  ^1^']* 
Cette  expression  est  bien  digne  de  remarque  »  car  la  quantité  ana- 

logue  à  i[^]  ,dans  les  puissances  ordinaires  ou  du  premier  ordre , 
étant  2(^)^=— ::=K  1,  exprime  la  diagonale  du  quarré  dont  le 

Kl 

côté  =^i ,  tandis  que  Vw  est  le  côté  du  quarré  dont  Taire  est 

égale  à  celle  du  cercle  ayant  pour  rayon  l'unité. 

i.  « 

Si  Ton  développe  le  produit  [î  ]  [— 7] ,  d'après  le  n'.  961 ,  on 

tombera  sur  l'expression  de  Wallis  w  = •    rap- 

I.3-3-5-5-7--- 
portée  dans  le  (  n^  94$  )• 

On  parvient  encore  à  ce  résultat  sans  le  secours  d'aucuàe  inté- 
grale 9  ainsi  qu'il  suit  :  on  «^ 


—1 


riir -11= ^12 J. 5=5— - 

r..*r_ri T(i-o(i->)a-3)        __   t 

etCt 

«        —Il               I 
d'oh  il  faut  coitelure  li']l — ^]  =  db ;  suivant  que n  est 

impair  ou  pair;  et  avec  un  peu  d'attention  on  reconnoît  que 


yv 


\. 
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.     Xlf  — I 

sm T 


Foipréssion donne  précisément  les    mêmes  râleurs 

^  212— I 

lorsque  Tiodice  d  est  entier ,  d'oii  il  résulte  que  les  deux  expressions 

..  in  — 1 
sm w 

ri^ir— xi  et •  ont  une  infinité  de  valeurs  commu  nés, 

£n  interpolant  donc  la  première  par  la  seconde ,  on  en  déduira 

,  «      smox- 

»  î  2 

mais  II  vraie  valeur  du  second  membre  de  cette  équation  étant  {  t  ^ 

il  viendra  *  [i][— 'î]  =  "-»  comme  ci-dessus ,  et  nous  apprenons 

2 

en  même  tem$  par  là  que  le  terme  qui  répond  à  l'indice  ^  dans 

la  série 

^9       +"5*      "^T*       '^79      "^  e^^» 


2 

? 


est  '  [i][~i]. 
Si  Ton  fait  /j  =  j  où  | ,  on  trouvera 

^f     —7     p.^p     TT 5«7«n»i3.i7*t9.23.i5...' 3 

3*9*  9*^^5**5*^**^^*  ^7  ^  *  *  •       ^ 
puisque  sîn^xr=;i. 

Prenant  encore  /»  =  ^ ,  ou  ^  ,  on  par viendroit  à 

r-lr   "f-fiV   "^i-3>5'7'  9'"-n>>>>  _  t/r 

2«0«O»I0«I0* I4* • • • . 

à  causé  de  sin^T^^si  v  2. 

965.  On  peut  obtenir  dans  cet  algorithme  un  nombre  infini  de^ré- 
sultats  semblables  à  ceux  que  nous  Venons  de  rapporter ,  et  parmi 
lesquels  il  s'en  trouvera  qui  serobt  transcendans ,  d'autres  qui  seront 
seulement  irrationnels ,  et  d'autres  enfin  qui  seront  rationnels,  ce 
qui  établit  une  différence  essentielle  entre  les  puissances  du  premier 
ordre  et  celles  du  second,  puisque  par  les  unes  on  n'a  pu  exprimer 
^n  termes  finis  que  des  quantités  rationnelles  ou  irrationnelles,  et  que 
les  autres  s'appliquent  aussi  à  certaines  transcendantes.  Il  est  incon- 
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testable  que  les  puissances  du  troisième  ordre ,  nécessaîrement  plus 
générales  que  celles  du  premier  et  du  second ,  doivent  s'étendre  à  des 
quantités  qui  ne  peuvent  s^exprimer  en  termes  finis  par  celles-cL 
Vaadermonde ,  d^ns  le  Mémoire  dont  nous  avons  tiré  ce  qui  pré* 
cède  y  comprend  toutes  ces  quantités  sons  la  dénomination  géné- 
rale i^irranonntUts  ^  et  il  les*  distingue  en  ordres  ^  en  appdant  irra- 
tionnelles du  premier  ordre  »  celles  qui  résultent  de  Textraction  des 
racines  »  irrationnelles  du  «ecood  »  celles  qui  répondent  à  des  ex-> 
posans  firactionmûres  dans  la  série  des  puissances  de  cet  ordre  et 
qui  sont  irréductibles  aux  précédentes ,  et  ainsi  de  suite.  Non-seu-^ 
lement  cette  nomendatttre  ^  et  la  notation  dont  elle  dérive  »  ont 
Tavantage  de  conserver  Tanalogie  des  idées  »  mais  elles  me  pa- 
foissent.  propres  à  mettre  sur  la  voie  pour  résoudre  des  qu&tîons 
importantes  qui  se  lient  avec  les  réflexions  exposées  dans  les 
n»»  67  ç  et  697. 

Jusqu'à  présent  on  ne  s'est  guère  occupé  que  du  problême  direct 
de  rinterpolation  ;  cette  recherche  présente ,  coQime  toutes  les 
autres  9  une  question  inverse  qui  peut  être  plus  difficile  que  la 
question  directe ,  mais  aussi  qui  semble  intéresser  beaucoup  les 
progrès  de  l'analyse.  L'extraction  des  racines  n'^st  éndemment  que 
l'interpolation  par  rapport  aux  puissances  du  premier  ordre ,  et  la 
recherche  des  logarithmes ,  la  question  inverse  dont  nous  parlons  ^ 
puisqu'il  s'agit ,  dans  le  premier  cas  ^  de  trouver  la  quantité  qui  réi» 
pond  à  un  exposant  fractionnaire  »  et  dans  le  second  Texposant  ou 
l'indice  qui  répond  â  une  quantité  donnée.  Dans  l'interpolation  on 
connoît  l'indice  et  on  cherche  le  terme  intermédiaire  ;  dans  la  ques- 
tion inverse  c'est  ce  terme  que  Ton  connoit ,  et  l'on  veut  trouver  à 
quel  indice  il  répond^  Il  résulteroit  de  la  solotion  de  cette  question 
une  manière  d'exprimer  toutes  les  grandeurs  en  les  regardant  comme 
faisant  partie  d'une  suite  proposée  »  et  il  doit  nécessairement 
arriver  que  quelques  -  unes  répondent  i  des  indices  entiers  , 
d'autres  %  des  indices  fractionnaires ,  d*autres  enfin  à  des  indices  dont 
la  valeur  ne  seroit  susceptible,  en  nombres ,  que  d'une  expression  ap^ 
proch^e;  et  comme  toute  série,  dont  les  termes  croissent  indéfi** 
jiiment ,  peut  comprendre ,  au  moins  par  approximation ,  une  quan- 
tité qui  surpasse  son  premier  terme  ^  quelle  qu'elle  soit  d'ailleurs , 


/ 

\ 
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il  existe  un  nombre  indéfini  de  manières  dé  représenter  une  quantité 
quelconque  parmi  lesquelles  it  doit  s'en  trourer  d'utiles  pour  classer 
les  transcendantes ,  pour  les  rédiûre  les  unes  anx  autres  lorsque 
cela  est  posûble^  et  enfin  pour  en  dresser  des  tables ,  ce  qui  peroit 
le  seul  progrès  qui  reste  à  £ûre  dans  le  Calcul  intégral  de»  différeh* 
tielles  d'une  senle  Yariable« 

966.  Nous  avons  montré  dans  len^.  191^  les  inconiréniens  de  .,V^^^V^^  ^^^ 
rélimination  successive  des  inconnues ,  inconvénîens  qui  deviennent  xL  î^^dom  alg^ 
d'autant  plus  grands  que  Ton  a  plus  d'équations  à  combiner  en-  ^9^* 
tr'elles  ;  nous  allons  faire  connoitre  la  méthode^qu'a  donnée  Bézout 
pour  les  éviter.  Pour  &ire  concourir  de  ta  même  manière  chacune 
des  équations  proposées  à  la  formation  de  Téquation  finale  ^  le  moyen 
qui  se  présente  d'abord  à  fesprit ,  et  que  l'on  trouve  appliqué  dans 
les  élémens,aux  équations  du  premier  degré ,  consiste  à  les  multiplier 
par  des  facteurs  indéterminés ,  puis  à  les  ajouter  entr'elles ,  et  à 
égaler  à  zéro  les  quantités  qui  multiplient  les  inconnues  que  Ton 
veut  faire  cfîsparoître. 

Si  Ton  avoir ,  par  exemple ,  les  trob  équations 

a  x^'^by*:^exy+d  x+ey^f  =0 
afx^-^bY-^c^xy+d'  x  +  t'y+f  =0 

et  qu'on  les  multipliât  lespectivement  par  trois  polynômes  de  leur 
degré,  savoir:  par 

jé'x^-hSy^C  xy^ITxi-E'y+F' 

jfx'+BY+Cxy+iyx+Ey+F^, 

en  réunissant  les  produits  qui  seroient  du  quateièifte  degré  et  en  les 
ordonnant  parirapport  hxety,  onauroit  uo^e  iqumtiou'swtmc ,  qui 
contiendroit  q|uinze  termes  ,  respectivement  a£^tés  de 

***  *'»  »',  X,  X* 

*>*     *>,      xy,     y 

*y>    y' 
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mais  comme  on  auroit  introduit  dix-huit  coefficiens  indéterminés  ; 
on  pourroît  égaler  à  zéro  les  coefficiens  des  quatorze  termes  qui 
contiennent  a?  et  y,  et  ne  conserver  que  celui  qui  en  est  indépendant 
ou  qui  est  multiplié  par  x""  :  on  obtiendroit  ainsi  Téquation 

« 

Ff+F'f+F"f'=o. 
Il  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens  J,  5,  • . .  ^',B', . . .  -rf%  B\  ..• 
se  détermineroient  par  des  équations  du  premier  degré  ;  mais  leur 
nombre  total  étant  1 8 ,  il  en  resteroit  quatre  d'arbitraires. 

Pour  appliquer  cette  méthode  à  des  équations  plus  élevées  ^  ou  qui 
soient  en  plus grandnombre ,  il  faut  avoir  préalablement  résolu  les 
questions  suivantes:  i*.  diecrmimr  quel  est  U  nombre  de  termes  qut 
doit  renfermer  un  polynôme  complet  d'un  deffi  quelconque  et  comprenant 
un  nombre  quelconque  if  inconnues  ;  i"".  déterminer  parmi  ces  termes  fe 
nombre  de  ceux  qui  contiennent  telle  de  ces  inconnues  que  ton  voudra 
et  U  nombre  de  ceuoç  où  elle  ri  entre  pas  /  car  ce  n'est  que  d'après  la 
solution  de  ces  questions  qu*on  pourra  prévoir  à  quel  degré  doit 
monter  Téquation  finale ,  choisir  en  conséquence  les  polynômes  qui 
doivent  multiplier  les  équations  proposées ,  et  s'assurer  qu'ils,  con- 
tiendront un  nombre  de  coeiHciens  indéterminés  suffisant  pour  qu^l 
soit  permis  d'égaler  %  jj^xo  tous  les  termes  dans  lesquels  entrent  les 
inconnues  que  Ton  Veut  éliminer. 

967.  Occupons-nous  d'abord  de  la  première  question*  Lorsque  le 
polynôme  ne  renferme  qu'une  inconnue ,  il  est  visible  que  son  degré 
étant  désigné  par  m  ^  le  nombre  des  termes  qui  le  composent ,  s'il 
est  complet,  sera  m+i^  car  it  contiendra  les  termes 

/^,      !"-%      /»'%      e'-K...t,      t\ 

et  si  Ton  rend  ces  termes  homogènes  par  l'introduction  d'une  nou« 
velle  inconnue  u^  on  aura  précisément  tous  ceux  qui  composent  U 
puissance  m  du  binôme  t-^-u^  dont  le  nombre  est  encore  in+i« 
Réciproquement  si  l'on  fait  »=f ,  on  reviendra  de  là  puissance 
du  binôme  z+if  au  polynôme  à  une  seule  inconnue  ;  on  passera 
de  la  même  manière  de  {t+u+xY  zxx  polynôme  complet  à  deux 
inconnues  t  tiu,  en  faisant  x  as  i  :  il  suffit  donc  de  trouver  le 
nombre  des  termes  que  doit  contenir  (  /+  isr  +  â:  )""•  Qr ,  en  mettant 
cette  expression  sous  la^  forme  {(r+ii)+jif)}"',  et  enla  développant 

seulement 
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seulement  par  rapport  à  :r ,  on  obtient  m+i  termes  dont  l'un  quel- 
conque est  itaultîplié ^ar  (i+uy'^x^.  Si  maintenant  on  développé 
celui-ci  par  rapport  à  r  et  à  «,  il  en  fournira  m — ;2+  i ,  d'oh  il 
suit  que  le  nombre  total  des  termes  du  polynôme  proposé  sera  la 
somme  de  la  quantité  m-^n  +  1 9  prise  en  faisant  varier  n  depuis  o 
jusqu'à  m ,  c'est-à-dire ,  la  somme  de  la  série 


m -«^i !•  •  •  •  I  9 


dont  le  terme  général  est  [/w+  î],  et  qui  revient  à  -—  [  w+ 1],  ou  à 


(m-i-i)(x«+  i) 


l•^ 


i.i 


(  n*.  930  )• 


En  mettant  le  quadrînome  C^+^  +  ^  +  >'0*  ^^^*  ^^  forme 
{(/+«+x)+^}",  et  en  le  développant  par  rapport  à  j^  seulement , 
on  trouvera  m-^-i  termes  dont  lun quelconque  sera  multiplié  par 
(/+«+ar)"^y,  etpar  le  développement  de  la  puissance  du  trinôme 

urmra ,  d  apreç  ce  qui  précède  ,  un  nombre  ^ =— — ^ ^ » 

La  somme  de  cette  expression  9  prise  depuis  /^  e=  o  9  jusqu'à  p=zm  ^ 

I  *  •  ' 

c'est-à-dire 9  celle  de  —  f^+^lf  donnera  le  nombre  des  termes 

contenus  dans  le  développement  de  la  puissance  m  du  quadrinome  , 
Ott.dans  le  polynôme  complet  à  trois  inconnues  :  on  aura  donc  9  pour 


ce  nombre  de  termes .  - 

1.^.3-       "  1.1.3 

De  même 9  puisque  le  terme  {t+u+x+yY^^^^^M  développe^ 

ment  de  {(r+tt  +  ^+j')  +  {}"'  en  fournit 

^ — 2 — lil î il 24_f  9  et  que  la  sommme  de  cette  ex*- 

i.;t.3 

pression  9  prise  depuis  f =09  jusqu'à  ^^=^^3   revient  à   celle  de 


i,. 


[/n+  3],  on  aura 


['»  +  4]>  Ott 


1.2.3.  1.1.3.4 

(>^4-4)(^+3)(^+i)G^+0  1,  „^^bre  de  termes  du  déve- 

i-a-3-4 
loppement  de  la  puissance  m  du  quintinome9  ou  celui  des  termes  du 

polynôme  complet  à  quatre  inconnues. 

Appendice.  % 
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En  général  le  déreloppement  de  la  puissance  m  du  polynôme 
formé  de  ft  termes t^  u^x^y ^  i^^  ete*. en  contiendra  un  nombre 

I  /Kl  ^  Ml 

exprimé  par  — =*—  ;  ou  par 

et  ce  nombre  sera  aussi  celui  des  termes  du  polynôme  complet 
contenant  ft  inconnues.  Passons  mûnten^t  à  la  seconde  question. 

968.  Pour  envisager  cette  question  dans  toute  son  étendue  9  nous 
renoncerons  ainsi  :  trouver  dans  un  polynonu  complu  du  difft  m^  tt 
Ttnfrrmant  un  nùmkri  çuclcoaquc  dinconnuts  t,  u,  z^y,  etc.  combien 
il  y  a  dt  uraiis  divîsitUs  par  t"  ;  combien  ^  outre  ceux-là  ^  il  y  en  a  de 
divisibles  par  u^  ;  combien^  cuire  Us  pricédens  ,  il  y  en  a  de  divisibles 
par  x%  etc.  en  supposant  JtaUUurs  n+p«f  q+etc.<m« 

On  voit  aisément  que  si  Ton  rassemble  tous  les  termes  divisibles 
par  /^y  et  qu'on  supprime  ce  facteur ,  le  quotient  sera  un  polynôme 
du  degré  xn-«^.  Si  on  a  voit  ^  par  exemple,  le  polynôme  complet 
du  sixième  degré  et  à  trois  inconnues  t^u  et  x  ^  dont  les  termes 
seroient 


^ 

eu 

fx 

r*«» 

r*x«r 

f*X» 

/«» 

^U^X 

#»«*• 

/»«» 

/V 

«•«•* 

!»«»*• 

t'ux* 

«*«< 

9 

tt»» 

aàx 

»»*• 

«•*' 

«ur* 

i^ 

«« 

■  t^x 

«<*• 

«V 

«•*♦ 

ux"    *• 

• 

# 

«* 

t*tt 

t^X 

*»«• 

eux 

êo^ 

/•«« 

etâx 

r*i«*. 

• 

m* 

tt^X 

tu*x' 

/««' 

u^ 

k                                               • 

• 

u*x 

»»*• 

»'*» 

ux^ 

••           • 

/♦ 

f*U 

/*«■. 

/•a' 

t^ux 

*•«• 

«' 

tu^x 

«Mf* 

«' 

«♦ 

«'* 

»•*• 

«*' 

x^ 

*» 

t*« 

«•* 

i«* 

iux 

«rV 

u^x 

«»• 

*» 

/• 

tu 

tx 

«• 

ux 

«• 

- 

;^. 


Ea  riunisiant  ceux  qui  peuvent  être  <£visés  par  f^  saveur,  tous 
ceux  qui  sont  multipliés  par  des  puissances  de  /,  supérîeufes  à  b 
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seconde ,  et  ea  effectuant  bi  divistoa  ^  on  formeroit  le  polynôme 
du  troisième  degré ,  dont  le  nombre  des  termes  seroit  par  conséquent 

(3 +3X3 +  0(3  +  0 

— — — ^—  ^  10. 

1.2.3 

Eo  général  ^  dans  le  polynôme  du  degré  m  k  (a  inconnues  j  que 
nous  désigneront  ainn  (  r.  •  •  ,^  )%  le  nombre  des  termes  divisibles 
par  if  sera  égal  au  nombre  des  termes  du  polynôme  (/•  ••^)'^\ 


ou  à  [m  —  »  +  ftJ[o} 

Après  qu'on  aura  efikcé  du  polynôme  du  skième  degré ,  qui  noits 
S9t.  d'exemple  9  les  termes  divisibles  par  ^,  si  l'on  se  propose 
dd  trouver  ceux  qui  sont  divisibles  par  tt%  il  faut ,  du  nombre  de 
cenx  qui  Tétoient  avant  l'exclusion  des  termes*  divisibles  par  ^^ 
retrancher  celui  des  termes  divisibles  par  u* ,  contenus  dans  le 
polynôme  dont  ^  qsî  le  facteur  commun  ;  or  les  termes  divisibles 
par  u*  dans  le  polynôme  total  sont  au  nombre ,   de 

(4  +  3X4+^X4+0  ^     1-   1     .  J---UI 

*      ' ^  =  3  ç  ,  et  celui  des  termes  divisibles  par  a* 

l.a.3  -''^  ^ 

dans  le  polyneme  du  trentième  degré  ftmné:  des  tèrmes^  £  visibles 

par  ^^  étant  le  même  que  celui  des  termes  du  pdynome  du  degré  3'*-9» 

ou  du  degré  i  »  est  égal  à  4  ;  la  difiiérence  3,5 — 4 ,  ou  3 1 ,  sera  donc 

le  nombre  des  termes  divisibles  par  té\  après  l'expulsian  de  eeux 

^i  le  sont  par  ^. 

il— fi. 
En  général  [/=«—/' +fA]  [o]  étant  le  nombre  des  termes  divisibles 


par  u^  dans  le  polynôme  proposé,  et  [/n— ;i — ^^  +  ft][ol,  celui 
des  mêmes  termes  dans  le  polynôme  du  degré  m — n ,  formé  des  termes 


fA    ■    l'ft  MA   -*li 

divisibles  et  ^ ,  la  différence  [/»— ^+^]  [o]— [/n — n—^p+f^}  [o]  ^ 

sera  le  nombre  des  termes  divisibles  par  i<%  après  l'exclusion  de  ceux 
qui  le  sont  par  /^ 

« 

n  est  facile  de  voir  que  le  nombre  de  ceux  qui  le  sont  ensuite 
par  x*^  s^cbàadny  en  reteanchant  dtr  nombre  total  des  termes  dé 
cette  espèce  conieaus  dans  le  polynôme  complet  ^  le  nombre  de 
ceux  que  (enferme  le  polynôme  divisible  par  r"  et  le  nombre  de  ceux 

Z'  1 
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■    qui  sont  en  outre  divisibles  par  «%  et  que  Ton  aura 

"""    rr  '^  M  A*  A* 

r=[o]  (  [/w— ?+f*]_[/7_«-.y +^]_|;;„_^,,_^^^]  +  [/»— «— /^— ^+ m]}- 

On  trouveroît  de  la  même  manière  que  le  nombre  des  termes  divi- 
sibles ensuite  par  y  est  égal  à  celui  des  termes  de  cette  espèce  que 
contient  le  polynôme  complet ,  moins  le  nombre^de  ceux  que  con- 
tient le  polynôme  divisible  par  r^,  moins  le  nombre  de  ceux  qui 
sont  en  outre  divisibles  par  vF  et  moins  le  nombre  de  ceux  qui 
sont  en  outre  divisibles  par  ar%  ce  qui  revient  à 


_  M  A*  MM 

[/w— r + M]-^[/n — n — r + ^ — [m — /n— r + ft]  +  [m — n-^p — r\ 

— [/7Z — q — r+/x]  +  {m — n — ij^ — r+M]  +  [m—p — q — r+ft]— [/w — n^ 

et  ainsi  de  suite. 


Ml 

+m] 


En  examinant  de  près  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir , 
on  reconnoit  bientôt,   i"".  que 


"■"M  M  M  ■■   lU,  At 

A^  marquant  que  la  quantité  m—p+iA  varie  de  — n,  3°.  que 

— /*  /*  A*  '       M  f* 

[o]  {  [/n— f + m] — [«»— «— j + ^]-_[ot—;»— y + /*]  +  [«—«—/— y + /*]  } 

= [o]  H  ['«— f + /*] —[«—/'— ^ +/*]}  —  {  im—n-^q + /*]—[«—«—/—)? +/*]}> 

""M  M 

=^V.n[0][/W— ^  +  m]> 

A%,n  marquant  une  différence  du  second  ordre  »  dans  laquelle  k 
quantité  nt-^q+fji  varie  successivement  de.-^p  et  de  — n  ;  et  d'après 
ces  considératiûns  on  verra  que  le  nombre  des  termes  divisibles 
par  y\  après  l'exclusion  des  termes  divisibles  par  /%  u^^  x^ ,  çst 

exprimé  par  A^^,^,  „  [o][^72— r+^t^]  ,    a%,  ^,  ^    marquant   que  la 


»;et 


quantité  m—r+fA  varie  successivement  de  — y,   — /'f  " 

—M  M  ,      .         • 

enfin  que    a^,,^^^^  „[o][^— ^ +M]f  exprimera  le  nombre  des 
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termes  divisibles  par  l'j  après  l'exclusion  des  termes  divisibles  par 

^,  »%  x\  y. 

.  Quant  au. nombre  des  termes  restans  après  l'exclusion  de  tous 
ceux  qu'on  vient  de  désigner  ,  il  s'obtiendra  en  observant  que  ceux 
qui  restent  après  Texclusion  des  termes  divisibles  par  /^  est 

et  si  l'on  en  retranche  ceux  qui  restent  divisibles  par  u^  et  dont 

— ^  fA 

le  nombre  est  iû^[o]  [/ii—/7-f/x],  il  viendra 

« 

« 

retranchant  encore  de  ce  résultat  le  nombre  des  termes  divisibles 
par  x%  après  l'exclusion  de  ceux  qui  sont  divisibles  par  ^  et  i»% 
on  aura 

^V^Ml'w  +  ^]— A*^, »[o][/w— ?+^]=A^, ^,  y  [0][;72+/x]  , 

pour  le  nombre  des  termes  restans  après  l'exclusion  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  /*,  «%  x^  ^  et  on  arrivera  à 


pour  le  nombre  des  termes  restans  après  l'exclusion  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  r^,  nf^  x%  y  :  enfin  à 

pour  le  nombre  des  termes  restans  après  l'exclusion  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  r^,  a%  x%  y  et  {'. 

969.  Maintenant ,  pour  procéder  à  l'élimination  entre  un  nombre 
quelconque  fi  d'équations,  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues 
et  représentées  par 

(/.../;4)"=o,      (r.../;4)"=5o,      (/♦•.ft)'=:o,  etc.... 

concevons  qu'on  multiplie  la  première  par  un  polynôme  complet , 
contenant  aussi  m  inconnues ,  mais  d'un  degré  indéterminé  w! ,  et  dé- 
signons le  résultat  ou  Viquanon^produit  par  (/....,»  .fi)"*"*^  =  o  ; 
les  autres  équations  pourroient  donner  immédiatement  les  valeurs 
de  tf",  :t%  y\  etc.  considérées  comme  des  inconnues  au  premier 
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degré  9  et  servîroient  par  conséquent  à  chasser  ces  quantités  de 
réquation- produit ,  après  quoi  il  n'y  resteroit  plus  aucun  des  termes 
divî^bles  par  &%  jc',  y^^  etc.  Si  donc  Ton  ne  veut  conserrer  que 
rinconnue  t ,  dans  Péquation^produit ,  qui  deviendra  dans  ce  ca9 
réquation  finale  résultante  de  Télimination  des  inconnues  u^x^y^  etc« 
il  faudra  faire  .évanouir  tous  les  termes  qui  en  demeurent  affectés  »  en 
disposant  pour  cela  des  coefEciens  introduits  par  le  polynôme  multi- 
plicateur. 

Pour  ne  pas  embarrasser  le  Calcul  de  termes  inutiles  ^  il 
convient  d*abord  de  faire  disparoitre  du  polynôme  multipli- 
cateur tousi  ceux  c)ui  sont  divisibles  par  «%  x'%y\  ^tc,  afin  de 
coimoître  ensuite  le  nombre  de  ceux  xpilt  faudra  faire  évanouir  ; 
et  le  nombre  des  termes  restans  après  cette  opération  sera  exprimé 
par 

^ .  [o]  [  >n'+ii']  (  n*.  précéd.  )  > 

A  %p  • f  •  • • • 

piiisque  f(*-^i  déttgne  le  nombre  des  inconnues  qjae  Ton  élimine. 
Les  mêmes  substitutions  réduiront  Téquation-produit  à  un  nombre  de 
termes  marqué  par 

à  [o}[/w+m'+fi]. 

Si  donc  D  représente  le  degré  de  l'équation  finale  oy^>  le  nombre 
de  ses  termes  sera  Z>-f  i  »  et  par  conséquent  le  nombre  de  ceux  qui 
resteront  affectés  des  inconnues  «^x^jf»  etc.  dira»  l^équation^pro* 
duit,  après  les  subsétutions  que  nous  venons  d'indiquer  ^  aura 
pour  expression 

fAnrik  mi«  U  nombre  des  coefficiens  indéterminés,  introduits;  par  le 


polynôme  multiplicateus ,  sera 

A  [o][«'+f*]. 

Parmi  ces  coefficiens  il  en  doit  rc^fer  iw  qui  soit  arbitraire  j  puiscgit 
l'on  peut  toujours  réduire  à  Funité  le  coefiiâent  de  Tua  des 
tenMS.de  Téquation-produit  ;  d'après  c^  considératiofla  on  a^ 
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{ibur  déterminer  m\  Péqsadoii 


.qui  donne 


en  passant  hors  de  la  caractéristique  A ,  le  facteur  constant  [o] ,  et  eh 
réduisant  les  deux  termes  du  second  membre  à  un  seul.  Il  ne  reste 
plus  qu'à  développer  la  différence  indiquée ,  en  observant  que  les 
variations  de  la  quantité  m^  m'^  ii  sont  successivement  -~/7i , 

A* 
Pour  y  parvenir  il  suffit  de  remarquer  que  ta  fonction  [/n  4-  /n'-4-  /u]  , 

"étant  développée  9  par  rapport  aux  puissances  de  m+m\  sera  de 
la  forme 

et  que  Ton  aura  par  conséquent 


Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  P»  on  aura  seulement 

c*est*à-dire ,  le  théorème  de  Bézout^  énoncé  dans  le  n^  1891 
savxv  9  que  iS(  digri  di  i équation  finak^  risuUanu  dt  Ulimination  iun 
nombre  quelconque  ^équations  ^mpliees  ^  renfermant  un  pareil  nombre 
Jtincannuum  Jkdi^is  ^utUomfiUs^  iet  égal  au  produit  ies  exposons  de 
ces  équations. 
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De  rintigration  570.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  que  la  diflPérence  de  la  fonction 
PifFérencesyà'deux  ^^^rchée  étoit  donnée  explicitement  par  les  variables  jndépen- 
Tariables.  dantes,    nous  allons  maintenant  nous  occuper  des  cas  où  Ton  a 

seulement  une  équation  contenant  la  fonction  cherchée ,  ses  diffé- 
rences, les  variables  indépendantes  et  leurs  accroissemens.  Supposons 
d'abord  que  la  fonction  cherchée  y  ne  dépende  que  de  la  seule  va-* 
riable  x ,  dont  l'accroissement ,  considéré  comme  constant  j  sera 
désigné  à  l'ordinsure  par  h.  L'équation  proposée  sera  comprise  dans 
la  formule  générale  F{x^  h^y^Ay^  ^y^  etc.  )  =  o. 
Il  est  à  propos  d'observer  que  l'on  peut  en  faire  disparoitre  les 
différences  Ay ,  ^y ,  etc.  en .  les  remplaçant  par  les  valeurs  consé* 
cutîves  dey^  puisqu'on  a 

^y=yt—y9        ^y^y^^xy.+y^  etc. 
•et  le  résultat  prendra  la  forme 

d'après  laquelle  on  voit  que  toute  équation  aux  différences  fait  cpn** 
noître  la  valeur  de  la  fonction  cherchée  9  par  le  moyen  d'un  certain 
nombre  de.valeurs  antécédentes. 

Si  l'équation  étoit  du  premier  ordre,  par  exemple ,  on  auroitj^,, 
par  le  moyen  de  ^;  si  elle  étoit  du  second ,  on  en  tireroit  j^.,  ex- 
primé par  y^  et  par  / ,  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  de  reconnoître  qu'une  équation  quelconque  aux  diffé- 
rences équivaut  à  une  série ,  dans  laquelle  on  obtient  chaque  terme 
par  le  moyen  de  sa  relation  avec  ceux  qui  le  précèdent  et  avec 
l'indice  qui  marque  le  rang  qu'il  occupe.  En  effet ,  lorsqu'on  a , 
par  exemple,  j'.=f(ji^>  A,J^,>^,)  »  on  en  déduit 

y^={(x,h,y,,y^)j      y^—fix^h,y^,y^)^  etc.  ^ 

et  l'on  forme  ainsi  la  série 

y 7  y^f  y^^y^^y^y  «c^ 

au  moyen  de  ses  deux  premiers  termes. 

Ce  cas  particulier  suffit  pour  montrer  que  dans  la  sent  dUuiu 
£unt  équation  quelconque  aux  dlfirtwts^  il  y  aura  toujours  autant  de 
termes  arbitraires  qiiil  y  a  d'unités  dans  f  exposant  de  tordre  de  cette 
équation. 

On 
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971.  On  peut  changer  toute  équation  aux  différences  en  une 
équation  différentielle  d'un  ordre  indéfini ,  en  substituant ,  au  lieu  de 
Ay^  à,y^  etc«  leurs  développemens  d'après  le  n"*.  864,  et  il  n'est  pas 
moins  évident  que  l'on  convertirpit  aussi  toute  équation  différen- 
tielle en  une  équation  aux  différences  d'un  ordre  indéfini ,  en  rem- 
plaçant les  coeffidens  différentiels  par  leurs  développemens  tirés  de  la 
formule  du  n\  867. 

Il  ne  paroît  pas  que  ces  transformations ,  qui  ont  Inconvénient 
d^troduire  un  nombre  infini  de  termes ,  puissent  être  9  en  général , 
f<»t  utiles  pour  fintégration  des  équations }  mais  elles  sont  très- 
propres  à  faire  sentir  la  diflSîrence  qui  existe  entre  le  Calcul  diffé- 
rentiel et  le  Calcul  aux  difiërences.  Elles  prouvent  que  par  la  nature 
de  ce  dernier  9  les  différences  de  la  variable  indépendante  doivent 
avoir  nécessairement  une  valeur  déterminée  ;  car  si  l'on  avoît  une 
équation  entre  x,  y^  ax^  ày ,  a*j^ ,  etc.  dans  laquelle  ax  de* 
meurât  îndéteriiiiné ,  qu'on  la  développât  suivant  les  puissances 
de  Ax^  Ay ,  Ay  j   etc..  ce. qui^ lui  donneroit  la  forme 

jiAx  +BAy 
^+CAx*+DAxAy+ÊAy^+FAy  ^=oj 
;+etc, 

on  y  pourroxt  substituer ,  au  lieu  de  Ay ,  Ay ,  etc.  leurs  développe- 
mens ,  et  comme  a  ;t  y  resteroit  encore  indéterminé ,  il  faudroit  que 
les  coefficiens  des  diverses  puissances  de  cet  accroissement  s'éva- 
nouissent d'eux-mêmes.  On  obtiendroit  ainsi ,  entre  les  variables  x^y^ 
et  leurs  différentielles ,  un  nombre  infini  d'équations  qui  devroient 
s'accorder  entr'elles  pour  que  la  proposée  signÛiât  quelque  chose  ;  et 
dans  ce  cas  elle  ne  seroit  équivalente  qu*à  la  première  de  ces  équa- 
tions ,  dont  les  autres  deviendroient  les  différentielles  successives. 

En  ne  supposant  l'équation  aux  différences  que  du  premier  ordre , 
ce  qui  la  réduit  à 

JAx+BAy+CAx\'\'DAxAy+EAy*+  etc.  =s  Oj 

et  prenant 

dy  Ax    dy,  Ax*     d^Y     A  x^ 

jdx    I       dx*^  1,1     dx^   ua.3 

Apptndiu^  -  A  a 


/ 
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il  vient 

,      ^dx)  d^ 

■  +^^ 

ax 

+  c 

B    d^y 


\ 


:4 


l.xdk^ 


d*oii  Ton  tire 

et  si  cette  suite  d^éqoations  ne  peut  avoir  lieu ,  la  proposée  ne  pourra 
se  vérifier  qu'en  assignant  à  Ajc  une  valeur  particulière. 

971.  Ces  préliminaires  posés  ^  entrons  en  matière  par  Tinté^ration 
de  réquation  générale  du  premier  degré  et  du  premier  ordre. 

Soit  réquation  Ajr  +  P^  :»  Q  f  analogue  à  l'équation  différen- 
tielle que  nous  avons  traitée  dans  le  n"".  547  ;  un  procédé  sem- 
blable à  celui  du  n*".  cité  va  nous  conduire  à  son  intégrale. 
Faisons  y^^u[^  et  nous  aurons  aj^==iiA{^4-{;a«+ aha^, 
ce  qui  changera  Téquation  proposée  en 

KA{  +  t^'^H-  AttAî  +  Ptfç=  Q  ; 
en  posant  séparément 

{Atf +  P«j:a£0,  ou   A»  +  P«=e0, 

il  restera  u^i-^  àu£k[:s^Q^^  d*oii  l'on  tirera 

Aras  — ;^^: —  et  t  =  2; — ^ . 

If  +  Al^  U-^  àU 

La  question  se  réduit  donc  à  intégrer  l'équation  Ai/+P^^==so,  dans 
laquelle  on  peut  séparer  les  variables  en  lui  donnant  la  forme 

—  =3— P ,  puisque  P  est  supposé  ne  contenir  que  x.  Prenons  «î=«'. 


^  AU        ^' 


il  en  résultera         Au  =  (f{c  — i)ct    -7-=^^  •— 1=3=  —  P, 

d'oîi  nous  tirerons 
At 
€   =1— P,  A/=l(i— P)  et  r  =  2l(i— P); 
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mais  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction    i — P»  répondant 
au  produit  continuel  des  valeurs  successives  que  reçoit  i — P9  entre 

X 

les  limites  de  Tintégrale ,  si  l'on  désigne  ce  produit  par  [  i  —  P,.  J  , 
on  aura        ^=l[i— -Px-i]»  d'oh  on  conclura 


Le  sens  de  la  notation  que  nous  venons  d'introduire  est  facile  à 
saisir  d'après  celle  du  n%  902.  «  car  il  est  visible  que 

en  s'arrêtant  à  la  première  des  valeurs  de  ;c  ;  et  si  Ton  fait  attention 
que  u  +  Ail  =1^,  X  on  obtiendra 

»  +  A«  =  [i— P.]  et  î=s ^^"^r^^i 

ce  qui  donnera  enfin 

b  constante  arbitraire  étant  comprise  dans  Intégrale  indiquée. 

Cest  à  peu  près  ainsi  que  Lagrange ,  qui  le  premier  fit  voir  l'ana- 
lo^e  que  les  équations  du  premier  degré ,  aux  différences ,  ont  avec  les 
équations  diffirentielles  du  même  degré ,  a  intégré ,  en  1761 ,  l'équa- 
tion traitée  d- dessus;  il  applique  ensuite  son  résultat  à  l'équation  . 

qiû  revient  à  y  +  Aj'ss/îy  +  Q.  En  comparant  cette  dernière 
avec  A^+i»y=sQ,  il  vient  P=i^R,  1— P=^,  et  l'on  a  par 

'        Q  > 

conséquent  j'  =  [^,-iJ2 ;^.  -^ 

IRA 

Dans  le  développement  du  produit  [i— i*^,],  no«s  avons  sup- 
posé ,  pour  plus  de  simplicité ,  la  diflKrence  de  *  égale  à  l'unité  ; 
on  pourrçit  conserver  la  même  expression  en  convenant  qu'elle 
répond  à  (I— P._J(i— P,-«)(i— ^^îO  «te.  lorsque  A*=a ,  ou 
bien  transformer  l'équation  proposée  en  une  autre ,  en  faisant  *=««', 

■ce  qui  donheroit  AA:;=nA«'  et  aa:'=i. 

Aa  1 
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Si  Ton  suppose  que  le  coefficient  R  soit  constant,  on  aura- 

L'intëgratîon  indiquée  s'efFectue  facilement  lorsque  Q  est  constant  ; 
on  obtient  dans  ce  cas 

En  général  on  obtiendra  la  valeur  de  j^ ,  délivrée  du  signe,  d'inté- 
gration toutes  les  fois  que  Q  sera  une  fonction  rationnelle  et  en- 
tière de  AT  (  n%  911  )• 

973.  Dans  les  récherches  citées  n"*.  précéd.  Lagrange  applique  aux 
équations  du  premier  degré  et  d'un  ordre  quelconque  aux  différences , 
la  méthode  que  d'Âlembert^  donnée  pour  les  équations  différentielles 
du  premier  degré  et  dont  nous  avons  fait  connoître  l'esprit ,  n*".  658  ; 
mais  il  est  revenu  sur  ce  sujet,  en  1775  »  par  une  méthode  encore 
plus  simple ,  que  nous  allons  faire  connoitre. 

Représentons  par 

une  équation  d'un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré  par  rapport 
à  la  fonction  y^i  on  prouve ,  comme  dans  le  n*".  647^  que  son  inté- 
gration se  ramène  à  celle  de 

et  que  Ton  obtient  la  valeur  complète  de  {, ,  lorsqu'on  en  connoit 
un  nombre  n  de  valeurs  particulières. 

Cette  dernière  proposition  est  évidente  par  elle-même  ;  car  il  est 
clair  que  si  ^  / 

y  y?  or 

sont  des  fonctions  de  x ,  qui  satisfassent  à  l'équation  (B)  ^  l'expression 

y  satisfera  pareillement  ;  et  quand  le  nombre  de  ses  termes  sup- 
posés absolument  réductibles  enti'eux  sera  n  ^  elle  sera  Tintégrale 
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complète  de  cette   équation  ^  puisqu'elle  renfermera  n  constantes 
arbitraires,  C\C',C\ttc. 

Cela  posé ,  si  Ton  regarde  ces  constantes  comme  des  fonctions  de  x, 
et  que  dans  cette  hypothèse  on  change  i^tny^y  ou  que  Ton  fasse 

on  en  déduira  d'abord 
résultat  qui  se  transforme  en 

+î'.4..^C+fx4..^<^'x+îV.AC^+  etc. 

en  mettant  pour  C',^, ,  C,^., ,  etc.  leurs  valeurs 
C',+aC',,  C^+aC',,  etc.  et  se  réduit  à 

lorsqu'on  fait 

r^.AC',+î%AC",+i'%.AC'",+.  etc. ^ o  (i) , 

de  même  que  si  les  quantités  C^  y  C", ,  C"^ ,  etc.  fussent  demeurées 

« 

constantes.  En  faisant  de  nouveau  varier  ;r ,  on  obtiendra 

+  6+.^<^'.+C'W.^^".+  î'V.A<^"'.+  etc. 
résultat  que  l'on  réduira  à 

par  la  supposition  de 

Î^AC;+t'^^^Ar,+r,+aAC''',+  etc.  =  o  (1). 

Faisant  varier  ;r  une  troisième  fois ,  on  parvient  à 

y.^=^C'^'^  +<^'UVî  +  C"^"s^^  +  etc.  V 

en  posant 

î.+îAC.+f .^,AC,+t'%,A(r",+  etc.  =  0    (3) , 

et  Ton  continue  ainsi  jusqu'aux  équations 


t  _ 
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Maintenant ,  si  dans  la  valeur  de  j^^^,»..  on  change  a:  en  x  +  i  ; 
on  trouvera 

+  6+»AC7',+f,^AC",+î"',^AC-'.+  etc. 

mettant  dans  l'équation  (J)  les  valeurs  de^,,  y,^ ,. . .  .j'»+*_o  y.+.j 
en  observant  que  par  l'hypothèse  et  d'après  l'équation  {B) , 

ù+n  +  ^.l'»+i«-i  +  Q»î'*n»-« +  ^*î'-   =<* 

etc. 
il  restera 

^^^C',+C,^,^C",+("^^C",+  etc.=  y, («). 

On  conçoit  facilement  qu'avec  le  secours  des  équations  (  i  )  ^ 

(2) ,  (3)  , (n — i) ,  (n)  ,  on  déterminera  en  fonctions  de  x  , 

les  diflFérences  aC,  ,  aC,  ,  /iC', ,  etc.  ce  qui  réduira  la  recherche 
des  quantités  C^  C\  C'\  etc.  à  l'intégration  des  fonctions  d'une 
seule  variable. 

974.  Il  convient  donc  de  nous  occuper  de  l'équation 

Lorsque  les  coefficiens  de  cette  équation  ^  au  lieu  d'être  des  fonctions 
de  ;r ,  sont  des  constantes ,  ou  que  l'on  a  seulement 

on  y  satisfait  en  faisant  :^=^' ,  d'où  il  résulte 

îx+i=  ^'^"^         l^^=^ni^\ Îx4*=^'^î 

elle  devient 

n/'+PnC^^  +  Qm"-»+  R  m"-^ +  U^  o (Z?)  , 

et  sera  vérifiée  si  l'on  prend  pour  l'indéterminée  m  les  racines  de 
cette  dernière.  Si  donc  on  désigne  par  m\  fr/\  iw%  etc.  ces  diverses 
racines ,  on  aura  (  n"*.  précéd.  ) 

Cette  expression  présente ,  par  rapport  aux  quantités  m',  m^  m'",  etc. 
les  mêmes  circonstances  que  l'intégrale  de  Péquation  différentielle 
d'l^Pdxdr-\+  Qdx^d^"\^Rdx'dr-\. . . .  +  U{dx^^Q  (  n%  648  ). 


»  - 
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n  ptut  arriver  que  les  racines  de  réquation  (Z>)  soient  toutes  réelles 
et  inégales ,  ou  qu'il  s'en  troure  d'égales  entr'elles  ;  4ans  le  premier  cas 
la  valeur  de  {  est  complète,  mais  elle  cesse  de  l'être  dans  le  second* 
11  faut  alors  recourir  à  des  artifices  d'analyse ,  semblables  à  ceux  que 
nous  avons  employés  pour  l'équation  dîffihrentielle  ;  mais  nous  pré- 
senterons cette  recherche  sous  un  point  de  vue  un  peu  différent ,  en  la 
ramenant  à  une  détermination  particulière  des  constantes  arbitraires. 

* 

975,  L'équation  (C),  qui  peut  être  considérée  comme  exprimant 
la  nature  d'une  série  dont  un  terme  quelconque  représenté  par  {^^^ 
dépend  des  n  termes  qui  le  précédent  ^  suppose  nécessairement  que 
les  n  premiers  termes  de  cette  série  désignés  par 


{05      l 


I  > 


U*     lu 


•  •  •  • 


î»- 


sont  arbitraires  (  n'.  970  )  :  ce  sont  ces  termes  que  nous  allons 
introduire  à  la  place  des  constantes C,  C",  C"'f  etc.  Pour  cela  nous 
aurons  les  équations 


+  Cm"' 
+  C"m"'* 


+  etc. 
+  etc. 
+  etc. 
+  etc.i 


(£)» 


ç„_,=C'/b'—  +  Cm'"-'  +  C"'m""-'  +  etc. 


dont  le  nombre  est  égal  à  celui  des  quantités  C\  C",  C",  etc. 
qui  n'y  montent  d'ailleurs  qu'au  premier  degré  ;  et  en  prenant  suc- 
cessivement  nsi,  ns=i,  1=3,  etc.  on  obtiendra  ces  résultats 
particuliers 


C  = 


_  î 


m  f 


m 


m 


o 

//    > 


■//_  _   \l 


C"= 


rn^    K,-{'n''\-m"')i,^m'm"\, 
{m"'^ti^){m"-^m"') 

(m'"^m'Xm"^m') 

etc. 


V 
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La  loi  de  ces  résultats  est  déjà  assez  évidente  pour  qu'on  puisse 
les  pousser  aussi  loin  qu'il  sera  nécessaire  ;  mais  on  peut  en  dé- 
couvrir la  forme  générale  sans  recourir  à  l'induction ,  en  faisant 
usage  du  procédé  d'élimination  donné  à  la  fin  du  n"".  649, 
En  effet ,  si  Ton  représente  par 

l'équation  dont  les  racines  sont  m* y  ni" y  etc.  et  que  l'on  multiplie 
Tavant-dernière  des  équations  f  £)  par  F,  la  précédente  par  Q', 
et  ainsi  de  suite  jiisqu*à  la  première ,  qui  sera  multipliée  par  27'^ 
on  aura^  en  ajoutant  les  produits  > 

f-'+P'f-     +QV'' +  ^C. 

=C'  (/n"»-'  +i>'m'«-  +Q'  1»'-^ .+  ^) 

+c"  (/»"»-'  +/^/»'''"*+C' «"••"' +C^)    f . 

+  etc \ , 

toutes  les  lignes  du  second  membre ,  excepté  la  première  «  sont 
nécessairement  nulles  y  comme  n'offrant  que  les  résultats  de  la  substi- 
tution des  quantités  wl\  ni'' y  etc.  à  la  place  de  t\  il  viendra  donc 

On  trouveroit  de  la  même  manière  C",  C'y  etc.  en  substituant 
successivement  les  racines  m" y  m'"  y  etc.  à  la  place  de  m',  et  en 
formant  l'équation  f  avec  les  racines  m'y  m",  m"' y  etc.  m'y  m" y  m"' y  etc. 
Nous  avons  déjà  fait  voir  dans  le  n"".  cité  y  que 

m"^"'  +/>'ot'— +  QV-^ • . .  +  U'=z(m'^m''){n/—m'")  etc, 

^n  m'^"'  +  («— i)Pi?i""*+  (;»— 2)Q/w'*-^ . . .  +  7, 

ce  qui  se  déduit  évidemment  de 

dm 
pourvu  qu'après  la  différentiatîon  on  change  m  en  m'.  Pour  former 
les  quantités  F  y  Q[,  R' U'yW  faut  multiplier  l'équation 

par  i'^^m'y  ce  qui  doit  la  rendre  identique  avec 

^n 
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en  changeant  $  ta  m^tt  on  aura ,  par  la  comparaison  des  termes 
cemblables 

d'où  on  tirera 

S'=S+Rm'+Qm'^+Pm''+m% 
etc.* 

976.  Supposons  à  présent  que  Téquation  en  m  ait  des  racinesr 
imag^aires  et  des  racines  égales  ;  il  faudra ,  comme  on  Ta  indiqué 
dans  le  n"*.  650 ,  réunir  les^remières  par  couple ,  et  on  convertira 
ensuite  chacune  en  fonction  de  anus  et  de  cosinus ,  suivant  les  for- 
mules connues  :  la  transformation  s'opéreroit  avec  un  peu  plus  de 
facilité  en  traitant  immédiatement  par  le  procédé  du  n"".  648  j  la 
valeur  obtenue  dans  le  n^«  974, 

En  observant  que 

m'-'  +Fm"^  +QW'^ +  Zr==(/n— w')(/»'— w'^(m'— /»") 

^^*  ^  p'  ^•-.+  Q'm'^-^ +  i7'=±(  m'~JB')(/«'-^")(m'— m'O 

»•'-« +P'';»i"— .+  Q"i»'"-\  •  • .  +  U"=(  /n*'— mO(m''— /n')(in"— m'O 

etc. 
on  peut  écrire  les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  ^ ,  ainsi 
qull  suit. 


et  l'on  voit  qu'ils  se  réduisent  à  |  lorsque  ni—m\ 
Les  trob  premiers  termes  étant  écrits  de  cette  manière  : 

'Apptnilct,  B  b 


/ 
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deviennent  visiblement  f ,  lorsque  l'on  a  en  même  tems  m^t^m'^^m"', 
et  ainsi  de  suite ,  à  mesure  que  le  nombre  des  racines  égalés  aug» 
mente.  Il  faut,  pour  trouver  alors  la  vraie  forme  de  Tintégrale, 
recourir  à  la  méthode  du  n"".  139 ,  quand  il  n'y  a  que  deux  racines 
égales,  et  à  celle  du  h%  147  lorsque  le  nombre  de  ces  racines  surpasse 
deux.  L'usage  que  nous  avons  déjà  fait  de  ces  méthodes  dans  un  cas 
absolument  semblable  à  celui  qui  nous  occupe  (  n"".  650  ),  nous 
dispense  d'entrer  dans  aucun  détail,  et  nous  nous  bornerons  en 
conséquence  à  donner  la  forme  des  résultats.  Il  faudra  substituer 
aux  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  { la  quantité 

c  m   «7-c  X  fit      , 

lorsque  /n'=j7i%  aux  trois  premiers,  \gL  quantité 

cm  "irC  xm       +  c  — ^— —  m      j 


lorsque   rr/=sm'z=zm''y   et  ainsi    de  suite:   dans   ces  expressions 
c\  c\  c*\  etc.  remplacent  les  constantes  arbitraires  C,  C",  C'^  etc. 

977.  Nous  indiquerons  succinctement  ici  la  route  qu'il  faut  suivre 
pour  déterminer  les  quantités  C\  C\  C^  etc.  par  le  moyen  des 
équations  (i) ,  (1).  •  •(n — i) ,  (n)  ,  du  n*.  973  ,  afin  de  parvenir  à 
l'intégrale  de  l'équation  (A),  dans  le  cas  oii  les  coefEciens  PpQ^R.,»U 
sont  constans  et  F,  est  une  fonction  quelconque  de  x.  Les  équations 
(i),  (i)....(«— i),  (n),  deviennent  alors 

M 

m'**'  aC'+/b"+'    aC+pi'"*'  AC"+etc.=6 
«'*+•    aC +»»•*+'   AC+m"'*'   AC"+etc.=^o 


m 


,'*+•—»  A  r^ 


AC+m'"-^-'AC'+in"'**-'AC"+  etc.  =o 


«'**«   AC+m"-*"   AC'+m'"*'   AC"+ttc.=r,t 
en  y  substituant  pour  ^ , ,  î',+,  ,  î',+,  ". ...i', etc. 

m'%  m''*'f  m''+\ . .  ,m°%   etc. 
si  l'on  fait 

m"*'iiC'=^A'F,,      m"+'AC'=i:A'r„      /»'"+' AC"=^r„    etc. 


DES    Différences,       -     i^j 

on  arrivera  aux  équations 

^4-        ^'+         ^"+etc.  =  o    . 

m'A + m'A'     +  m"J"^      +  etc.  =  o 


m"-*J! ■^m"-'A'-^m"'-*A" -^  etc.  =  o 
m'—^ +to'«-»^*+ib"— '^"+ etc.  =  o 

traitées  dans  le  n"".  649  ^  et  l'on  terminera  l'opération  comme  datls 
le  n"*.  975.  Si  parmi  les  valeurs  de  m,  il  s'en  trouve  d'imaginaires 
ou  d'égales  entr'elles ,  on  aura  égard  à  chacune  de  ces  circonstances 
par  des  procédés  absolument  semblables  à  ceux  qui  sont  développés 
dans  le  n"".  650.. 

978.  L'on  n'a  fait  que  peu  de  tentatives  pour  intégrer  Téquation 

dans  le  cas  où  les  coefficiens  P^ ,  Q»  >•  •  •  2^«  t  sont  des  fonctions 
de  Xi  c'est  Laplace  qui^  dans  ce  genre ,  a  porté  le  plus  loin  se$ 
recherches,  et  pour  en  présenter  l'ensemble ,  nous  commencerons  pair 
donner  ta  méthode  quil  employé  pour  intégrer  Téquation  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre. 

Soit     j'^,=P;0'.+  Q.» 
on  tire  successivement  de  cette  équation 

etc. 

substituant  la  valeur  de  j^,',  dans  celle  de^« ,  puis  cette  dernière  dans 
celle  de  y^  et  ainsi  de  suite ,  il  viendra 

y.^P>y.        tQ. 

y,^P,P,P^,    +P,P,Q.    +P,Q,    +<?, 

Yi=PAP^P^*+PiP»P^  <2. +^î^Q. + ^,  Q. + Qî . 

b6  X 
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et  en  général 


•  •  • 

expression  que ,  d'après  la  cooventio«  faite  dans  le  n^  972  «  Ton 
peut  encore  écrire  comme  il  suit: 


on  a  dans  cette  formule  la  râleur  de  y^ ,  exprimée  par  le  moyen 
de  j^,  ^  et  par  conséquent  le  terme  général  de  la  série  correspon- 
dante à  réquation 

Si  l'on  représente  y.  par  uae  quantité  arbitraire  C*^  et  que  Ton 
observe  en  même  tems  que  la  série 


étant  mise  sous  la  forme 

iP,.x^\ — r+ — r+— T*"+ rW 

que  Ton  peut  vérifier  par  le  développement  ou  par  les  aitalo^es  <Ie 
la  notation  actuelle  avec  celle  du  n".  901 ,  revient  à 

«     O 

[f*,_,]s  -^  (  n*.  897  ) ,  on  aura  de  même  que  dans  le  n*.  97» 


y 


^       m  S 


Ce  procédé  doit  être  remarqué  parce  qu'il  coodcnt  directement  à 
l'intégrale  et  qu'il  montre  le  parti  que  l'on  peut  tirer  dé  la  for- 
mation des  valeurs  successives  de  la  fonction  cherchée ,  pour  en 
obtenir  l'expression  générale. 
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979«  Passons  aur  ordres  supérieurs  :  soit 
et  faisons 

multipliant  successivement  les  n— 1,  premières  de  ces  équations, 

par  «.,  rt^,  «î,  etc «r,»^,,   et  ajoutant  les  résultats  avec  la 

dernière  ^  nous  obtiendrons  Féquation 

+K-t/^,+ii-.î— *»-î)j^*^-^ +*./'*j^x 

comparant  celle-ci  avec  la  proposée ,  nous  en  déduirons  les  suivantes  j 

dont  le  nombre  est  évidemment  égal  à  /2+ 1.  On  tire  successivement 
des  U'^i  pfemières» 


et  à  cause  que  £/,=«.  ^.,  U  viendra 


»  »— » 


équatioo  qw  n'est  que  de  l'ordre  n— i ,  par  rapport  à  la  fonction 
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inconnue  p,,  puisqu'elle  ne  comprend  que  les  valeurs 
PxiPt4.x%*  •  •Pt4^^x  »  ''ïais  qui  n'est  plus  du  premier  degré.  II  n*est  pas 
nécessaire   de  l'intégrer  complètement ,  il   suffit  de   trouver  une 
seule  valeur  qui  y  satisfasse  ;  on   substituera   cette  valeur ,   ainsi 
que  celles  de  «i».,  >  a»..^ f^t»  dans- l'équation 

qui  ne  renfermera  plus  alors  de  fonction  inconnue  que  q,  et  qui 
ne  sera  que  de  l'ordre  n — i  et  du  premier  degré  par  rapport  à 
cette  fonction.  Cette  dernière  étant  intégrée ,  donnera  une  ex- 
pression de  j^,  ,  avec /? — i  constantes  arbitraires,  et  l'intégrale  de 
réquatîon  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  j',^,i=îPxy*+î*  j 
deviendra  celle  dç  la  proposée  »  on  aura  ainsi  par  le  n°.  971 , 

980.  En  poursuivant  les  -conséquences  de  cette  méthode ,  Laplace 
étoit  parvenu  de  son  côté  au  théorème  que  nous  avons  démontré 
dans  le  n\  973  ;  nous  renvoyons ,  pour  cet  objet  ^  le  lecteur  à  son 
Mémoire ,  mais  nous  intégrerons  avec  lui  l'équation  très-étendue 


dans  laquelle  les  coefficiens  j4  ,  B^  C^...L,  sont  constans;  mais 
otiJ^  désigne  une  fonoion  quelconque  de  x*  L'équation  qui  donne /^, 
devient  alors 


n— I 


«— I 


et  si  l'on  prend  /^^^^X^».,»^,  ^  a  étant  une  quantité  constante  ^ 
il  viendra 

l>«4y.-.]=''"[-y^ ,      [/'x+»-.]='»"~'[-yx+.«-] ,  etc. 
La  substitution  de  ces  valeurs  fait  dispàroître  X>  et  il  ne  reste 
que  l'équation  algébnque 

ar^Aa'-'—Sar*. . . .  — iLx— i=o. 

Si ,  pour  simplifier ,  on  prend  m=n — i),  et  que  l'on  représente  par 
a\  a%  a"',  etc.  les  valeurs  de  a ,  celles  de  p^  seront 


l'X 


x% 


«"-sr,^ 


a"X 


«9 


etc* 
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n  est  visible  que  Ton  doit  supprimer  dans  ce  cas  la  quantité  ;«  • 

et  que  Ton  a  seulement  y^=lp,^t  ]  pour  l'intégrale  première  de 
Péquatîon  proposée ,  mais  à  cause  des  diverses  valeurs  de  p, ,  oa 
en  déduira  9  par  la  théorie  des  équations  du  premier  degré , 


X    • 


intégrale  complète  de  la  proposée ,  et  qui  revient  à 

981.  Les  résultats  précédens  peuvent  être  changes  en  d'autres  d'une 
forme  plus  simple  à  quelques  égards ,  en  mettant  à  y  Tindice  a:  à  la 
place dex+ni  l'équation  proposée  deviendra  par  là 

On  la  traitera  encore  suivant  le  procédé  du  n"".  979 ,  en  observant 
(d'écrire  p^^^  et  q^^  ^  au  lieu  de  p,  et  de  q^ ,  dans  les  premières 
équaûons  de  la  page  197  ^  avant  d*y  changer  x,+n  en  x ,  et  de  les 
prendre  ensuite  dans  un  ordre  inverse. 

L'équation  du  n"".  précédent  se  changera  ^  de  cette  manière ,  en 

y,=Jimy.^,  +  Bmys[, ....+  £[XJ  y,.^  , 
si  l'on  fait  m:t:^n^  et  dépendra  alors  de  l'équation 


I   «—I  *    «— 1 


[y,j-^[x,][/.j-5[j;.][/»j . . .  +  if  ojc-Yj  -i[2r ,]=o , 

qu'on  transformera  encore  en 

a»— ^a*-'— ^a"— .  • . . .  — JCtf — 1=0  ; 
en  prenant        pm:=±aXg ,  et  la  valeur  complète  de  y»  sera 

yM=m{  ^^"+  C''-«"+  C'^tf  ""+ etc.  ) . 
982.  Passons  à  l'application  de  cesi  derniers  résultats ,  et  prenons 
pour  cela  les  équatipns  comprises  dans  la  formule 

qui  s'obtient  en  faisant  X^z=x  dans  l'équation  proposée  ;  nous  trou- 
verons qu'elle  dépend  de 

et  qu'elle  a  pour  intégrale 
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L'équatMB  giéBârab 

&e  traiteroit  absolmncnt  cpouie  la  précédieate,  et  sonr  laXèffais. 
seroit  delà  focme 

'        >',=W{Ca"+CV'+CV"+etc.}., 

IZ  y    A  ^  a    I  cTC*  CTHIir  ICa  ntCtuCS  QC"  ï  CtjUallOll 

Si  Tq»  vouloit  d^temuier  Its/conslantes  C'^  C'5  C'^  etc.  par  le 
moyen  des  n  premiert  termes  de  la  série  engendrée  par  Téquadon 
proposée ,  on  auroit  ces  équatiotis 

i^  =s  Cr'«'  +  C'a*  -f  C'a"  +  et«* 

i^  =  Ca'*+CV*+C"V'^+  etc. 

etc. 

qui  rentrent  dans  ceHes  du  n^  975  ,  et  dont  on  tireroitles  valenrr 
de  C'y  C%  C^y  eic.  par  U  prxiciédé  de  ce  numpéreu. 

Si  l'équation  en  a  contenoit  des  racines  égales  ou  des  racines 
imaginaires  5  Temproî  des  méthod\!S  indiquées  n\  976 ,  condtriroit 
aux  résultats  relatifs  à  cbacun-Se  ceStCas;  et  Uexemple  du  second 
ordre  auquel  nous  nour  sommea  artâtés  ^  joint  à  ceux  que  nous, 
avons  doAnés  poitr  le»  éqiiaiton&  différentielles ,.  doit  lever  toutes 
les  difficultés  à*  œt  ég^vd. 

983.  Il  est  bon  de  rAmarqiaen  que  si  1!oiq  prend 

^=CV'-K'4*'+c:  V+  etc. 
U  fonction  [^  dépendm  de  Téquation. 

dont  l'expression  ci-dessus^  «firira  par  canséquent  l'intégrale  com- 
plète (  n^  974  ),  et  quo.j^  étant  donné  par  Fâquatron 

on  aura  j',=[-Srj{, ,  d'où  il  suit  que  le  terme  général'  de  la  série 
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sera  donné  par  le  moyen  He  oëtiB  ée  la  série  lyeancoop  (flus  simple 

^  f        î^i  f        {«44  9  etc. 
dont  un  terme  ^quelconque  %  forme  d^n  nombre  n  des  précédens 
flitAtipliés  ehaccm  par  une  ^quantité  constante. 

Nous  observerons  que  cette  dernière  est  le  type  général  de  celles 
que  les  Analystis  nrlt  HMmnîes  rioamme^  ^es  fouissent  â*un  très- 
^and  mmAre  ie  beHes  propiîétës  ;  on  a  dQ&  vn ,  dans  les  Elémens 
d'Algèbre  5  qu'elles  tirent  leirr  'ongine  -du  développement  en  série 
des  fraaioiis  tmtiooiielles ,  et  aious  FeviendiroiiK  ennce.sur  cet  objet 
dans  la  suite. 

L'équation  J,=TX,]{^  fait  voir  que  Ton  satîsferoit  à 

I  1  '         » 

m  prenant  >^r=I^,]«';  îl  peut  Btre  utile  &  se  rappeler  cette  cîr- 
cfonstance ,  fac3e  à  reconnoître  d'ailleurs  lorsqu'^on  est  exercé  dans 
i' Analyse ,  parce  qi^efle  conduit  immédiatement  Tintégrale  par  le 
moyen  de  la  méthode  du  n*.  974. 

Nous  avxMis  ^opprimé  le  dernier  tenue  y^  dans  féquadon  pro- 
posée ;  si  on  voulok  aesâtner  .oeaceiiDficiian.f  ^n  vriveroit  à  l'inté- 
grale au  moyen  de  la  valeur  de  ^,  ^  <r««vée  -ci^dessus  9  que  l'on 
substituerçit  à  ^  tsms  les  fornnles  du  n"*.  ^77. 

984.  On  peut  encore  déduire  de  l'équtftion  en  p,  da  iT.  5^79  ^ 
d'autres  tes  dIfttégralMlité  pour  ks  éqnMons  du  ^praoïier  d^é  aux 
^ffiSrences,  £n  s'airâtariti^  par  eaemiAe  ^  au  deuxiièae  OTdre,  cm^ 


a 


îquation  de  laquelle  on  are 

et  qui  change  par  conséquent  la  proposée  en 

y^^^  (^+1--  --p)  jc,4..+ <Ly^^  ^,  > 

équation  intégrable  9  quelles  que  soient  les  fonctions  P^  et  t2^ 
Si  Ton  fait  p,^=^m ,  m  désignant  une  constante^  il  viendra 

Ce  a 
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Il  est  visible  que  toute  équation  de  la  forme 

rentre  dans  celle  que  nous  avons  conâdérée  n"".  précédent  »  en  y 
faisant  Y^y^^y^. 

Voici  une  équation  qui. semble  indéfinie  »  ou  dont  Tordre  dépend 
dé  la  valeur  de  la  variable  x,  et  qui  pourtant  se  ramène  à  la 
forme  du  n*.  973  ;  cette  équation  est 

y.^    P^^ys^^ + Q^y,^. + ^^.^^ys^ + ^* 


un  terme  quelconque  y^  s'y  trouve  rapporté  à  tous  ceux  qui  le  pré- 
cèdent ;  mais  avec  cette  condition  que  les  fonctions  P^  Q  »  ^^  j  qui 
multiplient  ces  termes  »  reviennent  les  mêmes  de  trois  en  trois.  On 
tire  de  là  cette  équation 


+Pi  y\    +Qâ  J^i    +^.  ^.î 

retranchant  cette  dernière  de  la  proposée ,  on  a 

y—ys^^=P^^.yé^^^<ls^ty^J^+K^^y.^^ + K--K^  ; 

Cet  exemple  suffit  pour  faire  connoitre  comment  il  faut  traiter  les 
équations  du  genre  de  la -précédente  ^  que  Ton  pourroit  nommer 

équations  périodiqueSé 

Nous  terminerons  cet  article  en  faisant  observer  que  les  équations 
de  la  forme  * 

^x— ^J'Vi  J^*,.i>^-î yr^H 

se  ramènent  par  le  moyen  des  logarithmes  à  une  équation  du  premier 
degré  ;  on  en  tire  en  effet 

lj',=  I^*+*ljK*-.,  +  f  l^'x.à+^l^.-î +^hs^ii> 

et  faisant  ly^^y,,  il  vient 
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En  Intégrant  cette  équation ,  on  aura  donc  le  ternie  général  des 
séries  dont  chaque  terme  se  forme  du  produit  d'un  certain  nombre 
de  ceux  qui  le  précèdent. 

9S5.  On  int^e  aussi  les  équations  aux  différences  finies  par  la 
méthode  des  coefficiens  indéterminés  >  lorsqu'on  peut  découvrir  au 
inmos  quelques  parties  de  la  loi  que  suirent  les  valeurs  successives 
de  la  fonction  cherchée.  Soit  l'équation  différentielle 

+  etc. 

dans  laquelle  «« ,  0,  «  «'^ ,  etc représentent  des  fonctions 

de  la  variable  indépendante  n  ;  si  l'on  ea. déduit  successivement 

on  supposera  en  général 

y^^Jji'+Bjf^'  +  C>"-+  etc. 

et  substituant  cette  expression  dans  l'équation  proposée ,  on  aura 
^,   ïT    +B,   «"~'+C,  «"-•+ctc. 

s=    (^,_,«-'+5^,«— +C^.«-'+etcO(«rt«    +J8.') 
+  (^^.«^* + ^.-.«^ + C..,«"-* + etc.)(<» V + /8>  +  >'.) 
+ (^.-î«'"'.+ ^^î«""*+  CLî«"-' + etc.)(«".«» + i8".tt' + >'>  +  J^"0 
+  etc. 

comparant  entr'euz  les  termes  a^tés  des  mêmes  puissances  de  « , 
on  obtiendra 

-^.=8    «^«+«Vi.-.+«.*-'--}+etc. 
B,=£    «,^,-.+*'.2?^,+«",ff^,+etc. 

+ M,_. + j3'.^._. + j3  V;.-î + etc. 

<;=      «.^»-.+*'.<^,-.+«'.C'._,+etc. 
+ jB.fl^. + /î'.5._,  +  ^'^^,  -h  etc. 

+y^^x  +  7'',^_.+3'V_î+€tC. 

•  '+  etc. 


i 
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et  lorsqcTon  pourra  intigrer  thacane  ^  ces  léquMtons ,  tin  ama 
fexpt^xon  *gén&a!e  tic  y^^.  Voicî  ifciw  eumples  <jm  feront  î)fcii 
connoître  le  parti  que  Ton  peut  tirer  dé  cette  mértiode. 
On  a 

sifln:^^?:^^?!— -1  )^c«ç+cosi[»— i)çsînç 
n  «os(n— i5xsin^=:Jsîn7i;[  — jâni(«— i)^, 

d'oii  il  résulte 

sin/i^ssicosfsinXn — ï)x~^(''^~''^){î 
faisant  sinn{;=y^  tL<o%i=^\  on  fonnera  Téquatioii  ! 

de  laquelle  on  tirera  successivement 

^4=^.(  8  «'— 4«  ) 
>'5= j'.  (  »  ^  «*— ï  »  «*  +  0 

etc. 

on  donnera  donc  à  la  valeur  de  y^  cette  focoie 

J^.=y  ,(^»«""'  +  ^.«""^  +  Cjf-'  +  etc.  ). 
Substituant  pour  j^,j_, ,  etj^,^.,^  leurs  valeurs ,  et  comparant'entr'eux 
dans  Véquation  résistante  les  termes  affectés  de  la  même  puissance 
de  »  9  on  obtiendra  les  éqtiations  suivantes 

etc. 

qui  ne  sont  que  du  premier  ordre  et  qui  conduisent  très^simplement 
aux  valeurs  des  coefficiens'^.^^JT.^  C, ,  etc.  mais  pour  en  faire 
usage ,  il  faut  observer  qu'eHes  ti^Mt  ps(s  toutes  fa  même  létendtre , 
c'est-à-dire,  qu'elles  ne  commencent  à  exister  tfue  «sijpcessiveflrciit ; 
la  premiè/e  n'a  lieu  que  lorsque  ti3^i ,  parœ  que  Inéquation  pro» 
posée  laisse  arbitraires  les  valeurs  et  y.  et  y,.  Avec  cette  attenâon 
on  trouve  que  le  plus  petit  iiidice  ^  f  tst  3 ,  parce  ^e  ^«équation 
qui  le  détermine  ne  commence  que  qvand^iîs)  ;  «elle  qui  détermine  Ç 
ne  commence  que  quand  ;s=4  ^  et  aina  de  suite. 


II 


j 


\ 
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Cela  posé,  en  intégrant  la  premiècail  vient  ^«^  i^'C,  C  étant  la 
constante  arbitraire;  et  comme  on  doit  avoir  ^,=t9  il «n  résulte 
C'=7 ,  d'oîi  ^.ssj/'"^,  cft  q\ir  donne  -^1^^:^= a"  'l  Par  cette  valeur 
réquaitott:  en.  5  devient      ^^sriif^^j — 1*"%  et  son  intégrale  sera 

il,=  2-C(r^— izi)=:ii"(C''— !;!•)  (  n-.97a€t98i  ), 

ou  -*,-=— i""^  6*^+/!  ),  en  ehangesmc  ta*  coiiflantie  arbitraire  C^ 
en  —  j  C'\  Pbur  déterminer  ht  eansiaiiie  C'\  ik  9mt  faim  n  =3:  2 
et  ^.=0  y  puisque  Téqualtion  en  A  ne  comôMiice  ({m«  lorsque  /z^^sj  ^ 
et  on  trouve  7(C"'+  2)  =  o,  ou  C"=— 1,  d'où  tt  résulte 
i?.=— *.-^(/ï— i).Cette  délerminarioa  donne  5»..=— 1"""'(«— 4)  » 
et  si  on  substitue  cette  valeur  dans  celle  de  C«  j  on  aura  l'équation 

dont  l'intégrale  sera 

en  changeant' de  oonstante  w'bitmire»  La:  mleur  de  C  ne  commençant 
que  lorsque  n^j^^  on  doit  voir  C^^szo^  csDadidon  de  laquelle  on 

tire  -^  (  C'—  6  )  »  0  ,  ou  C''=6  ^  et  d'oîi  il  résulte 


c;=i--»(lr:pLîi)==x 


*  i.i 


On  trouvera  de  même  les  autres  coeffidenis ,  et  Ton  parviendra  ainsi 
au  développement  de  sin  /z  { ,  sans  avoir  recours  à  l'induction  :  on 
obtiend» 


I*^2 


r  ^  ^       ^M       );  V ii«-»cos {"-'  +  eic 


*  ■»' 


I.2«3 

986.  L^équation  j^„rx=2ig^„.^r-*jrt^k  9  se  rapporte  à  celle  du  n"*.  974, 
car  u  y  est  regardé-  comme  constant  j  en-  y  élisant  donc  y^zssm% 
on  parvient  à  l'équation       -m^=:=i  %utm  -^  t  > 
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de  laquelle  on  tire  m=stcdc  k  »•—  i ,  et  par  conséquent 

remettant  pour  »  sa  valeur  cos  { ,  et  changeant  j^»  en  sin  «(;,  il  viendra 

sîn  nç  =  C'(  cos  î  +  V^I^i  sin  ()*  +  C'(cosî—  V^^  sin  ç  )*. 

Pour  déterminer  les  constantes  arbitraires  »  il  faut  observer  qu'on  a 
sinfr;;::=:0y  lorsque  12=09  et  sin/x{  =  sin{9  lorsque  n=ii  ce  qui 
donne  les  deux  équation; 

o=C'+C' 
sin  {;  =  C'(cos{  +  V^^  sin  {  )  +  C'{  cos  i  —  V^^  sin  i)  i 

qui  mènent  à        C'=  — — —  ,        C''=  ^-^ , 

iK— I  iv— ï 

.  ^ (cos;:  +  V^^sint)'— (cos^(V^II7sint)' 

résultat  conforme  à  celui  du  n"*.  40  de  Tlntroduction.  Le  dévelop^^ 
pement  auquel  il  conduit  ne  diffère  de  celui  du  n"*.  précédent  que 
parce  qu'il  contient  les  puissances  impaires  de  sin  [ ,  qui  sont  ré^ 
duites  à  la  première  dans  ce  dernier* 

987.  Pour  achever  d'éclaircir  Tapplication  du  Calcul  aux  diflSi- 
rences  à  la  recherche  des  loiz  que  suivent  les  formules,  nous  en 
donnerons  encore  un  second  exemple  sur  l'expression 

'  I 

irf""'«  -  =:<f,arc  (sin=jir)* 

En  faisant  pour  abréger  •     =s  n ,  on  trouve  d'abord 

yi — ^ 

du  ' X  d^u         2Jf*4-l    *       €ptt     ,  6x'  +  9r 

^     {x^xy  (i~*T  («—*•)* 

d*oii  l'on  doit  conclure  qu*en  général 

<?«.      ^,«»+2?„«'-*+C>"-*+Z>„*«^+etc. 

».        »■        SS     — *— — — — ^ "        ■        ■..■■■■  ■    ■■     I.  ■  W I    ■    t 


différentiant 


N. 


i>  s  s    Différences,  109 

«Bfférendant  cette  dernière  expression  >  on  obtient  le  résultat 


*""^^ + etc. 


dont  la  comparaison  avec 

.  (i— *•/+? 

donne  les  équations  suivantes 

etc. 

Toutes  ces  équations  ont  la  même  orif^ne ,  et  Ton  peut  en  consé- 
quence supposer  dans  toutes  /z=i.  La  première  J/^^,s=(/z+i)^,, 

d'après  cette  remarque ,  a  pour  int^rale  w^,=:[n].  La  seconde  de- 

n 

venant  alors  B^^=^{n+j)Bn+n[n] ,  a  pour  intégrale  (  n*.  971  ) , 


ir.^£«+.]"{c'+x-4r} 


[«+3] 


1  [«+3]) 


— J 


et  comme 


=[«+!]{  C'+i.ix/2[n]} 


•— X 


2  «[«]=  — — =  —  -7 — j^ — TT — ; — r 


l(»+2) 


(n%9to). 


on  aura 

J?,=  [n+  1]]    C ; TT r 

^     ^       n  («+l)(«+2) 

«pression  dans  laquelle  il  faudra  déterminer  C\  par  la  condition 
JpptndM.  Dd 


^1' 
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que  Bn  soit  nul  lorsque  «=  i  ;  oa  trouvera  ainsi  C'ts:  — - ,  et 


I  — t 


2    I  •! 


2 

Les  valeurs  de  Cn,  Dn  et  des  coefficiens  ultérieurs  »  $'Qbtiendront 
de  la  même  manière ,  on  aura 

c.=w.-i^w[o]=W[ào][«][oî 

etc. 
en  changeant  n  en  n-^i  ^  on  en  conclura 

d'irc(ân  ss:  x) <f~'t( 

(i— ;c*)"-» 

988.  JusquHci  nous  avons  toujours  supposé  que  Taccroissement 
de  la  variable  indépendante  x  étoit  constant  ;  il  existe  cependant 
des  questions  analytiques  dans  lesquelles  cet  accroissement  est  va« 
fiable^  telle  seroit  la  suivante:  trouver  une  fonction  de  ^^  dési*- 
gnée  par  ç{x) ,  dans  laquelle  en  mettant  successivement  f  (x)  et  F(jr), 

au  lieu  de  AT ,  on  ait  f  CF(:r))  =  PXf(*))+Q,  ;  f{^)f  ^i^)^ 
P,  et  Q^ ,  étant  des  fonctions  données  de  x.  Laplace  ,  par  un  pro* 
cédé  très-*simple ,  ramènç  cette  question  à  l'intégration  d'une  équa- 
tion aux  différences,  dans  laquelle  l'accroissement  de  la  variable  indé- 
pendante est  constant  ;  il  fait  f(;c)=«. ,  E(x)=:a^, ,.  u^  représentant 
une  fonction  inconnue  de  la  variable {,  et  puisque  î{x)  est  connue, 
on  peut  9  en  supposant  l'équation  algébrique  i{x)z=iu^^  résoluble 
par  rapport  à  x ,  tirer  de  là  x=:f^(a.)  ,  valeur  qui  transforme  l'équa- 
tion     Y{x)^=u^^  ,.en  cette  autre      z^^,=F(f/«^)). 

Lorsqu'on  pourra  intégrer  cette  équation ,  on  aura  l'expression 
de  u^  en  fonction  de  { >  au  moyen  de  laquelle  on  obtiendra  aussi  x 
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en  fonction  de^:  les  fonctions  ç(F(:t))  et  ^{{{x))^  deviendront 
respectivement  f  («.+,)  j  ^(«,)  ;  on  pourra  les  représenter  par  ^,^, ,  y. , 
d*où  il  résultera  une  équation  de  la  forme 

dans  laquelle  la  variable  indépendante  (  ne  crcntra  que  de  Tunité. 
Après  la  .détermination  de^.y  on  y  substituera  la  valeur  de  ^  en  x  ^ 
pour  passer  à  l'expression  de  ^(f(^))  9  que  l'on  ramènera  à  celle 
de  f (jt) ,  en  y  changeant  f(x)  en  x^ 

Pour  donner  un  exemple  de  la  recherche  précédente  »  faisons 
î{x)z=sjnx ,  F(4r)=^%  et  supposons  qile  l'on  doive  trouver 

Q  étant  un  coefficient  constant.  En  prenant  u^-=mx^  ù^^:=x%  on 


«^ 


formera  TéquatioA  û^,=^  — f  j  qu'on  transformera  par  le  moyen  des 

logarithmes  en  lu^^:=q\u^'^q\m:  Tintégrale  de  cette  dernière^ 
par  rapport  à  lif«  est 

u,=,<c_x'^)=,.(c'--£l^)=,.(c-^^^). 

Pour  déterminer  la  constante ,  soit  u,=a  ;  il  viendra 


a» 


et  enfin,  en  passant  aux  nonbres ,'        u,=  -  .,_  ' 


«— 1 


Posant  ensuite  f(mx)=y,  et  ^(x«)==y»^., ,  on  aura^^,==y.+  Q , 
équation  dont  l'intégrale  donne  y,=C'-i-%Q=C'+Qi^  d'où  l'on 
conclut  f(mx)=iC'+Qif  et  il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  jen  x,- 


â« 


par  le  moyen  de  l'équation  »,=»»«•= — ■^^—^.  En  reprenant 


«Î-' 


les  logarithmes ,  nous  obtiendrons         lmx  =  a*-'la — ? — -  1  m , 

.     ?— t 
Dd  % 
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résultat  que  nous  mettrons  sous  la  forme 

,  q*la         Q^ — q  A  a  \m  \      q\m 


f  1 

et  d'où  nous  tirerons  alors 


'la  \m  \      ^  q\m       .      mx 


/la  1«  \      •  qim 

î'( )=l/ffA; =- —  =  1 

^q         q — 1/  q — I 


i«^^* 


Si  nous  faisons  pour  abréger • =  * ,  nous  aurons    ^ 

q        q — I 

I ,     mx  i^.i     ^x     '  - 

et  par  conséquent 

If  ..2 .    ^ 

0 — 1 
m^ 

Si  Ton  écrit  simplement  x,  au  lieu  de  mx,  on  obtiendra  pour 
dernier  résultat 

Occttpons«nous  edcore  de  réquation      *f  («)*=»(a*)  +  1  ; 
iious  ferons  dans  cet  exemple  «:;=:jc,      «^,=2x,  et  nous  aurons 
en  conséquence  «^,=  ia,,   d'où  nous  déduirons  a.=  C.x'=x; 
posant  ensuite  K^)=J'.  et  ?(iA:)==y^, ,  l'équation  à  intégrer  sera 

J'»4.t=j'*.— 1.  Si  Ton  suppose  d'abord  y,=<n ,  on  trouvera 

a 
1 
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La  dernière  de  ces  valeurs  est  llntégrale  complète ,  puisquMle  ren- 
ferme une  première  râleur  arbitraire  if ,  et  Téquatlon      c  •  i^=x , 

donnant  i*"'=  -tlj  on  aura 


résultat  qui  revient  à 

p(x)=zb'+i''% 

X 

_       _  • 

si  l'on  prend  *  =  a^i C  («  j^ 

(*)  M*  Daviet  de  Foncencx  avolt  cru  que  Téquatloo  ^(x)*=:9  (2ic)  +  s 
ne  pou  voit  être  résolue  qu'en  supposant  ^{x)  égale  à  une  constante  (  Mélanges  de 
Turin  y  T,  21  ^  page  320  );  ce  qui  précède  montre  au  contraire  qu'elle  a  une 
Infinité  de  solutions  indéterminées.  Nous  remarquerons  id  que  l'on  seroit  parvenu 
&  la  mime  conclusion  en  faisant 

<f{x)=A  +  Bx^+  Cx^+Dx^+ttc. 
d'où  îl  seroit  résulté  l'équation 

A^+aABx*+'2.4qx^+i^D^x^+etc,\=I    -4  +  4^*»+  i6Cx*+6iDx^ 
+  B^l        aBC\  S      \+% 

de  laquelle  on  auroit  tiré 

A^=J  +  i^      a^B=4B,      aAC  +  B^=s:i6C^  etc. 

Lés  radnes  de  la  première  de  ces  équations  sont  ^:^2,  A=^^i\  la  seconde 
équation  aAB=z^B ,  réduite  à  A:^=^2,  s'accorde  avec  l'une  de  ces  racines  et  laisse  B 
indéterminé;  on  trouve  ensuite 

iB*  _       aBC  îB' 


c=-?l« 


Z)=:ii£.^ 

la       I.2.3.4  60         1.2.3.4.5.6 


,  etc. 


ce  qui  conduit  à  la  série 

^^    '  '  i.a         i.a.3.4  1. a. 3. 4. 5. 6 

équivalente  à 

^    ,  »  B** ,  Bx*  ,  B\x»    ,       B*jc*       , 

q^rx):^!-) h ^  +  etc. 

^^    '  •     i     '    i.a       i.a.3       i.a.}.4 


B'jc,   Bjc*      B\t«  ,       B^x^ 

+  1— !• — -4 -—etc. 

bK     ^B^x 

=  e        +  * 
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9S9.  La  fflêoie  méthode  s'applique  sans  difficulté  aux  ëqtiations 
(des  ordres  supérieurs  ;  soit  par  exemple  l'équation 

dans  laquelle  les  valeurs 

y^*>      yj""^*    yj'-^^^ y^\    y, 

répondent  à  celles-ci 

A  X  ^         A^  X  f         A       Xy%  %•%%•••••••  AXm 

En  faisant  x  =  ir, ,  on  aura  ax:=  «r^, ,  d'oîi  oft  tifera  «x4.,tï=  a  u^ 
et  u^^=z  Ca"  ^  en  intégrant.  On  peut  en  preiidré  C=i ,  et  il  Tiendra 
en  conséquence  ji:c=a*  ;  avec  cette  expression  de  x-  ^  on  trailsfor- 
mera  les  fonctions  P, ,  Qr  >  •  •  •  •  ^V  *  C^,  et  f', ,  en  fonctions  de  {  , 

on  écrira  ensuite  y«+»,  ^^nt-i*  ^*^*  ^^  ^^^  ^^  J'«"*>  J'*"^'*»  ^^c. 
et  par  ce  moyen ,  l'équation  proposée  sera  ramenée  à  celle  du  n**.  973, 
En  supposant  que  les  coefficiens  P ,  (^^.•.•...T^  U ^  soient 
constans,  la  transformée  sera  seulement 

y^+Py^^i^x + (ly^^^ —  +  Ty^ + i7^.=5  v^  \ 

son  intégration  ne  dépendra  que  de  celle  dé  l'équatioil 

à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  y^-^w?^  m  étant  f  une  des  racines  de 

m"+Pm»-*+Qm"-S...+  r/»+  Z7=o  (  li».  974  ), 

et  qui  donne 

^.=  CV'+  Cm'-^  C''m'"'+  etc. 

Pour  revenir  de  cette  expression  dej^,,  à  celle  dej'^ ,  il  suffit  de 
mettre  ^  au  lieu  de  { ,  sa  valeur  en  x  ;^  or  par  l'équation  xz=a*  ^ 

on  a  {  =  p,  et  en  obs^vant  que  ;»'•=«»*«'  (  Int.  n\  31   ),  il 
en  résulte  m'*z=ze}^     =^x^^^  d'où  l'on  conclut 

y^=Cx^a  4-  C'x^  +  C'x'^  +  efe. 
Telle  est  l'intégrale  complète  de  l'équation 

y0\+  Pyj^^,^  Qy^'^^s^  •  •  •  +  7>^+  Uy.=  o^ 
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iloftoée  par  M.  PaoU,  dans  ses  Opuscules.  Il  y  est  parvenu  en  faisaat 
y^^isax'*,  substitution  d'où  il  résulte 

et  qui  change  par  conséquent  la  proposée  en 

le  coefficient  «  demeure  arbitraire ,  et  si  l'on  pose  a^^^^im ,  on  aura  ; 
pour  déterminer  /o  ^  la  même  équation  que  ci-dessus  :  quant  à  fi , 

il  viendra  f^  =3  —^  ,  ce  qui  rentre  dans  l'intégrale  précédente.  Il  y 

auroit  à  faire  sur  cette  équation  des  remarques  analogues  à  belles 

du  n*.  976  ;  elles  ont  été  développées  par  M.  Paoli ,  mais  nous  ne 

/      saurions  nous  y  arrêter ,  non  plus  que  sur  l'intégration  de  l'équation 

qui  se  réduit  d'ailleurs  à  déterminer  C\  C%  etc.  dans  la  valeur  de  j^, ,' 
suivant  la  méthode  du  n"^.  975. 

990.  C'est  aux  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  que  se 
ramène  en  général  la  détermination ,  d'après  des  conditions  données  ^ 
des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales  des  équations 
difierentielles  partiçlles  ,  et  dont  nous  avons  traité  quelques  cas 
particuliers  dans  les  n^*.  796  et  797.  Voici  à  peu  près  comme  Monge 
a  présenté  cette  recherche. 

Soit    Z=i=^Mp{U)  ^-N-^iF)  l'intégrale  d*une  équation  diffé- 
rentielle  partielle  »  Z  désignant  une^  fonction  des  trois   variables 
jr,  j^,  {  et  -M,  N ,  V ^   V^  des  fonctions  de  jit,  ^  seulement. 
Supposons  que  les  fonctions  arbitraires  indiquées  par  les  caractéris- 
tiques f  et  4  >  doivent  se  déterminer  par  ces  conditions  x 
l\  qu'en  faisant  ^:isf(r)  on  ait  {  =  F(;c) , 
i*.  qu'en  faisant  j':ï:±f,(:if)  on  ait  ^=^F,(*-); 
si  Ton  représente  par  iM\  }i\  V\  V\  Z\  ce  que  deviennent  les 
fonctions  -M,  JV,  V  ^  V^Z^àzxi%  la  première  hypothèse,  et  par 
iA\ ,  Ii\ ,  2/',  >  '^'i ,  Z\ ,  leurs  valeurs  dans  la  seconde,  on  aura 
ces  deux  équations 
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faisant  dans  la  première  f^'=v^  on  déduira  de  celle-ci  une  valeur 
de  X  en  V  9  au  moyen  de  laquelle  on  changera  les  fonctions  M,  N',  V* 
et  Z\  en  fonctions  de  v,  et  en  les  désignant  dan$  ce  nouvel  état  par 
^'i  ii\  U\  Z\  on  aura 

posant  ensuite  y\^=zv  ^  on  obtiendra  de  la  même  manière  un  ré- 
sultat de  la  forme 

éliminant  4  (  ^  )  i  ^^^^^  cette  équation  et  la  précédente  ^  il  viendra 
l'équation 

que  Ton  convertira  en  une  équation  aux  différences  ^  en  prenant 
U'zzzu,  U\=u,,  f(C^'')  =  /et  f(C^\)=t,.  On  déduira 
de  là  une  relation  entre  u^  et  u»  ou  l'expression  de  Au  en  u  ^  et 
on  tirera  aussi  de  l*équation  2/^^=  u  une  valeur  de  v  en  u,  pour 
la  substituer  dans  M",  JV",  Z',  -W\,  N\ ,  Z',;  on  formera  par 
ce  moyen  une  équation  aux  différences  entre  la  fonction  t  et  la  va- 
riable indépendante  u.  ^exemple  suivant  éclaircira  ce  procédé» 

Soit  réquation  ts=:^(tf x— y)+  4(*^— y)> 

dans  laquelle  on  se  propose  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires  ^ 
^  4  P<^r  c^^  conditions  : 

1%  qu'en  faisant      yrszAx  ^      ;j  =  jBAr*, 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs  l'équation  proposée  devient  suc* 
cessivement 

posant  {h — A)x:=iv ,  dans  la  première  de  celles*ci ,  et  {J>—C)x^=zy  ^ 
dans  la  seconde ,  on  trouve 


""-1-4'       ""-y^c' 


et 


1 

I 
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et  on  les  change  par  ce  moyen  en 

on  en  déduit  ensuite 

et  faisant 

a^A  a—C 

oa  obtient  prenûèrement  l'ëquation 

a—C    ^     a— A    ' 
puis  oa  transforme  l'équation  contenant  la  fonction  f ,  en  cette  autre 

Cette  dernière  équation  s^ntégreroît  facilement  par  le  procédé 
du  n*.  988 ,  mais  on  en  peut  encore  tirer  plus  simplement  la  valeur 
de  r  9  en  substituant  A/  à  /.«^r,  d'oii  il  résulte 

en  observant  que  les  intégrales  su*  et  S«*^  doivent  être  prises 
conformément  à  la  relation  qu'établit  entre  la  variable  indépendante  u 
et  sa  différence ,  l'équation 

qui  revient  à 

Monge  remarque  que  si  Ton  a  en  général  ^uz=zKu^  ^K  désignant 
un  rapport  constant  y  il  vient 
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m 

nous  aurons 


ce  qui  revient  à 

la  relation  entre  ir  et  ir.  sera  d'ailleurs  exprimée  par 

Si  Pon  prend  /  =  f  («  )  et  r,=  f  (  «, ) ,  on  aura  é^demment  ^  pour 
déterminer  / ,  une  équation  aux  diflfêrences  ^  de  la  forme 

dans  laquelle  G^  E^  F^  désignent  des  coefficiens  constans;  et  le 
rapport  de  la  Tariable  indépendante  u  à  sa  différence  sera  donné 
par  une  équation  de  la  forme  ùji=zKu  y  en  sorte  que  si  Ton  regarde  u 
comme  une  fonction  indéterminée  de  la  Tariable  {  dont  la  diffé- 
rence est  égale  à  Tunité ,  on  aura  l'équation  ir^,=(X+  i)u^^  v 
Il  est  très-facile  d'appliquer  le  procédé  du  n"".  988  à  l'intégration  de 
l'équation  r,—  G  t  =Eu^''^^Fûr^, 

que  par  ce. procédé  on  transformera  d'abord  en 

C  étant  une  constante  arbitraire;  mats  au  lieu  de  poursoÎTre  ce 
calcul ,  nous  allons  faire  connoître  un  artifice  d'analyse  fort  élégant , 
employé  par  Monge. 
Nous  partirons^  avec  lui  des  équations 

en  faisant  pour  abréger 


et  tn  observant  que  l'équation  a  «  =  JSC  «  conduit  à 

A.i.-=((i  +  i:)-— i)i,-(  n\  précR), 
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puis  à  »■= — j ,  nous  reconnoîtrons  la  possibi« 

lité  dliitroduire  des  diffîrences  dans  le  premier  membre  de  Péqua« 
tion  à  intégrer ,  de  manière  à  donner  à  ce  membre  une  forme  sem- 
blable à  çeUé  du  second.  Il  suffira  pour  cela  de  partager  les  coef- 
ficiens  £  et  ^  en  deux  parties  e  et  «^  /  et  fj  ce  qui  donnera  un 
résulutt 

qu'on  pourra  transformer  en 
et  à  l'on 


u  Viendra 

=  <?f(«)+A^(«): 
on  aura,  pour  déterminer  les  coeffidens  <><',/»/',  ces  équadons  : 

desquelles  on  tirera 


(i+X)*— 1*    -^     (i+iS[)C_,« 


cda  £ût,  on  obtienàa 

équation  à  laquelle  il  «st  aisé  de  voir  qu'on  satis&it,  en  prenant 

G+(i+JC)* — I       <?+(i+A)^— i 
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En  substituant  ^our  E,  F^  G  et  K^  leurs  valeurs^  et  lai^aat 
toujours  «  et  i3  ^  on  obtiendra 

•         é 

C*(*— ^f(^— C)f— ^(<i— C)f(*— ^)0 

arec  cette  expression  on  trouvera,  pour  ceUe  de  Tautre  fonction 
arbitraire  > 

et  Ton  aura  enfin 


Cette  équation  y  en  satisfaisant  aux  deux  conditions  imposées  |i 

conserve  bien  évidemment 'la  forme  {'=**K«f— y)+j^4X**— y)» 
déterminée  par  (équation  ^fiénentleHe  partielle  qui  lui  correspond; 
mais  elle  deviendroit  illusoire  si  Ton  avoit  a:ss:i  ^  parce  qu'elle  cesse» 
roit  alors  d'être  ixae  intégrale  complète. 

991.  Mon^c  paccourt  successivement  plusieurs  formes  d'équa- 
tions ;  il  V-occQpe  du  cas  où  l'une  ^ies  fonctions  arbitraires  entre 
dans  la  composition  de  l'autre ,  et  prend  pour  exemple  général 
l'équation  t=  P(^  +  4(^))  * 

qui  peut  s^écriie  ainsi , 

f^  désignant  une  fonction  inverse  de  y  ^  et  se  traite  alors 
analogue  à  celle  du  n%  990. 
Il  en  est  de  même  de  l'équation 


JLl^ 


D  E  B    D  r  F  M  é  R  É^s  e  E  S. 
qui^  lorsqu'on  passe  aux  logarithmes  ^  devient 

ou  wnplement 

lt  =  K4ar~jr)  +  {^*— ^), 
en  changeant  ëe  fonctions  ^^irtiitraires. 

993.  Le  calcul  se  comi^ique  beaucoup  à  mesure  que  le  nombre 
ëes  fonctions  arbitraires  augmente ,  et  présente  de  nouvelles  diffi- 
cultés 9  ainsi  qHTon  eo  jugera  par  ce^  que  nous  atloAs  dire  ^  d'après 
Monge ,  sur  l'équation 

Soient  les  conditions  suivantes: 

!•.  quand  ,y  =  f(x),      ;;=cF  (^)^ 

supposons  qu'en  faisant  dins  l'équation  proposée  les  substitutions 
qu'elles  indiquent  ;  on  ait 

<m  fera  successivement  F'ssi  v ,  ^',= v  ,  ^,3s  y  ,  on  tirera  àe 
chacune  de  ces  dernièKS  équations  des  valeurs  dex,  que  Ton  'subs« 
tituera  successivement  dans  la  première ,  la  seconde  et  la  ■  troisième 
des  précédentes  »  et  déûgnam  les  résultats  par 

on  pourra  éUnintr  la  fonction  >(v)  t  il  viendra 

P»z^-i''.z'==fP'ii^.f(r'.)-i>'.jiixro+^'A''.4(£^'.)-.p'.jv'4(i7'), 

équations  qQ£ ,  pour  abréger;  nous  représenterons  par 

Sôtt  mainteram' 

T'=r,    T\=.(,,    T'^/.,    I7*=:«,    C^,=  «.,     £^*.=  ^,; 
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il  faut  bien  obserrer  qu'en  général  les  quantités  /^  et  u\  ne  doirent  pas 
être  regardées  comme  des  valeurs  de  i  et  de  Uf  consécutives  à  r.  et  à  «., 
parce  qu'elles  ne  résultent  pas  nécessairement  de  la  loi  de  variation 
établie  par  le  passage  dtuku^  et  de  /  à  r. ,  en  sorte  que  si  Ton  prend 
t, — t=At^  j/,— «c=A«y  il  faudra  fairp /, — ^rr=A'/,  »',— «=A'tf, 
a'  désignant  une  autre  différentiation  que  A.  L'élimination  de  y 
entre  les  équations  qui  déterminent  t^  t^,t\^  u^u^^u\^  donnera 
Us  diverses  relations  que  les  variables  ^  et  ir  ont  entr'dles  et 
avec  leurs  différences  ;  posant  ensuite 

on  obtiendra  deux  nouvelles  équations  de  la  forme 
qui  revieift  à  celle-d 

«  =  (|B,  — /B)r+i8,Ar  +  (y,— y)*  +  y.AV 

Nous  voici  donc  amen^  \  un  nouveau  genre  d'équations  j  dans 
lesquelles  les  différences  des  variables  sont  relatives  à  diverses  hypo- 
thèses 9  et  par  conséquent  représentées  par  des  caractéristiques  dif- 
férentes. Nous  ne  connoissons  jusqu'à  présent  aucun  travail  étendu 
sur  ces  équations ,  qui  paroissent  devoir  présenter  encore  plus  de 
difficultés  que  les  équations  ordinaires  aux  différences. 

Nous  n'avons  considéré  que  le  cas  oh  les  fonctions  arbitnures 
ne  sont  qu'au  premier  degré  dans  L'équation  proposée  ;  en  variant  les 
circonstance^  que  cette  dernière  peut  présenter ,  on  tomberoit  sur  dç 
nouvelles  recherches  de  plus  en  plus  épineuses;  c'est  ainsi  que 
Condorcet  a  montré  que  quand  les  fonctions  arbitraires  entrent  d'une 
manière  transcendante  dans  l'équation  proposée ,  leur  détermination 
dépend  d'une  équation  continuant  à  la  fois  des  différences  et  dei 
coefficiens  différentiels,  ^'étendue  qu'a  déjà  acquise  Fouvrage  que 
nous  présentons  au  public,  l'importance  des  matières  qui  nous 
restent  encore  à  traiter,  ne  nous  permettent  pas  d'entrer  dans 
l'examen  de  ces  diverses  questions ,  qui  n'oîit  offert  jusqu'ici  que 
des  résultats  très-peu  satisfaisans ,  parce  qu'ils  sont  très-particuliers  ( 
Y)ous  croyons  avoir  rempli  notrçtâcbe  en  faisant  seulement  connottrs 

Içur 
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leur  or^ine ,  leur  but  ^  et  en  les  indiquant  aux  recherches  des  jeunes 
gens  qui  se  proposent  de  cultiver  l'Analyse  pour  en  étendre  le  do« 
snaine  et  en  applanir  les  difficultés. 

994*  Lorsqu^on  a  un  nombre  m  d'équations  entre  m  + 1  variables 
et  leurs  différences  »  on  peut  appliquer  à  ces  équations  les  divers 
procédés  dont  on  a  fait  usage  dans  les  mêmes  circonstances  à 
l'égard  des  équadons  différentielles  (  n**.  651  et  suiv.  ).  Pour  donner 
d'abord  un  exemple  de  l'élimination ,  nous  prendrons  les  équations 

y,+^,J'^.=<2,G+«*î,- (0 

y.+P',y^^=(^.ls+R',l^^^ Wî 

en  chassant  premièrement  {,_. ,  comme  une  inconnue  algébrique  ^ 
il  vient 

écrivant  ensuite  dans  ce  résultat  x — i ,  au  lieu  de  ;i;>  on  obtient 
cette  nouvelle  équation 

=(j«'.-.Q',_.-/î._.e^.)c^. (3), 

dont  la  combinaison  avec  les  équations  (i)  et  (2)  servira  à  chasser 
en  même  temps  {,  et  {,.,.  Si  l'on  multiplie  l'équation  (i)  par  «, 
l'équation  (a)  par  «'j  et  qu'on  ajoute  les  produits  avec  l'équation  (3)  , 
on  aura ,  après  avoir  égalé  à  zéro  les  quantités  qui  multiplient  {* 
ft  {,^1 1  ou  posé  les  équations 

réquation  finale 

+(iî'..,P,.,— /î,..F^,)j<,..  =0, 

qui  sera  encore  du  premier  degrés  mais  qui  montera  au  second 
ordre. 

Il  est  £acile  de  généraliser  cette  méthode ,  si  l'on  observe  qu'elle 
M  déduit  de  celle  du  n*".  78 ,  en  remplaçant  les  différentiations  in- 
diquées dans  ce  n*.  par  les  substitutions  successives  dt  x  —  i  ^ 
*— 2,  etc,  au  lieu  de  ^r,    ^  "^ 

995.  Laplace  s'est  occupé  en  particulier  d'un  genre  d'équations 
qu'il  nomme  rcntranus  en  elles-mêmes ,  et  dont  les  plus  simples 
Afptn4ici^  Ff 


■ 


/ 
ii6  Cn,    h    DuCàlcuL 

m 

sont  de  la  forins 

I         % 

4 


5  .♦ 

y,=^ys^i 


y^^^y^^i 
*     *     f  • 

y,  y  ys9  yx9 y 9  désignant  des  fonctions  de  la  rariable  jr, 

telles  que  chacune  étant  exprimée  par  celle  qui  vient  après  »  l^ 
dernière  Test  nécessairement  par  la  première.  On  rend  évidente 
la  composition  de  ces  équations  en  imaginant  que  les  fonctions 

yx%  y^y  y^^ ya%  soient  disposées  autour  de  la  circonférence 

d'un  cercle ,  de  manière  que  la  dermère  y^  se  trouve  coQtigue  à  la* 

I 
première  y^  ;  d'après  cet  arrangement  les  équations  rentrantes  en 

elles-mêmes  expriment  les  relations  de  chacune  de  ces  fonctions 

avec  un  certain  nombre  de  celles  qui  les  précèdent.  Si  la  loi  doit 

être  telle  que  chaque  fonction  soit ,  par  exemple ,  égale  au  double 

de  celle  qui  la  suit,  rapporté  à  l'indice  x^-^\ ,  plus  au  triple  de  celle 

qui  suit  cette   dernière,   rapporté  à  l'indice  x — i,  les  équations 

rentrantes  qui  expriment  cette  condition  seront 

a  3  4 


1 


n  est  évident  que  Ton  auroit  toujours  les  mêmes  équations  en 
commençant  par  celle  que  l'on  voudroit  des  fonctions  cherchées. 

Pour  intégrer  les  équations  rentrantes ,  il  faut  commencer  par  en 
déduire  une  équation  finale  entre  la  variable  indépendante  x  et  l'une 
des  fonctions  cherchées  ;  la  forme  des  équations  proposées  donne 


/     • 
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liètt  \  des  simpUficatibrtS  dans  le  procédé ,  pour  lesquelles  nous 
renvoyons  au  Mi^tnoire  de  Laplacé,  cité  dans  la  table  et  dont 
nous  ayons  tiré  ce  qui. précède. 

996.  La  méthode  du  n*.  6^6^  par  laquelle  nous  avons  intégré 
conjointement  plusieurs  équations  différentielles,  s*applique  aussi 
aux  équations  cônteilant  des  différences  ;  c^eit  tt  que  nous  allons 
montrer  sur  deux  équations  du  premier  ordre,  auxquelles  nous 
donnerons  la  forme 

M',y,+N'^+P',^y,^Q^,£^^r,  {  n\  970  ), 

pour  les  rendre  plus  analogues  aux  équations  différentielles»  Nous 
multiplierons  la  secondé  par  un  facteur  Ô ,  et  l'ajoutant  à  la  pre* 
fflière,  il  viendra 

(J»f,+ «3^^)^,+ (JV,+ •Ar,)î,  +  (P,+ !)/>',)  A^^ 
n  Ton  met  cette  équation  sôus  la  fôrtne 

elle  se  changera  évideomcnt  en  une  équation  à  cteux  variables ,  tputes 
les  fois  qu'on  aura 


p,+  ^p'à 


M,+^M', 


car  en  faisant  alors  jr,  4.  j^  ,^j^î  {*=/>)>  «1  viendra  l'équation 

(JIC,+«ill'.)y.+(P.+«/>'.)>y.*:r.+«r.. 

qui  rentre  dans  celle  qu'on  a  traitée ,  n*.  971. 

Les  conditions  à  remplir  dans  cette  circOnstànck  Mnt  ekptiolées 
par  les  équations 


C.+  »<^^       ^,+«A^j 


P.^^I".        iM^+«< 


/    9 


La  preBuire  donne  9 ,  «t  l'autre  e»  pureilieât  une  équation  de 
condition,  qui  seta  sattt&ite»  ta  faisatt  9  constant,  lorsque  les 

Ff  » 


# 


-   F  É  t  t  N  C  £  s.  «9 

premier  membre  de  chacune  de  ce« 
1  de 

..àons 

-■.met  aC  et  àC 
^.iùcnt  pour  pousser  aussi  loin  qu'elles  peurent 
que   nous  venons   de  rappeler,    en  s'aidant 
rpptication    aux   équations  différentielles  dans 

.'.sT  inconnue  aucune  des  méthodes  que  l'on 
iiiccès  à  rintégration  des  équations  du  premier 
.  -,  nous  montrerons ,  d'après  M.  Paolî ,  l'usage 
:.  cet  égard  de  la  méthode  du  facteur. 

^  ^,7^»-.  +  Q.y-+»-.-  •  •  ■  +  ^.y.^^^n  i 

liant  par  un  facteur  quelconque  ^,,  et  supposant  que 
[iremière  soit  alors 

L  différence  de  cette  dernière  équation  >  qui  sera 


la  comparera  avec  l'équation  proposée  multipliée  par  i*^  , 
donnera 


»i8         C  n,    l,    D  u    C  A  L  t  V  t, 

coefficiens  J»f ,  JV, iW,  jV, seront  constans;  dans  ce 

cas,  0  sera  déterminé  par  l'équation  du  second  degré 

(Q+ «Q')(JJf+ JiW')~  (iV+ «JV)  (P+ •/»'). 

Lorsqu'on  aura  les  deux  valeurs  de  cette  quantité ,  on  en  déduira 
deux  valeurs  de  y', ,  qui  conduiront  à  deux  équations  de  la  forme 

à  l'aide  desquelles  on  déterminera  séparément  ^«  et  {^ 

Nous  observerons  que  dans  le  cas  qui  nous  occupe ,  on  peut  ausn , 
par  une  méthode  analogue  à  celle  du  n*.  653  ,  ramener  les  équations 

à  celles-ci 

qui  n^en  dîfièrent  que  par  l'absence  des  termes  F,  et  F^,.  En  effet , 
«î  y*  et  y\ ,  î',  et  i", ,  sont  des  valeurs  particulières  qui  satisfassent 
à  ces  équations  y  on  aura,  pour  les  valeurs  CMiplètes.» 

si  maintenant  on  prend  les  différences ,  en  faisant  varier  les  quantités 
C,  C',et  que  l'on  substitue  dans  les  premières  équations  proposées  ^ 

elles  deviendront 

> 

+  ^C'{P,y,^,+  Q,(,^)  +  ^C'(P,y'^,+  Q,i'^0  \ 
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les  état  premières  l%nes  du  premier  membre  de  chacune  de  ce» 
équations  sont  nulles  en  yertu  de 

il  ne  reste  donc  que  les  équations 

Ijui  serviront  à  déterminer  a  C  et  A  C. 

Ces  indications  suffisent  pour  pousser  aussi  loin  qu'elles  peurent 
aller  les  méthodes  que  nous  veûons  de  rappeler ,  en  s'aidant 
d'ailleurs  de  leur  application  aux  équations  différentielles  dans 
les  n**.  cités. 

997.  Pour  ne  laisser  inconnue  aucune  des  méthodes  que  l'on 
peut  employer  avec  succès  à  l'intégration  des  équations  du  premier 
degré  aux  difiérences  ;  nous  montrerons  j  d'après  M<  Paoli ,  l'usage 
que  Ton  peut  faire  à  cet  égard  de  la  méthode  du  facteur* 

Soit  réquation 

ys^+P^»^%zx^  Q^y^^^B*  •  •  •  +  u^y^—K  ; 

en  la  multipliant  par  un  facteur  quelconque  fc, ,  et  supposant  que 
son  intégrale  première  soit  alors 

on  prendra  la  dl£irence  de  cette  dernière  équation  ^  qui  sera 

^  f*^+i  (*«+i.y*+»  +  ^  j^i-i  j^j^fn-i + Q ,+ j^,4«-^  •  •  •  • + r  ',^,  y^^^  ) 

et  on  la  comparera  avec  l'équation  proposée  multipliée  par  f(^  , 
ce  q\ii  donnera 
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de  y=^C^  en  considérant  d'ailleurs  la  fonction  9  comme  entièrement 
arbitraire  et  susceptible  par  conséquent  de  toutes  les  formes  possibles. 
Il  est  évident  que  la  fonction  qm  complète  nnt^rale  de  Téqua- 
tion  àyzs^o  t  prise  dans  l'hypothèse  de  Ajir=A ,  compléteroit  ausâ 
toute  autre  équation  aux  différences  du  premier  ordre  prise  dans  la 
même  hypothèse  ;  il  faut  donc  substituer  dans  l'intégrale  de  Téquai- 
tion  quelconque  du  premier  ordre  (  n*,97i)  t  au  lieu  de  C^  la 
quantité  ^(jànTx^  cosv<r)>  puisqu'on  y  suppose  tXy  ou  A=:x. 

999.  Cest  Euler  y  qui  le  premier ,  fit  cette  remarque  importante ,  en 
cherchant  le  terme  général  des  suites  récurrentes  (  n*.  983  ) ,  par 
l'intégration  d'une  équation  différentielle  d'un  ordre  indéfini;  la 
marche  qull  a  suivie  dans  cette  occasion  est  trop  élégante  pour 
n'en  pas  donner  une  idée.  Il  se  propose  d'abord  de  trouver  k  terme 
général  de  la  série  dam  laquille  chaque  urme  est  iffU  à  celui  qui  le  pri'» 
cidcf  ce  qui  lui  donne  l'équation  y^^^z=y^^  et  en  observant  que 

il  la  change  en  cette  autre 

dx      X  dx^       i,i,J    dx^ 

équation  difl^ttntieUe  du  premier  degré ,  mais  d'un  ordre  indéfini  ; 
et  à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  y^'=^^  ^  pourvu  que  m  soit 
déterminée  par  l'équation 

— +^-T+ r  +  rtc.  =  o, 

• 
qui  revient  à  e"— i=so.  Cette  dernière  donne  d'abord  mrzo,  et 

par  conséquent  y^=^Ci  mais  ce  résultat  n'est  pas  l'intégrale  com- 
plète qui  doit  nécessairement  renfermer  un  nombre  de  constantes 
arbitraires  égal  à  l'exposant  de  Tordre  de  la  proposée ,  et  par  con- 
jéquent  infini  ;  pour  y  parvenir  il  faut  donner  successivement  à  m 
toutes  les  valeurs  qui  peuvent  satisfaire  à  l'équatione"" — i»o;  01;;, 
en  passant  aux  logarithmes ,  on  a 

çxpressioa 
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«xprfssio»  ^fffis  l^qfttdk  i  rqMréFeatc  t^tss  les  iiottbras  ffitkrs  pos- 
sibles^ 7  cofflprîs  o.  .Si  Fpn. réunit,  comqie  dans  le  n\  648^ 
chaque  couple  de  valeurs  semblables ,  on  en  déduira  »  pour  Tinté- 
^ale  complète  demjLiidéç  deux  termes  de  la  fQrme 

ccosiTwx^c^ûniirx^ 
-c  et  c,  désignant  de  aouveU^  ppnstames  arbitraires  {  H  fuit  de  là 
que  l'expression  de  y^  Mra  de  la  forme 


{f^CQSwM+^COSXWX+c'^CÙi^^X 


^^     \  ^e^ûa^Xfk'^tàn  2*x+^\sîn  jat^,  ♦••*%•• 
ce  qui  revient  évidemment  à  une  fpnçtipa  arbitraire ,  des  quantités 

sin7rjr,cosflrjr^înJ,ir\4»,43  ),  Çyïpr jtr^k^ fuçc««MVCBW|ir de  la 
«nême  manière  les  progressions  par  différences  {  ou  anthmàiquis  )  ^ 
les  progrcssipns  pfijr  ijuotiens  (  ou  ^mtm^us  )  j  les  séries  ré- 
currentes, et  parvient  à  des  résultats  analogues  lui  précédent; 
mus  nous  ne  saurions  le  suivre  dans  ces  détails. 

looo.  Lorsque  la  diffîrence  de  la  vafidile  indépendante  x  n^est  pas 
constante ,  le  procédé  donné  n\  9^8  ,  appliqué  à  Féçiation  A)r,=o , 
conduit  à  la  composition  de  la  quantifé  qui  dote  entrer  dans  la 
fonction  arbitraire  i  car  ayant  fbaugé  c^te  équation  en^Ây.^so; 
son  int^rj^e  (bit  ^e>'.^4(sîn«r{,  cee^{) ,  et  il  tfy  a  plus  qu'à 
substituer  a^  lieu  de  { sa  valeur  ta  ». 

Ayant  trouvé  pour  le  cas  où  £^=z^.^mx^  dans  le  tf.  988,^ 

i    ^.^     mx  '   ' 


il  en  résulte  que  la  £ons|ante  C  doit  être  remplacée  par 

«t  que  par  conspuent  rexpressioa  jçoiçpîète  dç^„  fîpji  ^e  »(iwr)» 
qui  v^tisfait  à  Téquatjon  f  (^O^^C^St^^^i-Q»  est 
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Dans  réquation  ^(<v*)=f(ix)  +  X9  du  même  numéro,  on  sr 

\x 
obtenu  2'=:t^  ce  qui  donne  ;[=— i  la  fonction  arbitraire  doit  donc  . 

Il 

être  4  r^in  -r —  ^      ^^^Tw ^  ^^  ^^'^  ^^  avoir  par  conséquent 

fW={4(sin^,   cos^}'+{4(sm^.    cos^j     . 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  à  un  ordre  quelconque  \ 
réquation  du  xC.  9^9  nous  servira  d'exemple.  En  y  supposant  les. 
coefficiens  constans  ^  elle  se  réduit  à 

et  se  ramène  à 

la  différence  de  la  variable  ^  étant  ^deà  l'unité  lorsqu'on  prenct 

\x 
î  =  r—  i  par  ce  moyen  l'intégrale 

jr^=  C  V+  C''i»''-K<:>*"+ •. 

qui ,  pour  être  complète ,  doit  s'écrire  ainsi 

J^*=ot' V( sin TT^ ,  C0Sîr^)+/!«''f'(sin«r;f,  cos^*;)  ^  ^ 

+;»"•? "'(sin V  î  ,  cos  ^  î) +> •  •  -^  '^ 

f ^^  ç%  V^^ •  désignant  des  fonctions  arbitraires  indépendante» 

les  unes  des  autres  ^  devient 

:r.=  *»-^(sm^,    cos^)+xl-ç''(sm— ,     cos— ) 

+  «'*  ^'fsm-r— ,      COSt — )...► 

.       V      la  1^./ 

• 

en  y  substituant ,  au  Ceu  de  {>  sa  valeur  en  x. 

looi.  La  détermination  des  fonctions  arbitraires  qui  complètent 
les  int^ndes  des  équations  aux  différences ,  ne  peut  s'opérer  en  assu- 
jettissant ces  intégrales  à  satisfaire  à  un  nombre  limité  de  valeurs 
données^ car  il  est  visible  que. toute  fonction  arbitraire  comprend 
implicitement  un  nombre  infini  de  valeurs  arbitraires.  Soit  pour 
exemple  l'équation  j^^=^f  (sin^r^^  costcx),  de  laquelle  oa 
doive  tirer  un  certidn  nombre  de  valeurs^^=tf ,  y,2=tf',\yâ==tf%  etc.. 
i  ce&  valeurs  répondent  ^:ir=o^  x=ii ,  x;=^i  ^  etc.  on  ne  pourra 
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satisfaire  en  général  qu'à  la  première  des  conditions  imposées  ;  car 
dès  qu'on  aura  assigné  pour  ^(sin^ji:,  cosorjc),  une  première 
valeur  déterminée  ,  de  laquelle  îl  résulte  y^=^a  ;  cette  valeur 
devant  se  retrouver  la  même  pour  les  indices  x:=^i ,  ji:==2  ,  jr=3 ,  etc. 
îl  s'ensuit  que  les  valeurs  de  y,  ^  relatives  à  ces  indices ,  sont  aussi 
déterminées.  Il  faut  donc  que  les  quantités  domiées  a, -tf%  etc.  cor« 
respondent  à  des  indices*intermédiaires. 

Si  au  lieu  d'un  nombre  limité  de  valeurs  isolées  y  qui  ne  peuvent 
idétermiaer  qu'un  pareil  nombre  de  valeurs  de  la  fonction  ârbitrûre^ 
indépendantes  les  unes  des  autres ,  on  suppose  que  dans  l'intervalle 
compris  entre :r=o  et  jr=i, l'expression  de  j^,  doive  four nirles  mêmes 
valeurs  qu'une  équation  donnéey,=f(Y),la'question  sera  déterminée» 
En  effet ,  s'il  s'agissoit  de  trouver  la  valeur  dey ,  qui  correspondà  un^ 
indice  égal  à  un  nombre  entier  quelconque  m ,  plus  une  fraction  ,  sait 
commensurable  9  soit  incommensurable ,  que  nous  désignerons  par  ^ , 
on  calculeroit  la  valeur  de  jk»»  d'après  l'équation  j^^=f(x};  comparant  le 
résultat  avec  celui  que  donne  alors  Véc{\x^tiony,==Xçi(sin'rxj  cos^x)^ 
00  aurait  pour -ce -cas  la  valeur  de  p{sinwn,  cos^n),  qui  doit  être 
la  même  que  celle  de  p{siti7r(^m  +  n)  ,    cos'ir{m+  n))  ,    . 

-et  l'équation  ^,=  X^  (sin  'prx ,  cos'frx) ,  devenant  par  là 

>«H'i.^-^m+i.f("'**^>     cos^/i), 

seroit  entièrement  déterminée.  ^  ^    ^ 

La  seule  condition  à  laquelle  soit  assujettie  l'équation  donnée 

^,=  f(x) ,  c'est  qu'on  en  lire  pour^^  et^,  les  mêmes  valeurs  que 
4e  l'équation  j^^=Ar^  (sin  cr:r,  cos^:i:). 

looi.  Les  <:onsidérations  géométriques  jettent  un  grand  jour  sur 
la  théorie  analytique  que  nous  venons  d'exposer.  Cherchons  d'abord 
comment  on  peut  représenter  ,  par  le  cours  d'une  ligne  ^  les  circons- 
tances Ae  l'équation  Ay=o:  soit  JR^  fig.  i»  une  droite  indéfinie  ^^'  *• 
parallèle  à  l'axe  des  x,  menée  à  une  distance  quelconque  de  cet  axe  f 
et  divisée  en  parties  AA\  A' A",  A^A^\  elc^  égales  à  tix\  toutes  les 
courbes  telles  que 

ABA'B'A'B^A'^S,  ACA^CA'C'A^'T,  ADA'I> A'D'' A" U,  etc. 
passant  parles  points  ^  ^  ^^  ^%  A'^'^  et  composées ,  entre  ces  points, 
de  parties  égales  et  semblables  y  satisferont  à  l'équation  ^y  =  o. 
Cela  est  d'abord  évident  pomr  les  points  Af,  A\  A'\  etc.  et  l'on  voit 

Gg  % 
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ensuite  que,  prenant  AP:=six  ^  JP'=x+ùjt ,  les  artt^£  ^AlT^ 
AU^A'M^  ANttA'N\  etc.  étant  ^auz  et  semblablesy  les  ordoaiiéei 
IP  et  VF,  MF  et  M'F\,  NP  et  N'F^  etc.  seront  aussi  respective- 
ment  égales^,  et  Ton  aura  par  conséquent  dans  chaque  courbe  A^sndi. 
Si  l'on  suppose,  par  exemple,  que  la  courbe ^5 ait  pour  éqiiaiioil. 

^szfTsîn  —  f    cos —  /y  elle  remplira  évldenunent  les  conditions* 

exigées  au  commeacetnent  de  cet  article  et  toutes  les  ordonnées. 
PNL ,  PN ,  etc.  élevées  sur  la  même  abscisse  y  seront  nécessairement 

des  fonctions  de  PL  ^  ou  de  sin  —  et  de  cos  —  ,  résultat  qui  s'ac«^ 

ùix  ùlx 

corde  avec  celui  que  nous  avons  tiré  des  considérations  and  jtiques., 
La  condition  Ax=o ,  n'entraînant  point  la  continuité  dans  tes  ré- 
sultats ,  les.  courbes  AS ,  AT,  AU  y.  etc.  ne  seront  poiat  asâujetties» 
à  cette  loi.  Le  polygone  ZFEfE^n . .  V,  composé  de  parties  semUa*- 
blés  EFE\  Z'FE'i  etc.  donné  également  àyiszo  ;  il  en  séroit  de  même 
d'une  suite  dVcs  éga\ix  et  semUables  d'une  courbe  quelconque 
assemblés  d'une  manière  discontigue  ,  comme  le  sont  les  arcst 
C^T,  G'a\  G'^H"^  et c^. 

1003.  La  construction  des  équations  aux  différences  s'accorde  pas» 
faitement  avec  la  détermination  analytique  des  fonctions  arbitraires*. 
En  effist ,  soit  ày  =  F{x ,  y) ,  une  équation  quelconque  de  ce  genre 
et  du  premier  ordre  ;  ayant  choisi  arbitrairement ,  ou  déterminé  ^ 
suivant  les  conditions  de  la  question  «  le  premier  point  ^ ,  de  la 
FIG  3.  courbe  cherchée  ^  fg.  3 ,  comme  l'équation  n'apprend  rien  sur  tons^ 
les  points  correspondans  à  la  portion  d'abscisse  AA'^tSûc ,  et  qu'elle 
donne  seulement  l'ordoanée  A'B'^=^y^ ,  on  pourra  fiiire  passer  par 
les  points  B'  et  B'"  une  portion  d'une  courbe  quelconque  ;.  cela  fait ,. 
pour  obtenir  la  portion  correspondante  i  Tàbscisse  AiA\  on. 
prendra  en  arrière  d'un  point  quelconque  F''  de  cette  abscisse ,  une 
distance  Pi'^s^^sAjf^^et  élevant  l'ordonnée  PMt  on  mènera  MUf. 
parallèle  ïARi  tirant  ensuite  de  l'équation  ày^^F{x^  y)  la  valeur  de  ày' 
pour  l'abscisse  AP* ,  cette  valeur  donnera  la  droite  D^M',<\\x\  jointe 
à  P^D*=^PM^  fera  connoître  le  point  M'^  On  trouvera  de  même 
tous  les  points  de  l'arc  BfB''i  cet  arc  employé  à  son  tour  comme 
tfarc  j9j9\  donnera  ceux  du.  ttcùsième  arc  ^'£\et  ainsLde  suitcu 
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n  est  évideat  que  i'pa  pourroit  ^  par  le  même  procédé  >  conti- 
imer  la  courbe  en  arfière  ^du  p<Hot  ^  »  et  que  dans  tous  les  cas  elle 
satisfera  à  réquation  proposée ,  puisque  les  différences  iny-^BlM! 
auront  des  valeuts  conclues  de  cette  équations  nous  laissons  au 
lecteur  à  £ûre  l'application  de  ce  procédé  aux  équations  du  second 
ordre  et  des  ordres  supérieurs^ 

1004.  Nous  arons  supposé  plus  haut  que  la  différence  de  Tabscisse  x- 
étoit  eonstanle  ;  si  le  contraire  avoit  lieu ,  on  n'en  construiroit  pas 
moins  les  équations  aux  différences^  Dans  ce  cas,  les  équations* 
.proposées  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

ta  première  se  construira  d'après  le  n"*.  précédent ,  en  regardant  x 
comme  fonction  d'une  nouvelle  variable  u  dont  la  différence  soit 
constante.  Ayamt  obtenu  par  son  moyen  la  grandeur  de  A;ir ,  cor- 
respondante à  une  valeur  quelconque  de  « ,  on  se  servira  de  ce* 
résultat  pow  construire  par  la  seconde  équation  ^  le  tay  corres-^ 
pondant*' 

En  regardant  les  trois  variables  u^x^y^  comme  les  coordonnées 
des  points  de  l'espace,  les  équations  proposées  représenteront  uner 
courbe  à  double  courbure.  La  première  donnera  la  projection  sur  le 
plan  des  «r  et  4r  y  et  la  seconde  la  projection  sur  le  plan  des  ;r  et^  : 
si  Ton  éliminoit  x ,  on  parviendroit  à  l'équation  de  la  projection 
sur  le  plan  des  jic^  et  ^'^ 

looç.  La  correspondance  qu'on  a  dû  remarquer  entre  les  éqiia-     De  la  muliîpU- 
tions  difiercntiellcs  et  les  équations  aux  différences ,  a  lieu  par  rapport  ^/*^  ^^  intégrales 

V  ,     ,.  .  j  1  *    -v  1  ...  ^^  ^      dont  les  équations 

a  la  liaison  de.ces  dernières  avec  leurs  intégrales,  et  repose  sur  des  aux    différences 
eofisidérations  analogues  à  celles  que  nous  avons  exposées  dans  le  son"«*ccptibles. 
^*  577  »  *  regard  des  équations  différentielles.  Ces  considérations  ont 
été  mises  dans  tout  leur  jour  par  Biot,  Professeur  de  Mathématiques 
à  l'Ecole  centrale  du  Dépanement  de  l'Oise ,  dans  un  Mémoire  qu'il  a 
présenté  à  Tlnstitur ,  et  duquelnous  avons  tiré  ce  qui  suit. 

Si  l'on  a  une  équation  quelconque  F^a  ^  x  ,  j^)=o  ,  entre  les  deux 
variables  ^^  j^  et  la  quantité  tf  supposée  constante ,  que  l'on  passe  à 
réquation  consécutive  F(tf,  x^  ,jr  J  =  o  ,.et  que  l'on  élimine  a  entre 
^tte  dernière  et  la  précédente ,  le  résultat  sera  une  équation  aux  diffé- 
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renceSy  ayant  pour  intégrale  complète  F(tf^  X5>'}=o;  mais  l'ëquatioa 
aux  différences ,  que  nous  désignerons  par  Z=o  ^  resteroit  encore  la 
même  quand  la  quantité  a  seroit  variable ,  pourvu  que  le  changement 
de  cette  quantité  n'influât  pas  sur  Féquation  ^'ia,^x^^y^  )=o.  Pour 
examiner  cette  circonstance ,  dans  laquelle  il  faut  regarder  y  comme 
une  fonction  ^de  x  et  de  ^  ^  nous  écrirons  Téquation  primitive  pro- 
posée ainsi:  ^\^y<^^y*,aS  =p...(^). 
et  lorsqu'on  fera  varier  x  et  a  en  même  ten^ps ,  on  aura 

Cela  posé ,  il  est  visible  que  l'équation  Z=:o  seroit  encore  satis&ite 
par  l'équation         F  {^^^jj'^^o}  =o,  dans  Thypothèse  de  a  vâ- 
•  riable  y  si  l'on  avoit  y^ ,  ai=y«i ,  a  >  ce  qui  arriveroit  nécessairement 
si  les  équations 

pouvoient  s'accorder  lorsqu'on  changera  ^ns  la  seconde  ^«^ ,  «t 
en  y,^ ,  «  :  dans  ce  cas ,  les  équations 

auront  lieu  en  même  temps  ;  et  en  éliminant  yxx.a%  elles  conduiront 
à  une  équation  entre  at  ^  x^^a^a^^  qui  ocprknera  la  loi  siiivant 
laquelle  doit  varier  u. 

Ce  résultat  n'est  pas  entièrement  sem'bla1>te  à  celui  que  nous  avons 
indiqué  dans  le  n*.  577*  Dans  ce  numéro ,  la  rdation  entre  ^  et  a:  est 
exprimée  par  une  équation  primitive ,  en  sorte  que  la  valeur  de  a  qu'on 
«n  tire  n'est  xjue  particulière ,  et  Féquation  F  {  ^,  ^ jj^*,  n)  ==0 ,  per- 
droit  sa  généralité  par  la  substitution  de  cette  valeur  ;  dans  le  cas  actuel 
au  contraire^  la  relation  entre  x  et  o^iétant  exprimée  par  une  nou- 
velle équation  aux  différences 9  conduit  à  une  valeur  de  a ,  complétée 
par  une  quantité  arbitraire ,  à  l'aide  de  laquelle  l'équation 
f  {  x,tf,j»,a}  ==c>f  conserve  toute  son  étendue,  et  offre  par 
^conséquent  encore  une  intégrale  complète  de  l'équation  aux  diffé- 
rences Z=o ,  au  lieu  d'une  solution  particulière  qu'auroit  eue  dans 
les  mêmes  circonstances  une  équation  différentielle. 

1006.  Pour  approfondir  davantage  la  liaison  qui  existe  entre  les 
diverses  intégrales  dont  nous  venons  de  montrer  l'existence ,  il  faut 
se  rappeler  que^  considérée  analytiquement ,  une  équation  aux  diffé- 
rences donne  le  terme  général  d'une  série ,  et  que  ^  sous  le  point  de  vue 
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géoBétriqw  dlc  est  le  Boitf oae  taite  ^  {MMtfs  c 
ibsàsses  iétawaaéa  PoâwaM  «ne  cemâmeUi.  Qamii^  Lumnmim  » 
reçoit  ime  Talenr  partîctifière ,  râptaoB  F{x,«,j',.,}=^>--- 1.O 
Jerient  une  ûuè^nU  pMmaàAn  im  2=o,  ^xpns  le  sest  qne  sans 
avons  attaché  à  cette  ezpnswM  dios  k  ■'.  576  ;  les  éqnanoos 
F{Sr.-.^..„}=o...p',),  F{x.*„j'...}^...(/'J,«c 
appartiaiaeiit  donc  i  des  l^KS  wtfpnseafom  les  Avenes  imrffî^a 
partiaitiires  qoi  naissem  des  Talenrs  «, ,  «. .  ctt.  alîiïhDrrT  à  la 
constante  «,  et  A  est  éndent  que réqoatioo  F(',>«.*7>i.«}=^* 
répond  dans  la  preoùère  an  ptàat  conséaitif  1  cdnî  ipie  dth^iirt 
ks coordonnées  j:  etj',,„.  En  étabfisaat  doacnderti^dej^^.^et 
^  JVi .  •>  M  cottâdérant  les  éqnalîom 

F{x,,*.j'^..)=o.  F{x.,*..jr„,.)=o...(»l, 
camme  ayant  UeogiBnltanéMent.oneapiitqiielesEgnBdoancei 
par  les  éqoations  CO^  (^i)  ^  coupent  an  pcMSt  dontrabscine 
est  X,  et  l'ordonnée  ^„,. =:>„,„,  ou  qoe  la  série  doitt  le  toae 
général  est  détenmné  par  la  preiùère  équaôon  ,  coîndde  dans  son 
deuxième  terme ^arec  oelk  dont  le  tetme  géoéraldépcod  de  la  se- 
conde équ^on. 

Maintenant  si,  dam  les  équations  (W),  la  qaanlîté  *  tcçoit  des 
videurs  successÏTeïCOnfomiénient  à  la  rdaÙMi  q^dksasngnenl  entre 
cette  quantité  et  les  antres  TariaMes  ,  on  aura  ces  uoaTdlcs  éqnations 

F{».,«,.J'„..}=0,  F{;r„..,J.„.„)=0.. .(»'.), 
d'ofa  il  résultera  encore  y,^  „  ^=y—.  «  1  ^  *pû  P^  oonségoent  ét^ 
bliront  Hotersection  de  la  courbe  désignée  par  (^>)  arec  celle  que 
représente(f,),an  point  dont  les  coordonnées  sont*,,  ^„^==y^^. 
En  continuant  ainn  de  proche  en  proche ,  on  obtiendra  une  suite  de 
résulats  compris  dans  les  équations 

qui  supposent  que^^),  «(■p=r<,)^,_,)  »  et  établissent  par  cooséqueni 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x^jr^,,  ^j=>',(,,, ,(,_,,,  une  in- 
tersection entre  les  courbes  désignées  par  (^._,)  et  (F,). 

Les  coordonnées  des  dirers  points  d%tersectîon  que  nous  Tenons 
de  aire  remarquer  y  étant  comprises  dans  la  suite 


^**  a  t        J'«>  •  •  —y»t  tn»       y'm»,  n^^m*  •  •••  '  •J'«(") .  ■(■-•)  —J'»(«)  .  M/tfi 
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yérifient  Tëquatioa  Zrso^  car^^^^  «^  se  trouve  dans  la  seconde  Egoe 
consécutif  à  ^«,  «  et  antécédent  à  ^«,,  ««  ^  et  ainsi  des  autres.  Il  suit 
àt  là  que  U  %yuémt  des  équations  (W)  exprime  la  loi  suivant  lagutUe  ii 
Jaut  faire  vmter  a^pourqueies  diverses  intégrales pariicutihts  résultantes 
de  cette  'variation  se  coupent  successivement  dans  des  points  qui  vérifient 
téquadon  aux  différences  Z  r=:  o. 

Si  donc  Pon  détermine  au  moyen  de  ces  équations  ^  la  râleur  de  a 
en  Jir  9  et  qu'on  la  substitue  dans  ¥{x ,  a  ^y^,  «)=so ,  on  aura  l'équa- 
tion commune  à  tous  ces  points ,  d'oà  dépend  le  terme  général  des 
valeurs  Aty^^  «,  formées  <f  après  la  série  précédente. 

Il  £iut  remarquer  que  cette  série  n'emporte  pas  nécessairemeaC 
l'équation  y^ ,  «  =y«9,  «i  $  et  cdles  qui  en  dérivent ,  et  que  par  con* 
séquent  elle  vérifie  bien  Féquation  aux  diâ^ences  premières  Z=o , 
mais  non  pas  la  diflFérence  de  cdle-ci ,  ou  Téquatioa  aurdiffirences 
secondes. 

Si  réquatlon  V{x^a^yg,a)'==^o^  que  pour  abréger,  nous  repré- 
senterons par  f^=rro,  contient  des  radicaux ,  ou  si,  lorsqu'elle  en  ^!St 
dégagée ,  la  constante  a  y  monte  au-delà  du  premier  degré ,  les 
équations  (  V)  conduiront  à  une  nouvelle  int^rale  que  nous  nom- 
merons intégrale  iadirefiu^  mais  dles  n'en  donneront  pas  <f autres 
que  /^:==09  si  «ne  passe  pas  la  première  puissance.  Eclaircissons  ced 
par  quelques  exemples. 

1007,  Soit  l'équation  y,,  .=*  j *•— ^•. . .(  F),  Si  l'on  en  prend 
la  différence  dans  l'hypothèse  de  axzsx  ,  on  aura  Ayr=ax  ^  d'oSt  on 

tirera  ^  =  —  et  par  conséquent 

les  équations  (JF)  deviendront  alors 

^  donneront  par  conséquent  ia  suivante 

ax,'^a^:;=a,x,^a,%  ou  (i^r^-^)*.— <tf,*— tf,)  =0       {U)  , 
qui  se  décompose  dans  les  deux  facteurs 

a,—  a  =  Oj      x, —  (tf,+  tf)  =  o. 
M  premier ,  d'où  il  résulte  a  ?=  const.  nous  «amène  à  l'équation 

primitive 
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primitive  (^)  »  et  le  second  étant  intégré  par  le  procédé  du  n\  988, 
après  avoir  mis  %x  au  lieu  de  x^  ^  conduit  à 

jubstitnant  cette  valeur  de  a  dans  Téquation  (F),  on  la  changera  en 

^  1*  al* 

9         3 
Pour  construire  cette  nouvelle  intégrale ,  il  faut  d'abord  déter- 
miner les  arbitraires  a^tib^  de  manière  qu'au  premier  point ,  que  Ton 
suppose  donné,  on  ait  y»,h^=yx,a*  E.n  désignant  donc  par  «  et  ^8 
les  coordovéés  de  ce  point ,  on  aura 

Xflt  AU .  V  TT*       .   7""" 

.d'oii  l'on  tirera  deux  valeurs  pour  a  et  autant  pour  l ,  qpi  fourniront 
en  tout  quatre  séries  satisfaisant  à  Téquation  {Z), 
Il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  b  seront  de  la  forme 

et  que  par  conséquent  l'on  aura  ces  deux  équations 

,  Ix— l<6  2{\X^U) 

9  3 

Ije— -U                      !k(\x—\àt) 
xx^       i'x  — ; —  — i 

Soit  maintenant  JX  ^fig.  4 ,  l'axe  des  abscisses  sur  lequel  on  ait    FIG.  4. 
pris  AP=A  :  les  valeurs  JP^^ ,  AP,, ,  ^P, ,  et  ^P' ,  ^P" ,  JF^. .  • 
les  unes  antécédentes  à  AP  et  les  autres  suivantes ,  seront  déterminées 
par  l'intégrale  de  l'équation  jc'=:ia:,  qui  donne  ar=2**;  d'où  l'on 

(Xx—U) 
▼oit  qu'à  chacune  de  ces  abscisses 9 la  quantité-^ — r- — ^  est  égale 

1«— I* 
à  un  nombre  entier ,  que  (^-i)^*    =+iou  — i,  selon  que  n  est 

un  nombre  pair  ou  impair ,  et  qu'enfin  ( — i)      ^*     =!•  Cela  posé, 
Appendice.  H  h 


/ 


> 


«# 
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on  construira  la  parabole  CQ  donnée  par  l'équation 

y= y*,  et  la  drotieARf  représentant  l'équation  ^*=+^jc; 

on  obtiendra  les  ordonnées  de  rang  impair  ^  savoir  : 

en  ajoutant  l'ordonnée  de  la  ligne  droite  AR ,  à  celte  de  la  para-» 
bole  j  et  les  ordonnées  de  rang  pair  ^  savoir  :^ 

en  retranchant  l'ordonnée  de  la  ligne  droite*  Cela  iût^  toutes  les- 
droites  M^M,^  y  ^»^,  $  ^^^  ?ui  joignent  deux  points  consécutif 
de  la  nouvelle  intégrale  »  seront  comprises  dans  l'équation  j^=siix-«"aV 
ce  qui  vérifie  la  conclusion  du  n\  précédent.  ^ 

Une  semblable  construction  a];^liquée  à  Téquation  formée  par  la 
seconde  valeur  de  ^,  donne  une  troisième  intégrale  dont  les  points 
successifs  sont  désignés  par  les  lettres 

•  •  •■  •  fn^^ f      pt^ ^      tn^ f         /73j       tfi  ^       fit  m •  •  •. 
Ces  points  y  ainsi  que  ceux  de  l'intégrale  précédente  ^  sont  joints  par 
des  droites  afin  d'en  rendre  l'ensemble  plus  évident. 

Il  convient  de  remarquer  que  les  deux  intégrales  indirectes  se  ré* 
duiroient  à  une  seule  y  si  l'on  avoit      j8  =  ^  «*. 

ioo8.  La  méthode  précédente  suppose  que  Téquation  aux  diffé- 
rences passe  le  premier  degré  et  qu'elle  ne  puisse  se  décomposer  en- 
facteurs  rationnels.  Si  l'on  avoit ,.  par  exemple ,  Ay'=(;* ,  dans  l'hy»  ' 
pothèse  de  Ax=:r^  cette  équation  donnant  Ay=+c^  Ày= — c^a 
deux  intégrales  dbtincte;$ 

En  faisant  varier  les  constantes  de  ces  équations  on  n'obtiendroit 
point  de  nouvelles  intégrales  ^  quoiqu'il  soit  évident  que  les  inté- 
grales particulières  que  fournit  la  première ,  puissent  coïncider  avec 
celles  qui  résultent  de  la  seconde,  de  manière  à  satisfaire  à 
Inéquation  aux  différences  comme  le  montrent  les  sériel 

X  y  ^i  f  ^n  9  etc# 

y»,  a  y     y*i*  «^^^^j^*!,*».'»     j'jF»,  4i^^^j^*a*  ••' >  etc. 

formées  d'après  celles  du  n^.  ioo6. 
Il  est  fecile  d'appercevoir  pourquoi  ce  cas  diffère  de  celui  que 


l 
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tions  avons  considéré  en  premier  lieu.  Le»  deux  intégrales  de  Téqua- 
tioo  A^*==c%  considérées  séparément ,  ne  fournissent  que  des  droites 
parallèles  qui  ne  sauroient  se  rencontrer  ;  de  plus  ces  intégrales 
n'étant  point  .liées  entr'elles  par  une  irrationalité  commune^  et  se 
trouvant  txpriioées  par  dMX  équatioM  distinctes ,  on  ne  saur  oit , 
par  une  même  opération ,  faire  varier  à  la  fois ,  les  arbitraires  a  et  J 
de  manière  que  les  droites  données  par  l'une  coupent  celles  qui  résuU 
tent  de  l'autre  ;  mais  cette  dificuké  disparoit  lôrsqu^on  a  recours  à 
l'équation  aux  di£Séreiice&. 

£n  effet  9  les  diverses  intégrales  complètes  que  peut  avoir  une 
équation  aut  difërences ,  ne  sauroient  s'accorder  indéfiniment  dans 
les  différences  de  tous  les  ordres ,  sans  quoi  elles  seraient  identiques  ; 
lorsqu'on  fait\y«,«=y^,,«,  il  en  résulte  bien  jo« , ^»  =y^ ,  «^ 
mais  non  pas^c,,«=XM.«i9  ainsi  qu'il  le  faudroit  pour  que  les  diffi-' 
rences  secondes  fussent  communes  aux  deux  équations.  Nous  con- 
clurons de  là  que  les  diverses  intégrales  d'une  même  équation  du 
premier  ordre ,  doivent ,  en  général ,  répondre  à  diverses  équations 
du  second  ordre  ;  et  Monge  a  montré  le  premier  que  Pon  obtenoit 
ces  dernières  en  difiirentiant  Téquation  du  premier  ordre  ^  parce  que 
le  résultat  se  décompose  en  plusieurs  facteurs  rationnels.  C'est  l'ap- 
plication du  procédé  exposé  dans  le  n"**  673  ^  qui  l'a  conduit  à  cette 
remarque. 

Si  IW  prend  U  dâfférence  de  l'équation  Aj^«s=£%o&  aura  Téquation 

a^j'A'y  +  Ay=iO, 
qui  se  décompose  dans  les  facteurs 

AV^ŒO,  iAj^+A*^  =  o, 
le  premier  donne  Ay  =^A  .^  Â  étant  une  constante  ^  et  par  une  nou- 
velle intégration  mène  à  y^^Ax+a.  La  constante  A  n'est  pas  arbi- 
traire,  puisque  l'équation  ^y=^A  doit  nécessairement  s'accorder  avec 
la  proposée  Ay*=c*  ;  on  a  donc  A^^dzc  et  ^=  =dbcjr+a  :  telle  est 
intégrale  qui  se  présente  la  première.  Le  second  facteur  xùy-^à^yzrzo 
s'intègre  facilement  et  conduit  d'abord  à  ij  -f-  Ay==.b\^  ce  dernier 
résultat  donne ,  par  le  n"*.  971  ^ 

V — ^1  *  Il 

Hh  1 
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en  réduisant  et  changeant  l'arbitraîre  ^  en  i  ^.  Tirant  ensuite  de 
cette  expression  la  valeur  de  ày  pour  la  comparer  à  l'équation  Ay*={:  •, 
afin  de  déterminer  l'une  des  arbitraires  ^  on  trouvera  Ay= — %B{ — 1)% 

d'oii  on  déduira  jff=:d= —  ;  on  aura  donc  pour  Téquatlon  propo- 

2 

sée  ùy^z=zc^  les  quatre  intégrales  suivantes , 

1  2 

Voilà  ce  que  Monge  avoit  trouvé ,  et  Biot  a  fait  voir  ensuite  que  ^ 
si  9  au  lieu  de  prendre  simplement  jff=:â=  — ,  on  supposoit 

2 
C 

^  =  =iz  —  (—  I  )%  en  dés^nant  par  «  l'abscisse  qui  répond  à  l'ori^ 

2 

gîne,  que  l'on  fit  varier  x  de  manière  que  x — «  fut  toujours  un- 
n.ombre  entier ,  c'est-à-dire^  que  ( — i)'('^*)=+i,  les  deux  inté* 
grales  indirectes  devenant 

y..»=-f(-i}— +*.... (3);   ^.,.=-f(-o—+*-(4} 

2  2 

donneroient  pour  les  abscisses 

des  ordonnées  communes  aux  droites  qui  résultent  dfes  int^rales 
directes,  lorsqu'on  détermine  les  arbitraires  ^  et  3  par  la  condi- 
tion que  la  valeur  de  ^«,«  de  l'équation  (r)  soit  égale  à  celle  de  j^i^;  5. 
de  l'équation  (4),  quand  ^=«3  ou  que  dans  la  même  hypothèse 
ym,  û9  pris  dans  l'équation  (1),  soitégalàj^^,  5 ,  pris  dans  l'équation  (3). 
1009.  Pour  appliquer  commodément  le  procédé  de  Monge  à 
l'équation  du  n"".  1007  » 

dans  laquelle  àx:=ix^  Biot  la  change  en 

yz=zPx^P^, 

en  faisant  P  =r  —  ;  et  prenant  la  différence .  il  obtient 

x 

ày  =  PAx  +  xAP  +  àPùX'^xPAP^AP^^ 
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ce  qui  se  réduit  à 

en  mettant  pour  ày  sa  valeur  Px^  et  en  observant  que  àxi=x. 

Le  premier  facteur  aP=  o  ^  étant  intégré  donne  r  =  —  =^  ou 

Ly'=^ax ,  valeur  qui  substituée  dans  l'équation  proposée  aux  dlffè- 
rences,  conduit  immédiatement  à  l'intégrale  directe  y=^ax — a\ 

Le  second  facteur  xP  +  aP=%  Xy.  peut  être  écrit  ainsi  P,  +  P=ix. 
En  y  appliquant  le  procédé  du  n*.  988 ,  on  a  d'abord  à  intégrer 
féquation  jc^,=2:r,,  puisque  :r,î=i4f ,  et  on  parvient  à  :r^=i'j 
puis  en  opérant  sur  Téquation 

on  trouve 


p.= (- 1  )-s^— ^=(-,)-x(-ir.=_(_i).^c+i(-.ir'}î 


mais  de  P.=^  =  % ,  il  résulte 

Aj'.=  -(-0-{<^'»'-î(-4)'}=-q-i)-+îC4)', 
d'oïl  l'on  déduit 

9  3 

Cette  équation  contenant  deux  arbitraires ,  il  s'en  trouve  une  de 
surabondante  qu'il  faut  déterminer ,  en  substituant  cette  valeur  de  y^ 

dans  l'équation  aux  différences  ^y^^Ay ^,  qui  se  réduit  alors 

X 

à  C=  —  —  (  —  I  )  ^  *,  et  Ton  a  par  conséquent 

Ix  ilx 
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résultat  qui  devient  identique  à  celui  du  n"".  1 007  ^   ea  pftnnt 

lofo.  Uanalogîe  des  nouvelles  intégrales  que  nous  venons  de 
frouver  pour  les  équations  wûl  dîiërenceSy  avec  les  solutions  parti* 
culières  des  équations  difFérentielles  est  frappante:  les  unes  et  les 
autres  s'obtiennent ,  soit  en  faisant  varier  la  constante  arbitraire  ' 
dans  l'intégrale  complète ,  soit  en  diflerentîant  de  nouveau  Téquation 
aux  différences  dans  un  cas  et  Téquation  différentielle  dans  Tautre  ; 
maïs  malgré  ces  diverses  conformités  y  les  solutions  particulières  des 
équations  différentielles  ont,  dans  l'absence  de  la  constante  arbitraire , 
un  caractère  distinctif ,  auquel  il  faut  bien  faire  attention  pour  éviter 
Terreur  dans  laquelle  Charles,  Géoaiètre  mort  il  y  a  quelques 
années ,  est  tombé ,  et  qui  Ta  conduit  aux  plus  étranges  paradoxes 
relativeaent  au  Calcul  intégral.  Il  remarqua  le  premier  ^  dans  le 
tome  Jij  des  Savans  étrangers  ^  la  pluralité  d'intégrales  dont  pouvoît 
£tre  susceptible  une  équation  aux  différences  ;  mais  il  crut  dans  la 
suite  (  Mim.  de  tAcad.  année  1788  )  en  pouvoir  conclure  les  so- 
lutions partiealières  des  équations  différentielles  correspondantes , 
en  faisant  seulement  Aa;=^o  ,  pour  répondre  à  la  supposition  de  dx 

infiniment  petit  ;  ^  par  ce  moyen ,  dit«il ,  on  obtiendra  des  so- 

• 

H  lutions  particulières  [dus  générales  que  ceHe^  qm  sont  connues 
M  jusqu'à  présent ,  et  l'on  en  pourra  déduire ,  comme  un  cas  par- 
i¥  ûculier  ,  la  solution  particulière  ordinaire ,  dans  tout  ceci  on  sup- 
H  pose  Ax  constante  ».  Charles  appuie  cette  assertion  sur  le  raison- 
nement suivant  l'équation  aux.  diffiirences  :  «  Téquation  aux  diffé- 
H  rences  infiniment  petites  (  c'est-à-dire ,  l'équation  différentielle  ) 
H  est  la  limite  de  l'équation  aux  différences  finies  correspondantes  ; 
M  donc  la  solution  particulière  de  l'équation  aux  différences  infi- 
»»  niment  petites  est  ce  que  devient  l'intégrale  nouvelle  de  l'équation 
M  aux  différences  finies ,  quand  on  fait  dans  cette  intégrale  Aji:c=so  »• 
Il  est  bien  vrai  qu'en  faisant  a;i:=o,  Ay=so,  dans  une  équatioll 
aux  différences ,  on  en  tire  l'équation  différentielle  qui  en  est  la  li- 
mite; parce  que  dans  cette  hyppthèse  <'on  supprime  tous  les  termes 
qui  ne  sont  pas  homogènes  en  àXy  ày  {  n%  65  );  mais  on  ce 
j^auroit  ea  conclure  qiie  les  équations  primitives  correspondantes  à 
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Fune  et  &  l'autre  de  ces  équatioos  soient  liées  entr'elles  <ie  la  même 
manière  ;  car  si  on  tire  les  équations  {W)  du  n"".  1006  ^y^^,  i^{x^  ^  a} 
^  ^ro,i=f(^MO*  on  aura  fix,,a,)—{{x,ja)  —  o^  résultat 
^i  prendra  ta  forme  Atff/iP,,tf,Atf)=o  lorsqu'on  le  développera 
aprèsy  avoir  changé  tf,  en  4+ Aa;  il  donnera  d'abord  ^^=0,  ou 
a=const.  valeur  qui  ne  conduit  qu'à  l'intégrale  directe.  Il  reste  à  traiter 
réquation  fYjc+AJc,  tf,  Atf)  =  o,  laquelle  demeure  encore 
susceptible  dune  véritable  intégration ,  mais  si  on  y  fait  hx  et  t^a 
infiniment  petits  5  elle  se  transforme  en  une  équation  primitive ,  et 
ne  donne  plus  qu'une  valeur  particulière  pour  a.  Lors  donc  que  l'on 
veut  passer  de  la  nouvelle  intégrale  de  l'équation  aux  différences  à 
la  solution  particulière  de  Téquation  différentielle^  il  faut  faire 
disparoître  la  constante  j  sans  néanmoins  lui  assig^ner  aucune  valeur 
particulière  9  ce  qui  ne  se  peut  qu'en  revenant  aux  différences  et 
en  e&ctuant  ensuite  sur  le  résultat  le  passage  des  différences  aux 
différentielles* 

En  prenant  une  marche  contraire ,  Charles  obtenoit  une  équation 
primitive  qui  ne  pouvoit  pas  satisfaire  à  l'équation  différentielle  ,  et 
pour  parer  i  cet  inconvénient ,  il  introduisoit  dans  l'intégrale  de 
Féquation  aux  différences  un  terme  affecté  des  différences  ,  qui 
devenoit  une  différentielle  du  premier  ordre  et  détruisoît  ainsi  Tho- 
mogénéité  qui  fait  la  base  du  Calcul  différentiel  ;  cette  conséquence 
suroit  sufE  seule  pour  montrer  Terreur  dans  laquelle  ib  étoit  tombé  ; 
mais  il  y  en  ajoutoit  une  autre  qui  n'étoit  pas  moins  paradoxale. 
C'est  que  tous  les  polygones  inscrits  à  une  même  courbe  ne.se  con- 
fondent pas  avec  elle  quand  on  suppose  le  nombre  de  leurs  côtes 
infinies  et  qu'il  y  a  un  choix  à  faire  entre  ces  polygones  pour  tomber 
sur  celui  dont  la  limite,  conduise  à  l'expression  de  l'inclinaison 
de  la  tangente. 

loii.  Nous  avons  fait  voir  (n*.  894  ),  que  les  fonctions  de   ,  Denntégratîoii 
deux  variables  èngendroient  des  séries  formant  des  tables  à  double  d^ére!i"c^esT\^ 
entrée  ;  un  terme  quelconque  de  ces  séries  peut  être  exprimé  par  ^^  ^  ?"  pI"*  ^^^ 
ceux  qui  le  précèdent ,  et  de  là  naissent  Us  équations  aux  dijfcnnccs  blés., 
partielles. 

Soit  y,^^  une  fonction  quelconque  des  deux  variables  x  et  /  j 
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on  en  déduira  par  les  yariations  de  x  et  de  r  la  table  suivante  à 
double  entrée, 

j'ojof  «Xt^o)  j^ftfo»  y^y  %••*•  •y^  f  o  >  yx4'i9  «  »  ^*c. 

yo9  of  yij  19  y»$  i  f  «y?  >»••••  ^y*  »  i  >  •y*4-r  i  «  »  ^^* 

j'ojâ»  yi9 %9  yû9M 9  j^î >«••••  •y* > « >  y*-^î9 •  >  ^*^» 

j^o*î>  ^ffîf  y.fî»  yvj\ >"*»?»  y*+«M»  ^^* 

yo9t9     yx9i9     y^ftf     y^^t îy*»o     ^*+t>o    ^^c* 

etc.  etc.  etc.  etc etc.  etc.  etc. 

Supposons  que  la  loi  de  cette  série  soit  exprimée  par  l'équation 
du  premier  degré 

+  Cy,yH* +^V.4*-.»^* 


^ 


+N^'^y.9^9 

dans  laquelle  les  coefficîens^rf,  if,B',  C,  C,  C^.^.AT,  N\  etc. 
sont  constans ,  elle  sera  formée  sur  le  modèle  de  celles  que  nous 
avons  nommées  récurrentes  .(  n"".  983  ) ,  et  nous  l'en  distinguerons 
en  rappelant  9  ^yec  (^agrange,  sirUs  rçcurrmteî  doubles. 

io'i2.    Occupons-nous  d'abord  du  cas  oà  l'équation  proposée 
n'ayant  que  quatre  termes^  est  de  la  forme 

* 

falsons^,ytf=a«'i3'^  «  et  ^  étant  des  constantes  indéterminées , 
nous  aurons' 

en  substituant  les  valeurs  dans  l'équation  proposée,  nous  obtiendrons 

^  + 5*  + 5'i8  +  CT'ct/S  =  0. 
Cette  équation  donne  la  valeur  de  l'une  des  deux  indéterminées  «  et  j3, 

ji  4-  B  et 

par  le  moyen  de  l'autre  ;  pn  en  tire  /8  = -j^ — -^—  ;    d'oîi    l'oa 

conclut     y>**-''''KrTTc7)' 

expression 
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expression  dans  laquelle  la  quantité  «  demeure  entièrement  arbi^ 
traire  9  aussi  bien  que  a  9  mais  qui  n'est  pas  la  plus  générale  de  celles 
qui  satisfont  à  Téquation  proposée. 

Si  Ton  réduit  en  ^série  descendante ,  ordonnée  suivant  les  puisr 

sances  de  «  ,  la  quantité  ( ^, — 77— J  ^  en  sorte  qu'on  ait 

(_  .^±^y  =  r^/*'+  TV'-'  +  r  V-+  7"*'*'-'+  etc. 

les  coefficiens  T,  T\  T%  etc.  contenant  avec  les  lettres  A  ^  B  ^ 
B'^  C'y  la  variable  i,  l'expression  de^,,^  prendra  alors  la  forme 

jr„,=ra**^^'+  T'tf  «•+'•'-'  +  T'tf  ***■'•'-•+  T^tf  **<"'•'-«+  etc. 
changeant  si)cçessivement  les  constantes  a  et  «  ^  en  3  et  jB  ^  en  < 
et  7,  etc.  on  auroit  aussi 

jr„,-=r*i8'+'*'+ T'*i8'*^'-*+ r'w**"'"-*+ r"*i3*+'*'-*+  etc. 

etc. 
ces  diverses,  valeurs  satisfaisant  en  particulier  à  l'équation  proposée  ^ 
qui  n'est  que  du  premier  degré ,  leur  somme  y  satisfera  pareille^ 
ment ,  et  Ton  pourra  prendre 

ya,#=r(act^'*'    +*/8'^^'    ^cy^f"'    +etc.) 

+  r  (tf***-'*'-*  +  *i3'*^'""'+^7'^^'"*+  etc.) 
+  r'(tf4t»*-'*'-*+*i8*^^'-*+c>-^'*'~*+  etc.) 
+  r'(tf«*+'*-'+*i3'+'*'-^+c  j.'^''"='+  etc.) 
etc. 
Chacune  des  lignes  de  cette  expression ,  qui  contient  un  nombre  in- 
défini de  constantes  arbitraires  ^  peut  être  remplacée  par  une  fonc« 
tion  arbitraire  de  l'exposant  variable  dont  st%  termes  sont  affectés  ^ 
et  l'on  Obtient  alors 

^„,=  rf(x+ftO+7'>(*+/xr— i)  +  r''K4r+ftr— 2)+etc. 
en  désignant  par  >  cette  fonction  arbitraire. 

Pour  se  convaincre  de  la  possibilité  de  substituer  une  fonction 
^bitraire  à  la  place  des  séries 

tf*-^^'    +*i3'+^'      +^7*^^'    +etc. 
tfit'+A«'-.+^^i+/*'-i  4-c>^'*'-'  +  etc. 

tf«t*^'*''*+*i8*^'*'r*  +c7.^'*'-+etc. 

etc. 
Appendice.  I  î 


I 
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il  suffit  d'observer  que  l'expression  de^^^^  ne  satisfait, à  Téquation 
proposée ,  indépendamment  de  toute  valeur  particulière  des  quan- 
tités «  9  0 ,  y^  etc.  que  parce  que  les  termes  oit  ce|  quantités  se  trou« 
vent  a&ctées  des  mêmes  exposans ,  après  la  substitution  des  valeurs 

de  j^,,o  J^,j*f.>  y ^1^*3  J^-4.-f«+«>  se  détruisent  mutuellement 
d'après  la  forme  des  coefficiens  T^  T\  7%  etc.  car  il  est  visible 
que  ces  conditions  seront  également  remplies  par  la  fonction  p  ^ 
puisque  les  termes  afièctés  des  mêmes  exposans  dans  le  premier  cas 
se  trouveront  multipliés  par  une  même  fonction  dans  le  second ,  et 
se  détruiront  de  même  indépendamment  delà  forme  de  cette  fonction» 
Quand  on  a  /  =  o ,  l'expression  de  j^^ ,  «  devient  d'abord 

y,  f  .=Tp(x) + r^r— i) + r>(x-2) + r'^(x— 3)  +  etc. 

et  se  réduit  à  y, ,  o=^(^)  »  parce  que  dans  ce  cas 

r=i,  r'=o,  r'=o,  r"=o,  etc. 

d'où  Ton  voit  que  p(x}  n^st  autre  que  la  valeur  de  y^ ,  ^ ,  lorsqu'on* 
y  fait  /=o,  que  l'on  doit  avoir  en  général  f(jp+K)==y,4/to,  $  et 
que  par  conséquent 

J^,M=3>x4^i.n  0+  r>,+/e#-,,  o+  Ty^^t^j  ^+  etc. 
Les  quantités  ^,,^^,  ^ ,  y^^t^t  •  • ,  >^x+a*#-.  >  •  »  »«  «o^t  autre  chose 
que  les  termes  pris  à  partir  de  l'indice  x+ia  ^  et  en  revenant  vers^ 
l'indice  o  ^  dans  h  première  ligne  horizontale  de  la  série  à  double 
entrée ,  correspondante  à  Téquation  proposée.  Il  suit  de  là  que  la 
détermination  de  la  fonction  arbitraire  suppose  que  Ton  connoisse 
tous  les  termes  qui  forment  cette  première  ligne ,  et  qu'il  faut  même 
pouvoir  la  continuer  en  arrière  ^  c'est-à-dire ,  Pétendre  aux  indice» 
négatifs  —  i ,  — i ,  —3 ,  etc.  La  valeur  éty,,f  se  trouvera  formée 
ainsi  d'un  nombre  infini  de  termes;  mais  elle  n'en  contiendroit  qu'un 
nombre  fini ,  si  tous  ceux  qui  répondent  aux  indices  négatifs  de- 
venoienk  nuh ,  comme  cela  arrive  dans  quelques  séries ,  et  l'on  auroit 
seulement 

yx9f^Ty»yêi9  0+  7j^,4^^,rt-i>  •+  ï^  J^»4:/»i-â  >  o»  •  •  •  +  ^        'y»>  •• 
La  même  expression  se  termineroit  encore  si  l'on  avoit  J?'=o  ^ 

ou  C'=o;  car  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  développement  de  la 

quantité  — C—, — c^J  n'aura  qu'un  nombre  /+ 1  de  termes ,  tant 
que  /  sera  un  nombre  entier  positif. 


.1 
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1013.  Prenons  pour  exemple  la  série  récurrente  double 


»» 

I, 

I , 

ï» 

ly 

I 

0. 

I , 

1, 

3» 

49 

5 

0, 

0, 

I, 

if 

6, 

10 

0, 

0, 

0, 

<> 

4» 

10 

«».» 

0» 

o> 

0, 

^  j 

5 

0, 

o> 

0, 

0, 

O9 

I 

etc. 

» 

dont  chaque  terme  se  forme  en  prenant  la  somme  de  celui  qui  le 
précède  dans  la  ligne  horizontale  oii  il  se  trourc  placé  »  et  de  celui 
qui  précède  ce  dernier  dans  la  colonne  verticale:  le  terme  10 ^  par 
exemple  y  placé  à  la  troisième  ligne  dans  la  sixième  colonne ,  est 
égal  à  6  qui  le  précède  plus  à  4  qui  se  trouve  au-dessus  de  6. 
Cette  propriété  donne  évidemment  l'équation 

jTx+t  9  *f  1= y»i  t+ii + j^#  9  •  5 

en  la  rapportant  à  l'équation  dont  nous  noui  sommes  occupés  dam 
le  n%  jirécédent ,  nous  aurons 

■  ■ 

h  quantité  C — WjTc^J  devenant r- ,  nous  donnera  la 

série 

*  '-4- - «-'-' +-i i «-'-•+  -i ^^        ^ «"*-*+  etc. 

1  1.1  I.2«3 

et  comparant  cette  série  avec  la  série  correspondante  du  n*.  cité , 
U  en  résultera 

ft= — I,       r=:i,       r5=-f        ~=— ^ ^,  etc. 

I  i.x 

* 

à  l'aide  de  ces  valeurs  ^  la  formule  générale  de  ce  n*.  se  change  en 

t  /(f+i) 

y  m  9 1 — J^#-«  9  0  »  7  J^«-.t-i  9  •  •       TT      y«-<-t  9  •  +  ^t^» 

I  i«i 

Faisons  à  présent  jc  =  o  »  pour  avoir 

j^«,.=j'^,  0+  7^-i-,9«+  — 7— — J^.,1-., •+  etc. 

et  en  observant  que  tous  les  termes  de  la  première  colonne  verticale 

li  1 


\ 
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de  la  série  proposée  sont  nuls  y  à  l'exception  du  premier  ^  nous  en 
conclurons  que  l'expression  de  ^« ,  t  doit  être  nulle  pour  toutes  les 
valeurs  entières  et  positives  de  t^  condition  de  laquelle  il  résulte 

J'-i  f  •=  o ,        y_. ,  ,=  o , .  • .  .y^, ,  0=  o  , 

s  désignant  un  nombre  entier  positif.  La  série  qui  exprime  jr^,«  de« 
vient  donc  finie  pour  le  cas  qui  nous  occupe^  et  nous  aurons 
seulement 

J'#>r=^.-f>o+7J^,-«-ô«+ — 7-- — y,^-à» 

I  1*2 


^t,2 (;.— 0      "• 


mais  comme  tous  les  termes  de  la  première  ligne  de  la  série  pro*. 
posée  sont  égaux  à  l'unité  y  nous  pourrons  écrire 

_r/(/+i)  ,  f(/+i)....(:r~i) 


I  1*2  I.1..««(JC  —  t) 

et  y  en  sommant  le  second  membre , 

^'''  i.i.3--.:(^  — 0 

Nous  ferons  remarquer  que  la  série  proposée  renferme  le  triangk 

urïthmétiqtti  de  Pascal  y  dans  lequel  chaque  colonne  verticale  donne 

les  coefficiens  numériques  des  termes  de  la  puissance  du  binôme 

ayant  pour  exposant  le  nombre  qui  marque  le  rang  de  la  colonne  y 

diminué  de  l'unité. 

1014.  Discutons  en  particulier  les  cas  oii  l'on  a  C'=0  9  ou 
bien  ^'=0 ,  et  dans  lesquels  l'expression  àty^y^  s'arrête  (  n^,  ion  )• 

I*.  Lorsque  C"â=  o  y  l'équation  proposée  qui  devient 

^ymy  t-^By,^, ,  t+'B'y^^  ^,=  o 

n'est  plus  que  du   premier  ordre  ;  et  si  pour  abréger ,  on  fait 

S  A 

—  ;g7  =/^  5      -^  =  f ,  on  trouvera 


(_f±£;)=,v(.+l), 


développant  et  comparant  i  la  série  générale ,  on  obtiendra 

M=x,    r=/,    r=Vy,    r;='^""'^/r,  etc. 

I  I«X 
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i^o\x  on  déduira 

j^*>f=/'(j^*+#>.+72y*f#-rfo+ îy,*i-;;  •+«*€•)• 

1  I  «a 

Cette  expression^  évidemment  finie  lorsque  t  est  un  nombre  entier 
positif 9  ne  contient  que  des  termes  delà  forme  j<,,«^  s  désignant 
un  nombre  entier  positif. 

a\  Lorsque  B'^=^o  ^  Téquation  proposée  réduite  à 
est  encore  du  second  ordre;  faisant  *—  -pj  =:/y^  ~F~f  >  °^"^  aurons 


(-^')=K-+)' 


tirant  de  U  les  valeurs  des  lettres  i».,T,'t\  T',  etc.  nous  arriverons  à 

expression  qui  demeure  finie  tant  que  /  est  un|nombre  entier  positif , 
mais  qui  renferme  un  nombre  limité  de  termes  de  la  forme  y_,^  ^ , 
lorsque  />x;  il  ne  suffit  donc  pas  dans  ce  cas»  comme  pour  le 
précédent ,  de  connoître  tous  les  termes  de  la  première  ligne  de  la 
proposée,  correspondans  à  des  indices  positifs ,  il  faut  encore  pou* 
voir  prolonger  cette  ligne  en  arrière  pour  obtenir  ceux  qui  répondent 

aux  indices  négatife  ;  savoir  ^y^.y.ty^gy JK-(#-cr)  »  •• 

Si  pourtant  on  ne  connoissoit  pas  immédiatement  ces  derniers 
termes ,  on  pourroit  les  déduire  de  ceux  de  la  première  colonne  ver- 
ticale ainsi  qu'il  suit  :  on  prendroit  x=:o ,  et  donnant  successive- 
ment à  /  les  valeurs  1 9 1  y  3  9  etc.  on  auroit 

y»t  v=p\yct .+ 3  f  ^-.. .+  3  î!r-.»  o+fV-î  i  •  )» 

etc. 

%».=/'(^.»'.+  7?>'-.».+  '^-r7-  îty^.i .+  etc.)  , 
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d'où  on  tireroit 


l 

p 

m 

yof 

fy-it,—  yy.i>— 

% 

^  1/                               ^        A/ 

P 

^y»M     TJ'»!» 

p 

3 

P" 

P 

y  m  9  |— J'o  * 


• 


L'analogie  de  ces  ezpresâons  avec  les  formules  des  différences 
successives  (  n%  86o  )  est  frappante  ;  et  â  on  représente  par 

les  termes  de  la  série 

9  9  1  y 

et  par 

r,  r,  r%  r-,  etc. 

ceux  de  la  séné 

III 

ynfmf     r«y*>«»     "TrJ'ofâf     "ir^y^n»  ^^^*       ^ 
/^  /^  /^ 

on  aura  par  c^  <iui  précède 

etc. 
d*oÈi  Pon  conclura 

y,yi-=ipiy{r,+~r,_,+'SlrLllr^_^ 

I  1.2 

I.  1.3 

en  observant  de  remplacer  dans  la  série  du  second  membre,  les 
fermes  aftctés  d'indices  négatif ,  par  des  diiFérences  dont  Texposant 
soit  égal  à  cet  indice ,  c  est-à«dire ,  de  substituer  aT  à  Y^. 


> 
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1015.  La  méthode  du  n*.  lOiipeut  s'appliquer  aux  équations 
de  tous  les  ordres  ,  comprises  dans  la  formule  générale  du  n"".  loi  i. 
En  y  faisant ,  comme  pour  celles  du  second  ordre  dont  nous  no\is 
sommes  occupés  ,  y,9i=^a*'^'j  elle  devient 

+  0%. . .  +iW-*^*  }  =0. .  •  (i)  i 


mais  cette  dernière  ne  pouvant  donner  en  général  la  valeur  de  jS  en  « 
que  par  une  série  infinie»  ne  fournira  non  plus ,  pour  exprimer  y,,  ^^ 
qu'une  série  infinie.  Il  s'offre  »  à  la  vérité  ,  un  assez  grand  nombre 
de  cas  particuliers  »  dans  lesquels  on  peut  exprimer  d  une  manière 
rationnelle  et  sans  dénominateur  complexe  les  quantités  a  et  jS  par 
k  moyen  d'une  nouvelle  indéterminée  »  :  l'équation 

+B'fi+c'afi  >=o; 

dérivée  de  Téquation  complète  du  second  ordre 


+  0-1M-       > 


est  dans  an  de  ces  cas  ;  mais  au  lieu  de  nous  y  arrêter ,  nous  allons 
exposer  la  méthode  qui  convient  à  tous  les  cas  en  général. 

Cette  méthode  est  fondée  sur  ce  que  l'expression  de  y  ne  contient 
que  /3'^  et  que  t  étant  >n^  il  est  toujours  possible  ,  au  moyen  de 
l'équation  (  i  )  »  d'exprimer  H'  par  «  et  par  les  puissances  de  0^ 
inférieures  à  ^.  En  effet ,  puisque  Ton  aura /=/72;i+^P9 /s  désignant 
un  nombre  entier  quelconque ,  et  /^  un  nombre  entier  moindre 
que  »,  on  pourra  donc  écrire  j3'=(j8")"./8''î  on  prendra  la  valeur 
de  /3*  dans  l'équation  (i) ,  pour  l'élever  à  la  puissance  de  m  et  la 
multiplier  ensuite  par  /S'',  puis ,  toujours  avec  le  secours  de  Téqua- 
tion  (  I  ) ,  on  éliminera  successivement  du  résultat  toutes  les 
puissances  de  p ,  égales  ou  supérieures  à  jS''.  On  conçoit  facilement 
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que  le  résultat  de  cette  opération  doit  être  de  la  foroM 

, , ......< 

_(»-»rfi)         ^ 

+  7;_,  j8— +  ^^.     4'-*'j8'-' , 

les  coeificiens  7,  7%  ^ . .  T, ,  T', ,  etc.  étant  des  fonctions  radon- 
nelles  de  ;,  et  des  coefEciens  A^B^  etc.  de  l'équation  (i). 

On  obtiendra  d'al>ord  une  valeur  particulière  de  y„# ,  en  multî* 
pliant  cette  expression  de  jS'  par  ^t  a' ,  et  changeant  les  constantes 
arbitraires  açi  f$,^  ainsi  qu'on  l'a  fait  dans  le  n%  loia,  on  formera 
une  suite  de  valeurs  particulières  de  y^^t%  dont  la  somme  satisfera 
encore  à  l'équation  proposée ,  parce  qu'elle  est  -du  premier  degré  ; 
enfin  ,  les  considérations  du  n^.  cité  »  étant  applicables  au  cas  actuel  » 
permettront  de  changer  en 

Tf(*),    rf(*+i),     r'f(Ar+i),  etc. 

les  termes  de  la  première  ligne , 

Tt%         r«*+',  r  v+*,  etc. 

en  T.f.C*) ,      r',f.  (x  + 1) ,  T'.f ,(x + ») ,  etc. 

les  tçrmfs  de  la  seconde  ligne , 

7',*'i8,       T\**+'iî,  r*,«*^/8,  etc. 
etc. 

« 

en  désignant  par  f(ji:),  f,Mf  '.W  »  «^c,  ^es  fonctions  arbitraires 
de  ^ ,  indépendantes  les  unes  des  autres.  Le  nombre  de  ces  fonctions 
£çra  évidemment  égal  à  n  j^  car  la  dernière  ligne 

fournira  les  termes 


et 
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et  l*on  aura 

^.,^7'f(x)+rf(x+i)+rf(*+x)+r'f(Ar+3) 

+  7'Wf(«+/) 

+  r.f.(*)+r.f.(«+i)+r.f,(*+i) :. 


+r^'~*V.(*+«-o 


1 


+  r.f.(*)+r.f.(«+i) 


W*\x+t-x) 


La  détermination  de  ces  fonctions  arbitraires  s'opère  au  moyen 
des  n  premiers  rangs  horizontaux  de  la  table  du  n"".  loii  ^  c'est-à- 
dire  y  en  supposant  que  Ton  connoisse  les  valeurs  de 

y^^Q  9      yx$  \9      j'jrjâ*»  •y»  >  »— i  > 

quelle  que  soit  celle  de  x;  car  il  est  visible  que  l'expression  de  t* 
devant  se  réduire  successivement  à  i  ^  jB  ^  i3%  iB%  etc.  il  en  résulte 
que  dans  ces  hypothèses ,  lorsqu'on  y  fait  /  =  o  ^  =i ,  =x  ^  etc. 

r=i ,  r  =0,  r  ==o,  r'=to,  etc. 
r,=i ,  r.=o ,  T\  =0 ,  r^=o ,  etc. 
r,=i ,      r.=o ,      r*.  =o ,      t'^  =o  ,  etc. 

etc. 
et  que  l'expression  générale  de  >^, ,  «  donne  par  conséquent 

y,i.=  f(*)>     J^.*i=fi(*)>     J*,.=  f«(^)>  etc. 
d'où  l'on  conclura 


loi  6.  On  peut  aussi  parvenir  à  déter miner j^^^  «  par  la  connoissance 
des  m  premiers  rangs  horizontaux  et  des  n— >;7i  premières  colonnes 
verticales  de  la  table  du  n^«  loi  i  ;  c'est-à-dire  ^  lorsque  les  valeurs  de 

y^fi      y»9 1  >      ys9M*  •••••y s  fwt^t 

Apptndict.  K  k 


I 


•  « 
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Quand  jr=i  ^  il  vient  f^t^fi^  ce  qui  donne  f^'i^i  j  et  les  autres 
coefficiens  nuls. 
En  général  lorsque  x^^n—^m — i ,  on  a 


et" 

i 


V  V— 'iB',      f^*'^'=i. 


et  tous  les  autres  coefficiens  nuls. 

En  établissant  les  mêmes  hypothèses ,  et  leurs  conséquences  ^  dans 
Texpression  générale  de  j^,,^,  on  reconnoît  que 

quel  que  soit  x^tl  ensuite  qiie 

quel  que  sok  /• 
On  aura  par  ce  moyen 

+^'*->y^,. 

(«+«-0 


"i    ^»     y%ym      ■+"  '^J»      yi9m      +  ^  m      J''»  » 


+  ^1  "îy»— . ,  m 


.-. +r"'"~~'V 


+^^    y, 


^  #♦<    y»^»-\»*^ 
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1017.  Le  moyen  que  nous  avons  indiqué  dans  le  n*.  1015  ,  pour 
obtenir  l'expression  de  ff^  peut  suffire  pour  chaque  cas  particulier  ; 
mais  cependant  il  ne  sera  pas  inutile  d'en  exposer  un  autre^d'après 
lequel  on  puisse  construire  des  formules  générales  ;  pour  cela  prenons 

ia'=^+^,i8+^.i3\...+.^„.,^—  (1), 

\A  ^  -^1 9  •  •  •  -^A^t  f  désignant  des  polynômes  en  «  ^  le  premier  du 
degré  r,  le  second' du  degré  r*— i ,  ainsi  de  suite  ^  jusqu'à  A^^^  ^ 
dans  lequel  a  ne  doit  monter  qu'au  prenûer  degré.  Représentons 
par  f^'y  i3%  jS''^  etc.  les  diverses  racines  de  l'équation  (  1 } ,  nous 
aurons  ces  équations 

etc. 

dont  le  nombre  sera  suffisant  pour  déterminer  les  polynômes 
J^  A^,  A^^  etc.  il  ne  restera  plus  qu'à  metnre  pour  /S',  jS",  etc. 
leurs  expressions  en  ce  ;  mais  l'équation  (2)  devant  être  identique , 
indépendamment  d'aucune  valeur  particulière  de  «^  il  suffira  d*y 
substituer  pour  jS  une  expression  en  série  ascendante  suivant  les 
puissances  de  a  ;  et  par  conséquent  on  n'aura  qu'à  chercher  par  de 
pareilles  séries  les  valeurs  des  racines  fi'^  fi!',  etc.  pour  les  substituer 
dans  les  valeurs  de  A ,  A^,  A^,,  etc.  en  observant  de  les  pousser 
jusqu'à  la  puissance  /  de  «  dans  le  premier  polynôme  A^klsL  puis- 
sance t — I  dans  A^ ,  et  ainsi  de  suite  ,  jusqu'à  A^_^ ,  oh  l'on  pourra 
s'arrêter  à  la  première  puissance  de  «. 

Il  n'est  besoin  de  déterminer  par  cette  méthode  que  le  premier 
terme  de  chacun  des  polynômes  A  ^  A,^  A^^  etc.  parce  qu'on  peut 
trouver  la  relation  que  les  autres  ont  entr^eux  à  l'aide  de  la  difFéren- 
tiation  relative  à  « ,  comme  dans  le  n^.  98.  L*équation  (1)  donne 
successivement 

i\fi^l{A+A,fi+Aj'^ +^^-.18-'} 

gdfi^  dA+lidA,  +  fi^dA^+ctc.+(A,  +  xAj+lA^fi^+etc.)dii  ^ 
fi   ""  A+A,fi+Aji*+eiç.  ' 
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on  élifliinera  de  cette  dernière  dfi^  h  Uaide  de  la  diflirentidle  immé« 
diate  de  l'équation  (i);  on  fera  disparoître  les  dénominateurs  du 
résultat  que  Ton  ordonnera  par  rapport  aux  puissances  de  jB  et  de  «  ^ 
et  dont  on  chassera ,  au  moyen  de  Téquation  (  i  ) ,  les  puissances  de  i9  ^ 
dont  l'exposant  est  égal  à  n  ^  ou  surpasse  ce  nombre  :  égalant  ensuite 
à  zéro  les  coeffidens  de  chaque  puissance  de  jB,  on  aura  n — i , 
équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  a  et  les  polynômes 
A^  A,j  A^y  etc.. Ces  polynômes  étant  mis  sous  la  forme 

^  =:r  +  r  A+  T  *•+ r"V + r^v 

^.=T.-t-r,tt+rv +r^ 

etc. 

on  en  prendra  les  différentielles  par  rapport  à  «,  et  substituant  dans 
les  équations  différentielles  dont  on  vient  de  parler^  la  compa- 
raison des  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  «& ,  fera  connoître 
les  relations  qu'ont  entr'eux  les  coefficiens  T,  T',  r%.  • .  T, ,  T\ ,  etc. 

Il  ne  sera  pas  difficile  de  trouver ,  d'après  ces  indications  ^  des 
méthodes  applicables  à  la  détermination  des  coefficiens 
Vy  V\  ^',. . .  ^o  ^, ,  etc.  du  n%  ioi6.  Si  l'on  prend  la  différentielle 
du  logarithme  de  chaque  membre  de  l'équation  ct'i8'=r+etc.  de 
ce  n^5  que  l'on  chasse  d^  Aw  résultat ,  au. moyen  de  l'équa-* 
tîon  (i)  différentiée,  enfin  qu'on  élimine  le  produit  «""""/B"  et  ses 
multiples ,  on  obtiendra  une  dernière  équation  ^.dont  chaque  terme , 
égalé  séparément  à  zéro  ^  fera  connoître  les  relations  des  coefficiens 

1018.  Nous  allons  parcourir  les  diverses  remarqués  queLagrangea 
faites  sur  les  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  et  dont  il  a  enrichi 
l'analyse.  Il  est  d'abord  évident  que  Ton  peut  obtenir  pour  y, ,  #  autant 
d'expressions  différentes  qull  y  a  de  termes ,  dans  la  dernière  colonne 
de  l'équation  proposée  aux  différences ,  en  éliminant  successivement 
du  développement  de  «'0'  9  chacun  des  produits  en  a  et  ^^  qui  af- 
fectent la  dernière  colonne  de  l'équation  (i). 

Lorsque  l'équation  (i)  psut  se  décomposer  en  facteurs  rationnels ^ 


/ 
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on  considère  séparéfflent  ces  divers  facteurs ,  pour  arriver  à  l'expres- 
sion de  y, ,  #  qu'ils  donnent  chacun  en  particulier  ,  expressions  qui 
sont  autant  de  valeurs  particulières  de  j^,^  f  et  dont  la  somme  fournit 
la  valeur  complète  cherchée. 

Pour  ëclaircir  ce  fait  analytique ,  supposons  queTéquation  (i)  soit 
le  produit  de  deux  facteurs  rationnels ,  Tun  du  degré  p ,  l'autre  du 
degré  q\  nous  allons  montrer  qu'en  désignant  par 


.1 


+  B\fi  +  C\afi.  ....   i=o,        +B\li  +  C\Aii.  .  .  .  [=o, 

ces  facteurs ,  l'équation  proposée  aux  différences  sera  satisfaite  sé- 
parément par  les  deux  équations 

+  C\ys$i^  .  •  .  .  ;  ^  .  •  .  .  etc. 

+  CV»>'+. 

Tune  de  Tordre  p  et  l'autre  de  l'ordre  q  ;  et  que  par  conséquent  si 
Ton  représente  par  y,,^,  la  valeur  complète  tirée  de  la  première  ^ 
et  par  y% ,  t  celle  que  donne  la  seconde ,  on  aura  y, ,  #=y,  9  # + j^", ,  !• 
Cette  dernière  expression  sera  complète,  car  elle  renfermera  p^q 
fonctions  arbitraires:  savoir,/^  provenant  de  la  valeur  de  y,,  g, 
et  q  de  la  valeur  de  ^'« ,  |. 

Pour  parvenir  à  la  proposition  précédente  9  nous  allons  chercher 
quelle  doit  être  l'équation  de  Tordre  p  qui  satisfait  à  Téquation  pro- 
posée. En  représentant  la  première  par 

Vx,i+Ï>y^, ,  i+cy,+,,, +k  y^^^,, 


=  o 
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« 

et  faisant  successivement  varier  «  et  /,  pour  obtenir  les  coasécu- 
tives  y  nous  en  déduirons 

«'••••aj'^nM+bj'.:):.,*     +cj'^,„    +etc. 

+cV^,,«+. 

^y^iU^x-^^Vs^iUr^  +c^.+.,t,.,  +  etc. 

+ b>*  »  «+.     +  c>,+,  ,^  }.  =  o 

»•.... a^,^..,,     +bj^,+,,,     +etc.  |__ 

y> 

+!>>.,  M.,  J 

etc. 


aj'x+i ,  44.,  +b  y,+. ,  44.,  +  etc 


•    »   -  frj 


maintenant  »  nous  multiplions  respectivement  chacune  de  ces  équa- 
tions par  les  coefficiens  indéterminés  P ,  Q,  Q!t  R,  R',  R",  «te. 
que  nous  ajoutions  les  résultats ,  nous  aurons 

«^J',.«+(b^+aQ)^.+.M+  (c  i'+b  Q  4-aiî  )j^,+.„   +etc. 

+(b'i'+aQ')^-*M..+(c'^+  b'Q+bQ'+aA'):^^.,^.         J  =  o, 

+  (cV+b'Q'+aiî")j',M4* 

comparant  ce  résultat  avec  la  proposée ,  nous  aurons 

»P^J,      bP+iQ=B,  c  P  +bQ  +aR  =C,  etc. 

b'P+a  Q'=5',       c'P+b'Q  +bQ'  +aR'  =C" 

c'P  +b'Q'+aiJ'=C*, 

équations  qui  sont  précisément  celles  que  l'on  obtiendroit  en  multî- 

pliant  l'un  par  l'autre  les  facteurs 

a+b 

+b' 


)  et  -f  c  <t*  +  etc.  ] 
>'i8  -Ip  c'«)3  i 

+  cT  J 


P+Qa+R».*  +  etc. 
+  Q'li+R'<tfi 

ft  en  comparant  le  produit  avec  l'équation  (t). 


U 


a 
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\l  est  £iàle  de  poursuivre  le  calcul  que  nous  venons  dlndiquer  ei 
même  de  le  débarrasser  de  toute  induction  »  et  de  voir  en  même  tems 
qu'on  ea  peut  faire  un  semblable  sur  les  équations  aux  différences 
contenant  deux  variables  et  aussi  sur  les  équations  différentielles; 
n  en  résnlte  bien  évidemment  que  l'équation  aux  différences  ^  cor- 
respondante à  chacun  des  facteurs  de  Téquation  (i),  satisfait  à  la 
proposée. 

Lors  donc  qu'on  aura  décomposé  l'équation  (i)  en  deux  facteurs  ; 
Tun  du  degré  p ,  l'autre  du  degré  f ,  et  qu'on  sera  parvenu  aux  ex* 
pressions  complètes  dey^,  «  et  de  y,,  c ,  on  en  détermmera  les  fonc* 
tions  arbitraires  en  supposant  données  les  valeurs 

y,*-,  y.5i,  etc.       yi,o  y,,,>  etc. 
y*>o,  y,, If  etc.       y.,„  y,,,,  etc. 

Pour  passer  ensuite  de  ces  valeurs  à  celles  de  * 

^xj.  y.» If  etc...\jr.,g,  y.jtf  etc. 
il  ne  s'agira  plus  que  de  combiner  les  équations  aux  différences 
«yxjo^'xf  #,  avecréquationjr,,,=y,,,+y„,,  afin  d'en  tirer 
par  l'éliminatioh ,  les  expressions  des  fonctions  y ^ ,  ^  ety^,^  au 
moyen  de  la  fonction  ^,,f  et  de  ses  différences  ou  de  ses  valeurs 
consécutives. 

10x9.  Si  l'équation  (i).se  décomposoit  en  facteurs  qui  fussent  des 
puissances  parfaites  d'autres  facteurs ,  l'expression  y,yi9  obtenue 
d'après  les  remarques  précédentes  ^  ne  seroit  plus  complète.  Si  Ton 
avoit  y  par  exemple ,  n"=:o ,  ce  qui  donneroit  m  facteurs  égaux 
à  n=:o,  on  ne  déduiroit  de  chacun  d'eux  que  la  même  équation 
aux  diffîrences ,  et  par  conséquent  que  la  même  intégrale  ;  mais 
il  faut  observer  que  l'équation  aux  différences,  correspondante 
â  n"^=Oy  admet,  outre  la  solution  jr,||T=:«'iB'^  les  suivantes , 

jr„^**'-V,     >„,=  a:(x— i)*'-V,.-etc 

ou  celles*  ci 

ou  enfin  celles-ci 

'Appîndicc.  L 1 
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qui  se  ûtat  de  h  prcnière  en  prcnaiity  îusqu'^  Tordre  m^^i  indu* 
nremeiity  ses  £ffi£rentielles  ^  soit  par  npport  à  « ,  soit  par  rapport 
i  /l  9  et  en  fusant  mtee  snccéder  ces  dtfirentiatioos  les  unes  aux 
antres  dans  tel  ordre  qnV»  vendra.  Ced  est  fondé  sur  des  raison* 
omenf  analogies  à  cens  du  n*.  648 ,  dTaprès  ksquds  on  substitue  ^ 
an  lien  desTalenrs  de  «  00  de  /l  qm  sont  égales  »  dautres  râleurs 
ires*pen  ctnerentes  enir^eiies. 

Connoissanf  nn  noahre  ai  devaienn  particidièresde^,,^»  on 
en  aura  une  j^ns  générale  en  prenant  la  sonaw  des  prodmts  de  ces 
Talenrs  par  des  constantes  atlntraires  difiSreules  ;  et  il  viencka 


jr„.=  ii*»^'+^x«-^/i'+*'x(x— 1  )«-*iB'+  etc. 

mais  pour  anmr   à  Ttxprtssioa  complète,  il  £iudra  substituei 

aux  produits 

MA'ft',      ^«**"/i%      ^«*^]B*,  etc. 
des  fonctions   . 

^    jm^t%     y  9^%t9     y  »^»ff  etc. 
onauraaunsi 

J^.,r=y,,i+»r^^f  «+*(*—  «  )j".^»i+  etc. 

en  obsenrant  que  les  fonctions y,9t 9  ^»ff,  y"*>*>  etc. 
doivent  satis£ûre  à  Téquation  aux  cfifierences,  correspondante 
à  n=o.  Les  fonctions  arbitraires  qui  entreront  dans  la  compo- 
sition de  celles-d  seront  les  mêmes  ;  mds  en  passant  dans  les  valeurs 
dey^^f»  elles  prendront  cbacune  un  imlice  particulier.  Pour  les 
déterminer  on  se  conduira  comme  dans  le  n*.  1016  ;  on  les  exprimera 
d*abord  au  moyen  des  premières  valeurs 

y »%^9  J^^fif^tc  y\%t^  y'tjo  etc. 
y  99%t  J^»ftfetc.  .  j^«»t»  J' if'f  etc. 
etc. 

et  Ton  introduira  ensuite  les  valeurs 

y»^^^     ymj\9  etc»       y%9i9     J^ii#>etc. 

en  éliminant  les  premières ,  à  faide  de  la  relation  qui  existe  entre 
les  fonctions  y^^tl  y,f^3  y'^u»  etc.  et  des  équations  en 
y#i  «  I     y\}  #>  etc.  déduites  de  n=o. 
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Nous  n'entrerons  pas  dans  de  plus  grands  détails  sur  cette  matière 
qui  derient  très-compliquée;  ce  que  nous  avons  dit  suffit  pour 
mettre  sur  la  voie  les  lecteurs  intelligens  qui  auront  présentes  à  Tesprit 
les  diverses  remarques  semées  dans  cet  ouvrage.  Nous  passerons 
aussi  sous  silence  ^  par  cette  raison  ^  la  théorie  des  équations  entre 
pinceurs  fonctions,  que  Ton  peut  traiter  à  peu  près  comme  les 
équations  diflfoentielles  du  n\  656^  Ou  comme  les  équations  aux 
différences  du  n*.  996. 

I030.  On  parvient  à  des  résultats  ttalogues  pour  les  équaâoos 
aux  diffikences  ,  contenant  quatre  ou  un  plus  grand  nombre  de 
variables  y  qui  répondent  aux  séries  récurrentes  tripUs,  quadruples,  etc. 
Pour  se  former  Tidée  d'une  série  récurrente  triple ,  par  exemple ,  il 
suffit  de  concevoir  une  fonction  qui  varie  de  trois  manières  difié- 
rentes  ^  ou  qui  renferme  trois  variables  indépendantes  ;  une  semblable 
série  se  disposeroit  naturellement  dans  les  cases  d'un  parallélépipède , 
formeroit  alors  une  tailc  a  tripU  entréi,  et  si  on  en  désignoit  le 
terme  général  pary«, , ,  «. ,  l'une  des  arrêtes  contigues  à  un  même  angle 
du  parallélépipède ,  seroit  la  bande  des  Xj  l'autre  celle  des  £  ^  et  la 
troisième  celle  des  u. 

Nous  nous  bornerons  à  traiter  Téquation 

contenant  une  fonction  dépendante  de  trois  variables  1  et  que  l'on 
doit  regarder  comme  étant  du  troisième  ordre ,  à  cause  du  terme 
J>yM^x  5 14.. ,  M+.  •  En  y  faisant  y^^^^  =tf*'^'>%  et  divisant  par  aa'^Yf 
après  la  substitution ,  il  viendra 

j4  +  B  d  +  C  eLU  +  Dalfy  ] 

+  5'iB+C'*>  i=0..,(l), 

Motion  tirera      y^- s'^c^+C^fi+Dar 
et  Ton  aura  par  conséquent  dans  l'expression 

Ll  X 
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pour  la  fontion «cherchée ,  une  valeur  contenant  trois  arbitraires  a^m 
et  jS  ;  mais  cette  valeur  n'est  encore  que  particulière ,  et  si  on  donne 
à  celle  de  7  la  forme 

C+— +— +— 

_  A        fi       afi 

1)+-.+—+-. 

A  fi  Afi 

en  (fivisant  par  «/3^  son  numérateur  ainsi  que  son^déaominateur, 
et  qu'ensuite  on  en  développe  la  puissance  »  ^  en  série  ordonnée  par 

rapport  aux  puissances  des  quantités  -,  -  ^  on  obtiendra  un  ré» 

A         fi 

sultat  de  la  forme 

ft  et  «  ' 


+  etc. 

n  n'entrera  dans  les  coefficîens  V^V...V^^  etc/que  les  constantes 
AjB^  etc.  et  l'exposant  variable  «•  Par  la  substitution  de  cette 
série  le  produit  «'jSV  ne  contiendra  plus  que  des  termes  de  la 

forme  F  — --  ;  et  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  du  n"*.  roi 6; 

•  a' fi' 

on  se  convaincra  que  ces  termes  peuvent  être  remplacés  par  d'autres 

de  la  forme  V   {{r,s)^{  désignant  une  fonction  arbitraire,  ce 
qui  donnera 

^,,i,.=''f(^,0      +y'{(x^i,t)       +rf{x^x,i)       +F'({x—'i,t)+ttc 
+  F^{(x,t^i)  +  F',{(x—i,t—i)  +  F\£(x—i,t^i)+etc. 

+  f'A^s  ^— 1)+  ^.f  (*— i ,  r— 1)+  etc. 
+  f^3f(ji:,r— i)+etc. 
+  etc. 
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Cette  expression  peut  se  traduire  en  une  autre  qui  ne  dépende  que 
d*s  valeurs  de 

etc. 

contenues  dans  une  table  à  double  entrée ,  qui  résulte  des  seules  va- 
riations de  X  et  de  r ,  et  qui  formeroit  une  des  £ices  de  la  table  pa- 
rallélépipède ou  à  triple  entrée.  En  eflFet ,  lorsque  u=o ,  on  a  >'*=  i , 
d'où  on  conclut  F=  i  »  et  tous  les  autres  coefficiens  sont  nuls  ^ 
il  vient  donc  J',»  o  0=  f  (  ^  j  ^  )  î  puîs  suivant  à  cet  égard  la  marche 
tracée  dans  les  n*".  1012^  15  et  i6|  on  obtient 

ys.é.i^yyn^t,^    +'^^,-.,#10    •+-^V*-*»M.    +^">,-î,«,t  +  ctc, 
+  '',yxj'i-if+^V*w-.i,#-if+'^'i^*-^>t-i>o+etc, 
+  ^iJ^„«-.,o+^0^.-»,i^,,.+etc. 

+  etc. 

résultat  par£iitement  analogue  à  celui  du  n^  loix,  et  ayant  aussi 
l'inconvénient  d*être  indéfini ,  à  moins  que  trois  des  quatre  quan- 
tités B\  C'y  C\  D\  ne  s'évanouissent,  ou  que  les  valeurs  de  jr^,  ^  ^, 
relatives  aux  indices  négatifs  ne  soient  toutes  nulles.  On  pare  à  cet 
inconvénient  par  le  moyen  d'une  méthode  absolument  semblable 
à  celle  du  n^  1015  ,  et  sur  laquelle  nous  ne  saurions  nous  arrêter. 

loii.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  suppose  que  les 
coefficiens  A;B^  C,  etc.  de  l'équation  aux  différences  soient 
constans;  Laplace,  qui  le  premier  s'est  occupé  de  ce  genre  d'équa- 
tions ,  a  donné  lin  procédé  un  peu  moins  simple ,  mais  aussi  à  l'aide 
duquel  on  peut  intégrer  une  classe  assez  étendue  d'équaiions  à 
coefficiens  variables.  Il  a  fait  remarquer  en  premier  lieu  que 
l'équation 

dans  laquelle  les  deux  variables  indépendantes  décroissent  de  la  même 
manière ,  peut  se  changer  en  une  autre ,  où  l'on  n'a  plus  à  considérer 
guc  la  seule  variable  x.  En  effet ,  si  l'on  prend  tz=s^^K ,  K  étant  une 
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constante  ,  et  que  Ton  mette  cette  valeur  dans  les  coefBciens 
^wM9  ^x^if  ^'* y  i »  rtc.  f', ,  I ,  que  Ton  représentera  ensuite  par 
X^ ,  X'^ ,  X\  j  et  ^,,  et  que  Ton  change  y^^  «  en  », ,  on  aura 

rintégrale  de  cette  nouvelle  équation  donnera  Texpression  de  j^^^,  ^ , 
lorsqu'on  y  substituera  x^^^  au  lieu  de  £ ,  et  il  faudra  regarder 
les  arbitraires  cpmme  des  fonctions  de  j>— r. 

loix.  Lorsque  les  deux  variables  ne  décroissent  pas  de  la  même 
manière ,  les  fonctions  arbitraires  paroissent  devoir  être  affectées  du 
signe  d'intégration  2.  Si  l'on  a  ,  par  exemple , 

et  que  Ton  fasse  d'abord  j^,,,=f(y),  il  en  résulte  jr,.,,,=:f(4r—î); 
prenant  ensuite  /s^x  j  l'équation  proposée  devient 
^,»â=^,-M«+J^x-Mf*   donne ^,,,~y,_,,.s=y,^,,,,  d'où  l'on 
conclut  A,^,_,,,=  f(x— i),  par  conséquent  A^,,^=f(x)  et 
j^,,,=  xf(4:):  passant  à  ^=3 ,  on  aura 

J^,M===r,-, ,  î  +^,-. , . ,  ou  ^, , ,— J^,.. ,  ,=Sf(^— i)  , 
augmentant  l'indice  x  de  l'unité ,  il  viendra 

Si  Ton  continue  ainsi  j  on  obtiendra  y^^f=:j!i{x)^  formule  peu 
commode ,  quoiqu'il  soit  possible  d'exprimer  le  second  membre  par 
une  suite  de  termes  affectés  d'un  seul  signe  d'intégration  (  n"".  918  ). 
1013.  Considérons  à  présent  l'équation 

+  /»,^,,#-.+i^,J^,.oi-..+i»'xr*..>^i+  etc. 

qui  n'est  que  du  premier  ordre  par  rapport  à  la  variable  ^  ^  et  com- 
mençons par  nous  occuper  du  cas  particulier 

Cette  équation  suppose  que  at  et  r  surpassent  l'unité.  Si  nous  faisons 
successivement  Jr=i=2 ,  ^=3  ,  tious  en  tirerons 

et  de  ces  dernières  nous  déduirons  une  résultante  dans  laquelle  l'indice 


i^ 
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relatif  kxnt  sera  que  t  ou  3 ,  en  éliminaat  les  termes  y^ ,  1^,  et  y^ ,  |. 
Pour  nous  procurer  un  nombre  suffisant  d'équations,  nous  change- 
TOUS  t  en  / — i  dans  {b) ,  qui  deviendra  ''h    r" 

y^ ,  i^x—Ay^i  *-i  -^B^y^ , ,..+ C,. . .  •  (*0  ; 

chassons  msuntenant  des  trois  équations  {a)  ^  {h)  ^  {l/) ,  les  quantités 
y%9i9  y%3  f^x9  comme  des  inconnues  dbtinctes  ;  pour  cela  »  multi- 
plions respectivement  par  «  et  ^  leé  équations  {a)  et  (^') ,  que  nous 
ajouternos  avec  (b)  et  nous  aurons , 

égalant  à  zéro  les  coefficiens  de  y^^ttx  dey.,  i_, ,  nous  obtiendrons 
-^5 — «=o  ou  ^^=^jiij      tf-ff,+i8^,=o  ou  fi^=—B^, 

m 

dToii  il  résultera 

Si  on  désigne  par  ^  (r)  la  fonction  y. ,  ^ ,  évidemment  arbitraire  ^ 
cette  équation  pouna  être  traitée  comme  ne  renfermant  plus  que 
la  seule  variable  $ ,  puisque  les  indices  relatifs  à  x  sont  les  mêmes 
dans  tous  les  termes,  ou  que  tous  ces  termes  seroient  placés 
sur  une  même  Hgne  horizontale ,  dans  la  tablé  à  double  entrée  ^  qui 
rèprésenteroit  la  série  proposée. 

Prenant  x=4 ,  l*équation  proposée  donne 

yt.^*  =^^iy\M  +^4j'4>«-.+^î  ..............  (c)  ; 

en  diminuant  l'indice  r  de  i  et  i  successivement ,  on  aura  i 

yi,«_,=^4J'î»«-.+^4J'4»«^.+  ^4 (O 

^4»«-.=^4J'»»«-.  +  ^4^4'«-î+Q («"); 

les  équations  «,  c\  c",  combinées  avec  l'équation  (3) ,  fourniront  le 
moyen  d'éliminer  J'î  , , ,  ^^ ,  «_, ,  j'j ,  i_, ,  et  d'arriver  à  une  équation 

qui  ne  contienne  plus  que  J'*  »  « ,  ^4,  i^, ,  J'4 ,  «_. ,  ^4 ,  ,-î  »  «  ^  fonc- 
tion arbitraire  y^ ,  «.  Cette  équation  sera 

— ^^Z?^-C;(i-^,-^,+2?.Z?,)=o, (4), 
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en  £ûsaat  pour  abréger  ' 

Passons  encore  à  x=^  ,  nous  trourerons  successivement 

équations  qui  serviront  à  éliminer  >*  »  « ,  j'*  >  «_t  >  ^4 ,  «-«  »  ^4  »  «-î  ^^ 
l'équation  (4) ,  et  conduiront  à 

+  (B,B^+B,B^+B,B^-hB^B^+B^S^+BiB^)y^ ,  ^ 
■^iB,B,B^+B,B^B^+B,B^B^+BiBiB^)y^,t.i      .  ^0(5)» 

-4-  ^a  B^  ^4^5  J^5  9  «-4 

en  faisant 

La  composition  de  ces  équations  est  facile  à  sabir  ;  et  si  Ton  tt^ 
présente  le  dernier  résultat  par 

les  coefEciens  M,^  N,,  P,«  ••/>,,  y  seront  formés  d'après  la  loi 
déjà  bien  évidente  de  ceux  que  nous  avons  calculés  précédemment. 
On  peut  aussi  les  déduire  successivçment  les  uns  de$  autres  »  en 
éliminant 

entre  Téquation 

y^-, f ^-^M^^iyx^i > *^;  +^'ir-iyr-t » i-i + ^f-iT,-^ >!-}••  •±O,^,=0  (:r— i)^ 
pt  Içs  spivantps^  doni  le  nombre  doit  être  égal  à  x — i^ 


ec 
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et  tn  comparant  la  résultante  avec  l'équation  {x)  ;  car  on  trouvera 


Z7,= -^,Z),..-  C,(  I  -  iH_;+  JV,^  -  p,.;+  etc.  )  ; 

équations  qui  ne  sont  que  du  premier  ordre ,  et  qui  ne  renferment 
que  la  seule  variable  x. 

La  valeur  de  j^, ,  | ,  tirée  de  Téquation  (x),  contiendra  un  nombre  x 
de  constantes  arbitraires,  qui  seront  surabondantes ,  puisque  la 
proposée  n'étant  que  du  premier  ordre,  ne  doit  avoir  dans  son  intégrale 
que  la  fonction  arbitraire  f  (r) ,  introduite  pour  j^,  »  t  ;  il  faudra  donc 
déterminer  ces  arbitraires  par  la  substitution  de  l'expression  de  y«,  <» 
dans  la  proposée  et  par  la  comparaison  des  termes  semblables  en  x^ 
1014.  L'équation  générale  du  n*".  précéd.  donne  d'abord 

+B,y,,,    +B\y,,  ^,  +  B\y,,^ +N,  .  .  .  .(1) 

J'î»i=-'îJ'î»#-.i+ -'^j^î>«-â+-«  îJ^îjf-î }  •  •  • 

+^?y.f I   +B%y,,^^+B%  y^,^ ^N^  ...... 

y^yi^^=^^y^^t^^^r^^y^^u^'\'^\y^^u4, 

+5,j'.,t«.+  i»',y.,,..+5')j't^i.î  .  .  .  •  +^î 

y^.u,^'=A^y^,,_^^A\y^,^^rA\y,^,u^, 

+  B^y^,^+B\y^,,^^^B\y^,^f^  ...   .  +N^ 

etc. 

Si  on  multiplie  respectivement  la  troisième ,  la  quatrième ,  etc. 
de  ces  équations ,  par  ^,,  A\^  etc.  et  qu'on  les  retranche  de  la 
seconde ,  en  écrivant  le  résultat  ainsi  : 
yij  i—A  yv  t-x—A\  y^j  i^—A\  y^^  e-î 


•  • 


•  •  • 


•-^•[Ji»«-.— ^î   yv*-*'^'^\y\y*-^ 3 


+  ctc. 

+  ^}[>'a.«-i— -'«yj.*-»    •    .    .    .   ] 

+ 
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on  feconfioîtra  sur  le  champ  la  possibilité  d'éliminer  les  <iuaatités 

y  a,  r—-«  aj'a,  «-i""'^  a  J'a,  #— •  •  •  •  • 
J'a,  f_i~-^a  J^a.  •-••  •  •  • 


au  moyen  de  Tëquation  (i) ,  qui  les  donnera  successiyement  en 
y  19  i  9  yx9t^i  9  yi%  «~a  >  «*c.  et  deparvenlr  à  un  résultat  de  la  forme 


dans  lequel  on  n'a  plus  à  considérer  que  la  seule  variable  /^  et  qui 
s%rtègre  par  les  méthodes  des  n^  973  ,  979. 

La  Blême  -marche  conduira  à  des  équations  semblables  par  rapport 
^  J^4w  >  J^5«f 9*  •  •y^M*  Les  coefficîens  a^ ^  a,^  etc.  seront  aisés  à 
former  par  induction;  il  n'en  sera  pas  ainsi  de  la  fonction  u^^^l 
«ais  on  y  parvient  en  déduisant  de  l'équation 

ym9  «=4,y,9  «-l  +  'ï'^J'^J  !-»•  •  •  •  +»*9*-  •  •  •  W* 

les  suivantes 

«te. 

dont  la  somme  faite  membre  à  membre  est 

B,y^^x  »  1+  *',y,-.  »  *-,  +  etc. 
=tf,-.  [^,y,-,  »f-.+^',J',^,«-.+  etc.] 
tf'*^i[^,yx-i9#-«+cte-] 


+ ^,«x-,  9  *+ ^'^*-.  »  #-.  +  etc. 
Si  Ton  y  substitue  pour  les  quantités 

-»,y,-..«-.+^>.-,,.^  +  etc. 
^.>'x_.,i-.+  etc. 

leurs  valeurs  tirées  de  Téquacion  proposée ,  on  la  ehangera  en 


+ -S.a,»,,  1+ J',«._, , ,_.  +  etc. 
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et  tn  ocdoMuat  I«s  difiértns  tetmes  de  cette  4eiaière ,  p«r.  fapport 
a«x  valeurs  successives  de  ^,»o  on  aaia 


,         +  (  j— 4i,_,-,«'^,—  elcO  A^.  : 
comperant  avee  l'équattoa  («),  on  es  candura 


r— I 


'x-t-'» ^*-i-^*+-^» 


«,*  r=^x«^.f  1+ ^'.«x-,  9  «-I  +  etc.  ► 

+  i(i-^^t— -«^..,-^V.r— etc.  )/f,. 
Les  coefficiens  tf,  ^  /, ,  a% ,  ne  dépeodeot  que  de  kr  seule  ra- 
liable  x  :  il  n'en  est  pas  de  même  de  ki  fonction  ««  »  i  ;  mais  cependant 
réquation  qui  la  renferme ,  se  traite  avec  assez  de  facilité ,  en 
observant  que  quand  on  prend  pour  y^^t  une  fonction  arbitraire 
der^  on  a  aussi  ii,9«=f(/),  d*oà  Ton  conclut 
ir.„       =(i-tf,-a'.-ctçOiV.+5»   f(0       +i»\   f(^-i)+etc. 


— t9<.i — 


C^,+  *^.fW       +*'^.f('-i)+  etc. 


etc. 


Lorsqu'on  met  les  valeurs  de  »^, >  < ,  v«-ï»«-î  *  <tc.  dans  l'équaUon 
env^jt,  obtenue  préçédeounent ,  elle  devient 

»-»  «=(i — *.-,—«',_, — «te.  )  A^, 
+  (5. +5',+ etc.  )C;_. 

+  5A>.fW+  (5,i'._.  +  .S'A-.)f  (^0+  etc. 
d'oïl  y  par  la  compaïajson  avec  la  valeur  hypothétique  de  «.,  „  on  tire 


<^.=(5.+5'.+  •ic.)C;_.+(i— tf^,^«'^_  etc.)iV.. 

Mm  a 
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L'intégration  de  ces  équations  >  et  Taddition  des  constantes  don- 
neront les  valoMrs  complètes  de  b^ ,  b', ,  etc.  C,.  Lei  constantes  se  dé- 
termineront en  observant  que  lorsque  ji:=  i  ,  on  doit  avoir  u^^t^{i)  , 
d*oà  il  suit  C,=so,  *,=i ,  b\=:o ,  b\:=o,  etc. 

L'intégration  de  l'équation  (x)  introduira  un  nombre  x  de  cons- 
tantes arbitraires .  qm  pourront .  être  des  fonctions  de  x  ;  mais  ces 
fonctions  doivent ,  pour  satisfaire  à  la  proposée  »  cesser  d'être  arbi- 
traires ,  puisque  l'intégrale  de  cette  dernière  ne  doit  renfermer  d'autre 
arbitraire  que  f(r).  On  les  déterminera  par  la  substitution  de  l'ex- 
pression générale  de^,^  ^  dans  l'équation  proposée. 

1015.  Pour  appliquer  cette  méthode  à  un  exemple  particulier ,  oc« 
cupons^nous  de  l'équation 

qifi^  lorsqu'on  y  fait 

yo^t=o,     j^.,,=i,      j^,,,=o,      j^,,,=o,  etc. 
fournit  cette  série  à  double  entrée 


3 


5 


•  • 


I 

I 

0 

0 

0 

0  etc. 

1 

1  ' 

2 

0 

0 

0 

3 

4 

8 

4 

0 

0 

4 

8 

14 

14 

8 

0 

5 

16 

64 

96 

.  64 

16 

6 

31 

160 

310 

3x0 

160 

7 

64 

384 

960 

1180 

96a 

nous  aurons  dans  cet  exemple 

J,:=i,    -^,=0,  etc.      -Bx=o,    J',=2,    JV 
et  les  équations  du  n"".  précédent  nous  donneront 


:o;  etc. 


ou 


d'oh  no\is  eonclûroos 


<»,=<: + lï  I  =« + ia;=c + iM  » 
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et  seuleoieot  0^,=  x  {x — i),  en  ne  faisant  commencer  Téfiuatioa 
proposée  que  lorsque  x=i.  Nous  aurons  ensuite 


4* 


a' 


et  il  faudra  encore  supprimer  la  constante  c\  pour  que  N^^(s=zo  i 

lorsque  jr=i  ;  passant  à 

*  f 

et  supprimant  cV  nous  aurons  cette  suite  de  valeurs 

ii-=  2 ^9    a  j,  2 ^      a  «=2. 9  etc. 

I  1.2  1.2.5 

dont  la  loi  est  évidente.    Il  ne  nous  reste  plus  que   Tëquation 
ii,jt=iu,^^jf9  dans  laquelle  on  doit  regarder  /  comme  constant. 
Nous  en  tirerons  u,jr=yi%  et  compte  »,,,  doit  s'évanouir  quand 
jr=T ,  il  faut  que  >=o. 
Ces  divers  résultats  nous  conduisent  à  l'équation 

>r„,— i[o]  Wr*»i-.+**[o]  Mj^x,»^— i'[o]  Mj^„*-j f  _^  , 


à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  y, ,  i=a'  ,  la  fonction  a  étant 

donnée  par  l'équation 

— ï      1 2      -a     a  1*;        -3     î  2» 
*-[o]W-+[o]M— — [o]M^+etc.  =  o, 

qui  n'est  autre  chose  que  Ci j  =09etne  donnant  par  conséquent 

pour  ^  que  la  seule  valeur  x=2 ,  ne  mène  qu'à  une  expression  par- 
ticulière de  y^yti  c'est  pourquoi  nous  ferons  j^,,,=n„, 2'.  La 
substitution  de  cette  valeur  changera  l'équation  ci-dessus  en 

n,,r-[o][^K>i-i  +  [o]Wn,,^-.[o]Mn,,^,    . 

-4      4  ^=^ 

+[o]Mn„^^  +  etc. 
qui  revient  à  A  n^^i=o  (  n%  860  );  mais  on  satisfait  à  cette 


« 
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éqtiatxOQ  ai  petnant  pimr  It^^^une  fonction  q«,  par  njpfott  h  êp 
soit  rationnelle  itt  enbèfc  ec  da  degré  x-^^i.  On  pouxra  donc 
(  n^  861  ) ,  donner  à  la  fonction  n^»^  la  forme 


n.,,=C;[o] t^-i]+C',[o]  [/-i3+cr,[o]  [r-3]  +  etc. 

substituant  ensuite  dans  rexpressioo  dejr«>  o  P^^  cette  demîèie  dwi 
réquation  proposée ,  en  observant  que 


£0].  [*-t}={o]  [*~i]+[a]  [i^a] 

etc. 

et  faisait  varier ,  pac  rapport  à  x,  Ica  arhitcûres  C,^  C\^  etc. 
il  viendra 

—«-Ht    *— I  — ir+a   «—X  — «+f       J^—J 

= C[o][r-^i] + (C'.+C,_.)[o]  [r-2]  +(0^.+ C',..)[q1L*-»] + etc. 
La  comparaison  des  termes  semhbUes  donnera 

C=c„     c;+c,=c',+c_. ,     c'.+r,=c%+e',.,  i  etc. 

c^  qui  se  réduit  à  C^  =^,»,  ,•  C^,=C',., ,  etc. 

d'où  Ton  doit  conchire  C,=55C,  C^:=c'  ^  etc. 

p  et  /  désignant  ici  des  constantes  ;  pour  déterminer  ces  dernières  » 
on  prendra  dans  la  première  ligne  de  la  table  de  la  ps^  176  »  les 
valeurs  de  j^. ,, ,  j^^ , , ,  etc. 
Quand  x=:7r,  on  a 


[o]  [r— i]=i ,      to]  [r— iJ=Q,      [^}  t/-.i}=o,  etc, 
d'oîi  il  résulte  y, ,  f=  c,  1' ,  j^, „=  1  c^   et  par  conséquent  c  =  ^  ; 


•»  1 


quand  ir=?z,   U  vient  j'a,<=i'([o][/ — 1]+/)  ,  expression  d'oîi 
Ton  tire  y^^^=:x(f  et  c'==o>  puisque  dans  la  table  y,,^=o.  En 
poursuivant  de  cette  manière  p  oa  trouver^  suçces^vement 
^%=o;c*'=o,  et  pn  obtiendra 

pour  le  terme  général  de  la  séiîe  comprise  d»o$  U  table  de  la  page  17^ 
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La  cofliplicaition  de  la  méthode  que  nous  venons  dtexposer ,  ne 
paroit  être  due  qu'à  celle  du  sujet  ;  cette  méthode  a  d'ailleurs ,  sur 
celle  du  n"".  973  ,  qui  paroit  beaucoup  plus  simple,  l'avantage  d'offrir 
un  véritable  procédé  d'intégration ,  fondé  sur  la  nature  même  des 
équations  aux  différences  partielles ,  tandis  que  le  succès  de  l'autre 
ne  tient  qu'à  l'eflèt  d'une  substitution  particulière  aux  équations 
dtt  premier  degré  à  coefficiens  constans  ;  je  regrette  y  pour  cette 
raison,  de  ne  pouvoir  m'étendre  davantage  sur  les  diverses  ap- 
plications que  Laplace  a  faîtes  de  sa  méthode ,  et  d'être  obligé  de 
,  renvoyer  à  son  Mémoire  ;  mats  pour  terminer  cette  matière ,  je  vais 
rapporter  «me  méthode  proposée  par  M.  Paoli ,  dans  laquelle  se 
trouve  comprise  celle  de  Lagrange  et  qui  s'applique  à  un  genre 
d'équations  dont  l'ordre  est  indéterminé. 

1026.  Soit ,  proposé  d'intégrer  l'équation 

dont  l'ordre ,  relativement  à  la  variable  / ,  change  à  chaque  valeur 
de  X.  Supposons  que  l'intégrale  cherchée  ait  cette  fornM 

y„,î=;»at<«J+«*'[^J+/'^'bxl+  etc. 

dans  laquelle  [a,}  =«,«é,_,«ct,_^  •••«•#,,  et  ainsi  des  autres  ; 
et  les  quantités  a^  h^c.  .  .  .  m^n^p^  .  *  .  désignent  des  cons^ 
tantes.  Tirant  de  cette  expression  les  valeurs  de  j',,^,  j'^iCtetc, 
pour  les  substituer  dans  la  proposée  ,  nous  aurons 

%  %  X 

«  'ï'  [«  J    +  »  *'  [J8.]  +  P  «'[>,]  +  etc. 


etc. 


«— * 


•  « 


«— r 


X 

.  .  .  +pX^'~'  [>J 
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ayant  introduit  un  nombre  suffisant  de  fonctions  indéterminées 
^x9  ^«  9  r«  9  etc.  dans  l'équation  proposée ,  nous  y  pourrons  sa- 
tisfaire en  posant 

se  V  M 


etc. 

Les  quantités  /» ,  «  >  /*  «  etc.  disparobsent  de  ces  ^uations ,  par  la 
.  seule  division  et  demeurent  par  conséquent  arbitraires  ;  on  peut  aussi 

chasjser  les  fonctions  [*,_,] ,      [^,_,]  »      [>^»_i]  »  etc.  puisque 

s  X—l  *  31— \  '  «—I 

[*.]=*«[«.-.].      W=^.[^_.]»        [>J^5'x[3'^] 

Les  équations  simplifiées  par  ces  réductions  donneront  respectivement 

Jt.^B'^"'.  .  .  .  ■{■X'jr' 

^,+i?^r' +3:^,^' 

etc. 

JP  jT  Jr 

d'oii  on  déduira  les  valeurs  de  [«tj  ^  [jS J  ,  [7J  9  etc.  mais  pour 
faire  usage  de  celles-ci ,  il  faudra  les  réduire  en  séries  descendantes  , 
suivant  les  puissances  de  a^  è^  e  y  etc.  et  si  i*on  a 

[*J=^+^'tf-'+^'tf-+^"tf-^+  etc. 
[i8J=^+^'r'+^'r*+^"*-'+  etc. 
[>,]  =^+  y^'c"' + ^  V+  ^'V  +  etc- 


^tc. 


on 
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on  en  conclura 
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J'„~i=-^  {ma'    +nb*    +pc'    +  CtC.  ) 
+^(;iitf'-'-H«*'-*+/^c'-r4-  etc.) 

+J'Xma"^+nb"^+pc'^^f  etc.  )  :       s  ^ 

en  raisonnant  ici  comme  dans  le  n^  loii,  on  transformera  cette 
expression  dans  la  suivante 

y,y  ,=^^(r)+^>(r— i) +^ç(/— 1)+  etc. 
qui  sera  l'intégrale  complète  de  l'équation  proposée  aux  différences. 

X 

La  méthode  ci-dessus  se  réduit  visiblement  à  faire  y,  ^  v=a'[Aj]  , 
à  tirer  de  la  substitution  dans  l'équation  proposée  la  valeur  de  ««# 

et  à  convertir  ensuite  [«,]  en  une  série  de  la  forme 

^+^'tf-*+^V+^'V+  etc. 

d'où  Ton  déduit  sur  le  champ 

y^.t^Jpie^+jTp  (/— i)+^'K^— i)+^M^— 3)  +  etc. 
1017.  Prenons  pour  premier  exemple  l'équation 

qm  engendre  la  série 

6 X 


I 

2 

3 
4 

5 
6 

7 
8 


4    5 


0 

0 

0 

0 

0 

l 

G 

0 

G 

0 

3 

0 

G 

0 

0 

7 

I 

0 

0 

0 

M 

6 

0 

0 

0 

3ï 

*5 

0 

0 

0 

63 

90 

I 

0 

0 

117 

301 

10 

0 

0 

lorsqu'on  fait  y^J=l ,  j^„o=Of  J^,ï-,=o,  etc.  Chaque  terme 
ée  cette  série  est  égal  à  celui  qui  le  précède  dans  la  colonne  verticale 
ch  il  est  placé  »  multiplié  par  x  et  augmenté  de  celui  qui ,  dans  la  co- 
lonne précédente,  s'en  trouve  éloigné  de  x-^i  rangs  horizontaux: 
appendice.  N  n 
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pour  le  troisième  terme  de  la  septième  ligne ,  par  exemple ,  on  a 
*=3,  *=7,  et  r — *+i=;j,  et  par  là  on  trouve 

J'ï.T^SX  15  +  15=90.  • 

Faisant,  comme  le  prescrit*  la  règle  cî-dessus^  J^*^» #=  ^T **J t 
réquation  proposée  se  change  en  a,zsz x a'^U^^ a'^^   et  donne 


a"^' 


_. ,  d'oii  Ton  conclut 
I  —  xa  * 


xa 


«-*+• .  a— +• .  «-^». .....  a* 


Soit 

; =Tw =TT7-^ =77 7 Tv  =^  +  ^«"'+^«"'+^''«~'+  «C* 

(i— tf  'JCi—ia  •)(! -3a— )....(!— ara- ) 

on  aura  preraièrement  ^=71 ,  piûs  il  s*a|^ra  de  mettre  le  dénonûnateur 
du  premier  membre  sous  la  forme 

i+P«-'  +  Qtf-»+J?a-'+  etc. 

pour  parvenir  au  développement  de  ce  membre  ;  or  il  est  visible 

que  i 

Q=i.2+i.3.  .  •  .  .  •  +2.3+  etc. 
iî=-^ï.i.3  — etc. 

et  que  ces  quantités  peuvent  s'exprimer  par  la  somme  des  puissances 
de  la  progression  i  ^  2 ,  3 ,  4 ,  etc.  au  moyen  des  formules  du 
n*".  15S9  qui  donnent 


p=-5. 

- 

^1                    1 

- 

»_   •y,+^«y.+<2-y._    '^'"" 

2 

3 

3 

etc. 
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«t   on  aura  ensuite,  pour  déternûoer  A,  A^  A'^  A!^^  etCt  lei 

équations 

A  ^i 

PA+A'=o 

QA+  PA'+A'^r^ 

RA+QA'+PA'+A''=:0 

etc. 

reste  à  ticer  les  valeurs  des  coefficiens  A ,  A\  A' y  A^^  etc.  mus 
on  y  parviendra  plus  Cacilement ,  en  comparant  les  équations  qui 
se  correspondent  dans  les  deux  suites  ;  car  on  aura  ainsi  : 

P    +  ^.=F+4- 

A  \ 

etfc 

d'où  Ton  conclura 

A'    s;  ^  s, 

^"     s.    ^s,  ,  /S,  ,  ^  s,  V  J, 


-^**->  ^«4..      .    «       -y-      /^.     .    e.    S. 


=l?7+*-iFi(T+^-f)lTr-^««-« 


(*)  Ces  formules  ne  sont  ((u'un  cas  particalier  de  celles  que  donne  M.  Paoli,  pour 
réduire  en  série ,  par  le  moyen  des  sommes  des  puissances ,  une  fraction  rationnelle» 
formules  trop  élégantes  pour  ne  pas  trourer  place  ici* 

Si  Ton  a  la  fraction 

Nn  1 


L 
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et  par  conséquent 


[*J=^« 


+(t+^'> 


-i  *(*-!) 


+  ete. 


et  qu'on  prenne  les  logarithmes ,  il  viendta' 


J{:w?li'[;i?li'('Sj]:::;;;}=w^c+^c-+rt'+«.). 


pois  en  différentiant,  on  obtiendra 


1— cç 
c' 


a'  b' 

les  termes  du  premier  membre  étant  dérdoppés  en  série,  il  en  résulte 


f 


+b'+b'*t+b'V+«c- 
+c'+c'*t+c'^*+  etc. 
'»..•• 

—  a  — a*ç  +a*c*  ""  ^^* 
— b— b*ç+bV  — etc. 
— c  — c*{+cV  —etc. 


_      i<^+fli<\+3><V+etc. 


/ 


'* 


et  si  l'on  £iit 


5.=îa'  +b'  +c' — a  — b  — < 

5.=a"+b"+c'* — a»— b»-( 


on  aura 


d'oii  l'on  tirera 
A'  =A  S, 


5s=:a'»+b'5+c'» — a»_b»— c' 

etc. 


^■+5.t+ V+  etc. = ^^^,^^>y  ^/^,^  ,,,. 


etc. 
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par  le  moyen  de  cette  dernière  expression  y  on  aura 
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*(Ar— l) 


)+S,9{t— 


*(*—») 


-o 


+(t+^4>^'- 


*(*— o 


z  )  +  etc. 


«MM 


^ 
^ 


^'_5, 


3  1      Va  a / « 


100 


3 

*3 


«+i  ^    'm+i^Va   ^    •  a/«+i 

Ces  formules  sont  principalement  applicables,  lorsque  ks  quantités 

a^b,  c a,  b,c .»•. 

constituent  des  séries  dont  on  peut  obtenir  facilement  la  somme ,  lorsque  leursdifS- 
rences  premières ,  par  exemple ,  sont  constantes  ;  dans  ce  c^  on  peut  aussi  trouver 
immédiatement  les  coefficiens  des  puissances  de  ;|^,  dans  le  développement  du  produit 

(,_a^:)(i— b^;)(i— cOctc. 

par  un  moyen  que  nous  allons  exposer ,  parce  qu*il  peut  être  utile  dans  plusieurs 
occasions ,  ainsi  que  Ta  montré  Lagrange. 

Soittf,^-!-^,      tf-{-a^,       <i+3A:,       tf  +  (/«  — i)Â: 

une  suite  de  quantités  croissant  par  une  différence  constante  et  égale  à  A:;  on  fera 

(^+^)(*  +  ^  +  *)(*  +  *  +  **) (*  +  *  +  («! -1)*) 

=  *"+/4'«"'->+il";c"»-*+i<"'«"»-s +i<C») (1)  ; 

les  coefficiens  A\  A\  A'\ +>^C"*)  donneront  les  sommes  demandées; 

Si  Ton  substitue  X'\'k  à  x ,  dans  les  deux  membres  de  cette  équation ,  elle  deviendra 

(^  +  4  +  ;t)(*  +  4  +  a;t)(*  +  tf+3A).. .{x  +  a  +  mk  ^ 
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Si  ron  fait  x=iO  y  les  sommes  S^^  S^,  5,  •  •  •  •  s'éranouiront  f  et  il 
ne  restera  que  j(o  9  f=  9  (^)  »  ^'^  ^^^^^  ^ue  la  détermination  de  la  fonc- 
tion p  dépendra  de  la  colonne  verticale  qui  précéderoit  la  première 
de  la  table  de  la  page  i8 1  ^  et  qui  n'est  pas  donnée, 

en  comj^rant  son  premier  membre  iv9c  celui  de  la  précédente,  oâ  voit  sans  peine 
que  le  second 

développant  cette  nouvelle  équation ,  on  obtiendra  successivement 

{x+a){{x+k)^+AXx+k)^'"+A'Xx+k)^-^ +i<C«)  J 

={x+a+mk)  [x^+A'x^-'+À'':^-^ f^"^}  • 

et 

««*^'+-  k  :^+^ i  ;t»*'»->4 — i Cl L     it»;(»-«+  elc. 


^     jA»^.  -tf^mi^  Ji i    tfit»Jt»-«+etC. 

I  I  .a 

+A'x^+     ':!='A'k^--^+    (^~0(^-^  ^/A>^->+  etc 

+  il'tf  *«-'+  21:1  ^'jA  x«-»+  etc. 

1 

+  ^'««^»+  îîîi:^     if '**--•+ etc. 

1 

+  ^  jt'a  y"*^+  etc. 

+  -^"*»-*+  etc. 

+  ictc, 
•»+  ^'a«+  ^"««-»+  if'^x— *+  etc. 

+     4x«+  A'ax^-'+  A"ii*«— +etc. 

+  w^'»+  ^'mA*«-"+  ^"mA««-*+  etc. 

Cette  dernière  équation  devant  être  identique  donne 
1  =  1 

i.a.3  i.a  '■  i.a 


!!t—LA'uk+  ^!!^^A"k+A"a+A''=:zA'"+J"u+A^mk 


ftc^ 


A 
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Maintenant  voyons  comment  nous  passerons  de  Tune  à  l'autre;  fai* 
sons  jTsi  y  réquation  proposée  nous  donnera  y, ,  t=  y\  9  i^i  +  J^»»  f  f 
d*oùj^,^i==y,,r— ^,,1,  ce  qui  nous  montre  que  la  valeur  de  y.yg 
doit  toujours  être  nulle  tant  que  /  est  un  nombre  entier  positif  dif- 
férent de  Tunité  ,  puisque  la  table  de  la  page  28 1  donne  dans  tous  ces 
cas  y,,|=i.  Pour  obtenir  les  valeurs  de  j^.^i,  lorsque^ est  nul  ou 
négatif,  il  faut  continuer  en  arrière  la  série  résultante  de  Téquation 
projposée,  ce  qui  s^effectuera  en  formant ,  par  le  moyen  de  cette 
équation  y  le  tableau  suivant  : 


yi99 — j^i>— i+j^»f»  \y%%\ — j^ifo+^oi 


etc. 


yê,^  ï — Val  •  ^"  j^i  >  • 

etc* 


y»»  â^^  y»»  1  ^"  j^i  >  I 
y\^^—iy\^i+y^y. 

letc. 


etc« 


A  la  troisième  ligne  de  la  troisième  colonne^  on  trouve  1  équa- 
tion rî,,=  3J'î»i  +  y.>.>  qwî»  par  le  moyen  des  valeurs  de 
^î*»*  J^îM»  tirées  de  la  table  de  la  page  281,  donne >^,,  #  =  0, 
cette  valeur,  substituée  dans  la  seconde  ligne  de  la  deuxième  colonne; 
qui  est  y^ ,  ,—^y^  f + y.  •  •  •  conduit  à  j^, ,  ^=  o  ;  en  prolongeant 
plus  loin  le  tableau ,  on  trou veroit  dans  la  quatrième  colonne ,  à 
la  quatrième  ligne,  y^,  ^=4^^^,.+^,,^,  équation  de  laquelle  il 


d'où  Ton  dédait 

I  i.a 


*  ••»■  i.a  1.Î.3 


-0 


A» 


»  I.»  i.a 

l'îl-}  1.2. 3 

l.a.3.4 

etc. 

la  loi  de  ces  expressions  M  déjà  assez  évidente  pour  nous  dispenser  d'aller  plus 
loin.  Noos  observerons  que,  pour  les  ramener  à  celle  de  Lagrange,  il  faucjroit 
£iîre  j=i ,  fc=i,  et  écrire  ro— i  au  Ueu  de  m.  (  Mim.  de  F  Académie  de  Berlin  , 
année  1771 ,  page  126.  ) 
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résulte  y^ ,  ^=0 ,  cette  valeur  mise  dans  la  troisième  ligne  de  la 
deuxième  colonne  »  montre  que  y. ,  ..=0,  et  par  la  seconde  ligne  de 
la  première  colonne  on  a  alors  y^ ,  ^i=o ,  puis  par  la  première  ligne 
de  la  même  colonne  y^^  ^=0.  On  s'assurera  par  la  même  voie  que 
les  valeurs  de  y^^g  sont  toutes  nulles  lorsque  e  est  nul  ou  négatif  ; 
*on  conclura  donc  de  là  que  j^,,j=j^,,i— /,,o=i  s  c'est  la  seule 
valeur  de^^oyi  qui  ne  soit  pas  nulle. 
Cela  posé ,  puisque  y»  »  e^=  ^  (^  )  9  on  aura 

^(^— 0=j^pw-i*       p(^—^)—y.o^9  etc. 

et     ysjt=^y.9i+^yo,t^x+^yofi^^ +^^"^'^j^o  »«-*-,. 

Cette  série ,  d'après  ce  qui  précède ,  se  réduira  pour  chaque  cas  par- 
ticulier de  la  question  qui  nous  occupe ,  au  seul  terme  dans  lequel 

i-^m — 1=1 ,      ou  j^—  -^^ — OT— 1=1 , 

il  vient  alors      m  + 1  =y — ^  —  i  ;  mettant  cette  valeur  dans 

2 

l'expression  générale  du  coefficient  ^("^'^^  donnée  plus  haut ,  on> 
obtiendra 


JK*i« 


^     4xCx-0-l      ,   ^     ^r-l:t(^i)-i 


t — }^x{x — i) — 1^    'r — ix{x — i) — I 


\3*3      \2  2./3  A— ïa?(:c— i)— I 

Soit,  pour  appliquer  cette  formule  y=3  ,  /=8  ;  les  quatre  termes 
écrits  ci-dessus  suffiront  pour  ce  cas  particulier  ,  puisqu'on  a 
m+ 1=4 ,  et  on  trouvera 

d'oii  Ton  déduira 


44  4- 

6       1104 
-  +  (ii+i.ï4+(7+i8)2)--  =  — —  =  301. 

4  4 


lOiS. 


DES    Diffère  NCE  8,  i^9 

ioi8.  Condorcet ,  à  qui l*on  doit  la  théorie  générale  des  équations     Dej  {({uatioM 
de  condition  rebtivesà  HatégrabiUté  des  fonctions  différentiertes ,  a  J^^J'^S^: 
^né  les  équations  de  condition  qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu'une  bilitédesfenctioiis 
fSnction  aux  difôrences  soit  intégrable  ;  nous  avons  remis  jusqu'à  ««  ^Shtaosh 
présent  ârtratter  cet  objet  parce  qu'il  est  plus  curieux  qu'utile. 

Soit  F  une  fonction  quelconque  des  variables  x,y,ittit  leurs 
4ifiérences  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement  ;  si  on  la  regarde  comme  la 
diffbence  complète  d'une  fonction  F^ ,  on  aura 

r=Af ^ ,        iVz=^^F^LdF,  i 
d'où  Ton  déduira  successivement 

dF_dAF,        dF     d^F,        dF  _dt^F,        dF  _dAF, 
di^~~dr*     dli~~dà.x  '     dA'x~'dA'x*     dù?x     dA^x 

JF    duF,       dF     dAF,        dF  JiAF,       J[L_,^    etc. 
^^  dy   *    dAy"  dAy  *     dA'y     dA'y  *     dA'y     dà'y  ' 

dF_dù.F,      iJ^Ji^      £L:JtL.      IL-=itLi    etc. 

dl         ^»       dx~  di^l*       dA"^  dA\'*       dA\       dA\* 

dAF,  ,   .     . 

mais  en  transposant  la  caractéristique  a  ,  dans       .       >  on  oDuenc 


,  etc^ 


A-j-^4  puis  en  observant  que 

+ -j-^:y+  «te. 

prenant  ensuite  les  différences  de  chaque  terme  de  cette  dernière  ex- 
pression ,  qui  donnent 

etc. 
appendice.  %JQ  . 


%- 
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pour  former  le  développement  de  àdV^,  et  comparant  enfin  ce 
développement  terme  à  terme  ;  avec  celui  de  dF ,  on  aura  les 
équations  suivantes,  % 


dP^  dV, 

dx  dx 

dAx  dùjc        dx  dx 

•-  dù.*X         dùJC  dtM 

dûx  d6?x^dà^x^     dA*x 


db^x 

dV 


ipareillement ,  par  rapport  aux  variables  j^  et  {; , 

dy  dy 

dv  dv    dy      dy 

-— l=A-— i+— -i-+  A-I-t 

dty  dAy        dy  dy 

db^y  db'y      dùy  dby 

dù?y  dà?y      dAy  dL^ 


dl  dl 


i+A 


dy 


dA[  dAl  d[  dl 

dV^        dV^     dP^^       df^^ 


dù.\  dL\   '    dAl    '        d^ 

dj^         V^,  .  dj^^         dj^^ 


dA^l  dA\       dA\  dA\ 


n  reste  maintenant  à  éliminer  les  coefficièns  dîffiSrentiels  de  V^z 
on  y  p^arvient  de  proche  en  proche  par  un  procédé  semblable  à  celui 
qu'on  a  mis  en  usage  dans  le  n%  86,  En  prenant  d'abord  la  diffé- 
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rence  de  la  seconde  des  équations  relatives  à  la  variable  x ,  on  a  ce 
résultat  : 

dy       dv      dv       dy 

dùx  d^x  dr  dx 

qui  devient 

^  dV         dy    -djr       dy 

A =  A* '-A l-A ^ 

dCM  dAx^   dx   ^      dx    * 

ta  vertu  de  la  preouère  équation      -r—  =  a  -^-i-; 

dx  uX 

Prenant  ensuite  la  diffirence  seconde  de  la  troisième  équation  ; 

on  aura 

^  dV'         3  dj^^  •      .  dVf       ,  dj/'^ 

A* =  a' ^+  A' ^  +  a' ^, 

dù^x  dà^x  dAx  dAx  ' 

,  d^'  dp^ 

équation  de  laquelle  on  éliminera  les  termes  a^       '  ^  à?       '  ,par 

le  moyen  de  celle  que  nous  venons  d'obtenir  et  de  sa  différence  ; 
ce  qui  donnera 

df^       ^dV,      iV'         df^         dV 

A* =a' -^  —  —  — lA —►A* 

dà.*x         du^x         dx  dx  dx 

^      dV       ^dT^ 

+    A— — +A*— ~. 
dt^x  dù^x 

Si  Ton  prend  encore  la  différence  troisième  de  la  quatrième  équation  ^ 

dy         dj^ 
qu'on  en  chasse  les  termes  A^-r— ^ ,  a*  — ^ ,  à  l'aide  de  la  précér 

0  A  Jp  tfA  X  * 

dente  et  de  sa  différence ,  on  obtiendra 

h? =A^ ^-1 !-^A h  î  A* 4-a'— • 

'^  dù.x^^     dù.'x^  dx^^    dx^^       dx  ^       dx 

¥^  A «p^  2 A*  A^ 

dLx  dAx  dàx 

,      dp^     ^djy 

+    A* +  a' . 

^        dA^x         dài^x" 

En  suivant  la  marcke  que  nous  venons  de  tracer ,  et  en  observant 
que  puisque  ^est  de  l'ordre  n^  F^  doit  être  de  l'ordre  «— i ,  d'oU 

Oo  % 


y 
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il  suit  que  ----^=o>  ou  arrivera  enfin  à 


^^ 


dùTx  l 


dx      l     dx  l.x  <Mr  <tt:> 


A 


^ÂJP 


^■'-r^^î^--+^^/ 


qp  etc. 

n  est  yisîble  que  les  équadons  relatives  aux  autres  variables  y^[9 
doivent  être  absolument  de  la  mê^e  forme ,  mais  que  s'il  y  avoit 
une  variable  dont  la  diflFérence  première  fût  constante ,  elle  ne 
foufniroit  point  d'équation  de  condition. 

On  déduiroit  aisément  de  ce  qui  précède  les  équations  qui  doivent 
avoir  lieu  pour  que  la  fonction  F  soit  la  différence  seconde  d'une 
fonction  F^  y.  en  formant  d'abord  celles  qui  doivent  avoir  lieu  pour 
que  F^  soit  la  difiërence  première  de  F^  et  qui  sont  semUables  aux 
précédentes^  mais  seulement  de  Tordre  /x-«-i  ;  puis  chassant  ensuite 
les  coefficiens  diffîrentiels  de  F^ ,  par  le  moyen  des  expressions  de 
leurs  différences ,  que  Ton  obtiendroit  à  peu  près  comme  d-dessus. 
Nous  laissons  au  lecteur  ,  que  cette  matière  pourroit  intéresser  ,  le 
soin  de  développer  ces  calculs  qui  n'exigent  que  de  la  patience  et 
de  l'attention  ;  nous  ne  nous  arrêterons  pas  non  plus  à  montrer 
comment  on  peut  trouver  les  équations  de  condition  relatives  à 
nntégrabilité  des  équations  aux  différences  ;  car  il  est  évident  que 
si  F=iO  désigne  l'équation  proposée ,  il  faut  chercher  les,  équations 
de  conditions  relatives  à  la  fonction  MF,  qui^  doivent  être  em- 
ployées à  la  détermination  du  facteur  M ,  après  avoir  été  réduites 
autant  qu'il  est  possible  par  la  suppression  des  termes  dont  l'équa- 
tion F=o  et  ses  différences ,  indiquent  la  nullité. 

I03Ç.  Nous  avons  déjà  fait  remarquer ,  dans  le  dernier  Chapitre  du 
second  volume  de  cet  ouvrage ,  l'analogie  que  les  équations  de  condi- 
tion relatives  aux  différentielles^  ont  avft  les  équations  qui  donnent  les 
maxima  et  les  minima  des  formules  intégrales  indéterminées  ;  il  existe 


une  semblable  liaison  entre  les  équations  de  condition  relatives  aux 
différences  et  celles  qui  donnent  les  maxima  et  les  minima  des  fonctions 
indéterminées ,  exprimée  par  des  intégrales  aux  différences. 

En  prenant  la  variation  de  ces  fonctions ,  on  z  J'XFmxlF^  et 
lorsqu'on  cherche  leurs  maxima  pu  leurs  minima /û  faut  que  zS'F=o  ; 
mais  il  convient  de  séparer  l'expression  de  xJ'F  en  deux  parties  ^ 
en  intégrant  autant  qu'il  est  possible  les  divers  termes  de  J'F^  ce  qui 
fournit  deux  espèces  de  résultats  les  uns  dégagés  du  signe  2  ^  et  les 
autres  qui  ne  peuvent  admettre  d*int^ration  tant  qu'on  n'assi- 
gne aucune  relation  particulière  entre  les  variables  qui  entrent  dans 
la  fonction  F.  On  doit  égaler  séparément  à  zéro  chacune  de  ces 
parties  j  pour  obtenir  les  équations  qui  doivent  déterminer  la  forme 
de  la  fonction  cherchée  et  celles  qui  sont  relatives  aux  limites  de 
nnté|;rale. 

S'il  s'a^oit  de  chercher  les  conditions  d'après  lesquelles  la 
fonction  F  doit  être  une  différence  complète  ^  on  verroit  faci- 
lement que  dans  cette  hypothèse  i^F  doit  être  pareillement  une 
différence  complète ,  sans  qu'il  soit  besoin ,  pour  la  rendre  inté- 
grable  »  de  supposer  aucune  relation  entre  les  variables^  de  la  fonc- 
tion F.  Il  suit  de  là  qu'après  avoir  intégré  autant  qu'il  est  pos- 
sible chaque  terme  de  J'F ,  la  partie  qui  reste  sous  le  signe  X  doit 
s'évanouir  d'elle-même  ^  ce  qui  fournit  évidemment  des  équations 
de  condition  absolument  semblables  à  celles  qui  résultent  de  la  même 
partie  de  la  formule  pour  les  maxima  et  les  minima;  quant  à  la 
partie  dégagée  du  signe  s ,  ce  n'est  autre  chose  que  la  fonction  pri- 
mitive de  x<r^9  et  si  on  l'intègre  par  rapport  à  la  caractéristique  S" 
le  résultat  sera  l'expression  de  "ZF. 

En  prenant ,  comme  ci-dessus  ^ 

dy  dV  dV  dV 

dJF':=z—^dx+-: dliX+'y—dA*X  +  etC.+'—-dy+  etc. 

dx  dàx  dA*x  dy 

on  en  conclura 

IV         IV  ^V  IV 

iV—-r-fxJf— — a/*+-— — AV*+etc.+— -/v+  etc. 

ix       iLx       /a*x  «ly  ^ 

r 

Si  l'on  intègre  y  par  rapport  au  signe  s  >  d'après  les  formules  du 


N 
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n"".  910,  chaque  terme  de  cette  dernière  expression  »  on  aura  suc* 
cessivement 

X-- A<rA:  =  -- i'x  —  ZA <rx- 

/aa:  cTajc  S'^x 

X-— —  A'«rAr  =  -- AcTx — SA- ^i^x. 

lA^x  J'à^x  J^A^x 

J^V  J^V  IV 

etc. 

Il  en  seroit  de  même  à  l'égard  des  autres  variables  y,i,  etc.  et  en 
ne  considérant  que  les  termes  qui  demeurent  soumis  au  signe  S  j  on 
formera  l'équation 

S'x  Mx  J^A'x      •  lA^'x 

etc. 

dans  laquelle  il  faudra  réduire  les  variations  ix  ^  tx^ , Ix^  ; 

^y  9  ^yi  9  etc.  9U  plus  petit  nombre  possible.  Cette  réduction 
s'opère  sur  le  champ  en  substituant  aux  quantités 

^V  bV  ^V  -^ 

-T— »         ^-7 — «  A'- — ,  etc, 

les  suivantes 

ix{n)    '  <rAAr(/2— l)   '  <rA*jr(;2— 1)  *       ^* 

qui  en  désignent  les  valeurs  ultérieures  ^  lorsque  :r  se  change  en 
Xf^ ,  x^_^ ,  ;r,^,  ,  etc.  parce  qu'il  est  évident  que  x  — -  /r,  ne  dif- 

oX 

ftrede  S — — -rr^^*'*  ^ue  d'une  constante,  que  x-- — i^x  ne  diffère 

i'x^n)        •  ^  *  ^        lù.x 


de  X  -- — ,^^  \  iTx.  que  d'une  constante ,  et  ainsi  des  autres  termes 

lAX\Jl 1)  n    ^  1 

relatifs  à  Jt  et  de  ceux   que  donnent  les  autres  variables.    D'après 
Çies  considérations ,  il  ne  restera  c[ue  les  seules  variations  indépen?; 
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dantes  i'x^  ^  ly^ ,  etc.  dont  il  faudra  par  conséquent  égaler  séparé- 
ment à  zéro-  les  coefficîens  ;  on  aura  donc  j  par  rapport  à  I9  va- 
riable X  ,  réquation  ^ 

^  TT-7 -^  +  ^  T"T-7 r«  •  •  •  •  •  •=F^  Tr7"=  0  : 


i'xin)  lù.x^n — f^  l£k^x{ji — a)  ^^    lùTx 

fluintenant  on  .sait  que 


J'x(n)         Ix      i   J'x         1.1  J'x  dx 

^fO«-.N  J^r       n—i        IF  i^F 


A  .       T       x==  •  ^  T— +  A* -7 .  .  .  .  +  A» 


l^x[n — i)  Ilx'  I  S'ù^x  J'Ax 


etc. 

la  substitution  de  ces  valeurs  /  dans  Téquation  précédente ,  fait  pré* 
cisément  retomber  sur  Téquation  de  condition  relative  ï,  x  ^  obtenue 
dans  le  n*.  précédent, 

1030.  La  question  la  plus  générale  qu'on  puisse  se  proposer  sur 
les  variations ,  par  rapport  aux  différences ,  consiste  à  trouver  la 
variation  d'une  fonction  qui  n'est  donnée  que  par  une  équation  aux 
différences.  Pour  la  résoudre ,  on  multiplie  la  variation  de  l'équa- 
tion proposée  par  un  facteur  ;  on  intègre  ensuite  le  résultat  par 
parties  comme  ci-dessus^  et  en  égalant  séparément  à  zéro  les  termes 
qui  contiennent  encore  sous  le  signe  x  la  variation  de  la  fonction 
cherchée,  on  se  procure  une  équation  aux  différences  et  du  premier 
degré  9  qui  sert  à  déterminer  le  facteur.  Ce  calcul  est  trop  facile  ^ 
effectuer  d'après  celui  du  n%  841 ,  pour  qu'il  soit  besoin  de  nous 
y  arrêter. 

1031.  Pour  donner  un  exemple  de  l'application  du  Calcul  des 
différences  à  la  recherche  des  maxima  et  des  minima ,  nous  résoudrons , 
d'après  Ldgrange ,  cette  question  \  trouver  entre  tous  les  polygones  qui 
ont  un  même  nombre  de  côtes  donnés  ,  celui  dont  taire  est  la  plus  grande. 
S6ilAMM'M\  etc.  fig.  5  >  ce  polygone,  rapporté  à  une  ligne -^-ff,    FIG.  5. 
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menée  par  Tun  de  ses  angles  ;  la  différence  de  son  aire  est  le  tra- 
pèze P  M  M!P' ,  dont  l'aire ,  mesurée  par  (- J  PF^  aura 

pour  expression  (j^^  ):ày)àx  ;  celle  de  Taire  du  polygone  entier  sera 
en  conséquence  Tint^rale  S  (y  + 1  aj^  )  ^  a;  ,  prise  entre  les  limites 
marquées  par  les  points  extrêmes  du  polygone:  on  aura  de  plus 


MM'=i  y  PP*+ MR  zsz  y/ Ax* + Aj^*.  Maintenant  les  conditions  de 
la  question  proposée  donneront  les  équations 

dont  la  première  exprime  que  l'aire  du  polygone  cherché  doit 
être  un  maximum  ou  un  minimum  ,  et  la  seconde  que  ses  côtés  sont 
invariables.  En  développant  ces  équations ,  on  obtient 


=  o; 


on  conclut  de  la  seconde  de  celles-ci  ^  Ai'x 
tuant  dans  la  première ,  on  la  change  en 


Ayàly 


Ax 


substi* 


ï(A.;-^+(i^.-j,î?-l^y/j,}=o. 


et  faisant  pour  abréger 


I  Ay 

-  Ajc  — v-^ 

%  "^  AX 


i  ^y^  _^ 


%   AX 


il  restera  à  mtégrer  par  parties  la  fonction  iA^y.  On  en  déduira 

résultat  qu^on  transformera  en  { «T^-^S  A^^.J^y^  si  l'on  désigne  par  {, 
la  valeur  que  prend  {  lorsqu'on  y  met  x — A:^^  au  lieu  de  x;  et 
la  première  équation  du  problême  deviendra 

Dans  le  cas  où  le  polygone  coupe  l'axe  en  deux  pobts ,  c'est-iw 
iixSf  oit  U  li(;ne  jiff  passe  par  deux  apgles  opposés,  la  première  et 

la 
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la  dernière  ordonnées  sont  nulles ,  ainsi  que  leurs  di£Sirences ,  et  Ton 
a  /^so;  il  ne  reste  que  l'équation 

qui  donne  A^ir— A{^=o,  ou  jc^— ^=C,  ce  qui.revient  à  jc-f  Ax— {œC 
et  fournit  par  conséquent  l'équation 

x  +  ù^x Ax+^—^  +  ^  -^  =  C 

1  AJT  2  Ax 

En  la  multipliant  par  z  a  ;ir ,  il  viendra 

(i;ir+  Ax)^x  +  {iy+  ù^y)Ay'=%Cù.x; 

dont  rint^ale  est 

équation  appartenante  à  un  cercle  dont  le  centre  est  placé  sur  l'axe 
des  jkT  9  et  qui  se  réduit  à  x*+y*s=iCx^  lorsqu'on  veut  que  x  et  y 
soient  nuls  en  même  temps.  Il  résulte  de  là  que  le  polygone  de- 
mandé doit  être  inscrit  dans  une  demi- circonférence  de  cercle. 

Si  la  partie  de  l'axe  des  abscisses  ^  comprise  entre  les  deux  points 
extrêmes  du  polygone ,  c'est-à-dire ,  la  base  de  ce  polygone  étoit 
donnée ,  le  dernier  J'x  seroit  nécessairement  nul  ;  et  comme  l'équation 

ùyàJ^Y  AyAj^y 

At'x^^ ^ — ^,  donne  J'x^  —  'S— — =^«  il  faudroit  que  la 

^X  Ax  ^ 

Ay  A  (Tv 

valeur  totale  de  l'intégrale  S  -^ — ^  fût  nulle  aussi  bien  que  celle  de 

Ax 

or  on  peut  appliquer  évidemment  ici  ce  qui  a  été  dit^  n*^  8$%  ;;  sur 
la  cond)inaison  des  conditions  simultanées  auxquelles  les  maxima  et 
les  minima  des  intégrales  aux  différentielles  pouvoient  être  assujettis , 
et  l'on  aura  en  conséquence 

x{  Aa?J^y  +  CiA;c+Jt  — -^-^  — i— V^>'}=Of 

k  désignant  le  coefficient  indéterminé  par  lequel  on  a  multiplié  la 
formule  x ^^^   ^  avant  de  l'ajouter  à  celle  que  donne  la  condi- 

Ax 


r 


^^  C  n.    h    D  V    C  JÊ  £  e  V  L 


*  — +-A*r— y^ ^  =  t, 

<m  obtîndra  encore  l'équation  x  +  ax^i^C,  de  laqucttr  oa 
tirera  ensuite 

eette  dernière  équation  est  celle  d'mi  Cercle  dont  le  centre  est  utué 
d'une  manière  quelconque  par  rapport  aux  coordonnées  :  sdnsi  parmi 
tous  Us  polygones  que  ton  peut  construire  sur  des  ciUs  dormis  ,  ubd 
qui  sera  inscriptibU  dans  un  cercU  renfermera  U  plus  Jtaire. 

1032.  Si  les  côtés  du  polygone  ne  sont  pas  donnés  chacun  en 
particulier  »  mais  qu'on  en  ait  seulement  la  somme ,  alors  Téquadoa 

Xk  Ajr*+Ay*=co  doit  être  temphcée  par  /î  V^Ajr*+Ajr*=so^  on 

A^a£jp+^^ 

^  /—  ■    ■  11.-^^» 

équation  qiû  doit  être  combinée  arec  celle  du  maximum , 
comme  nous  l'avons  indiqué  plus  haut ,  et  d'après  laquelle  on  a 

Pout  abréger ,  £iisons 

KAar«+A^«  »  Va»»  +  a^» 

nous  aurons 

X  (  A* /y  +  ;[A  ^jr  +  »  A /*  )s>sO  J 

en  intégrant  cette  équation  par  parties,  de  même  que  celle  du  n\  pré- 
cédent ,  elle  donnera 

{^y+uJ'x  +  t  [(Ax^à{^);^y^àu/x}s&o, 


V  s  s    D  I  r  r  i  R  M  Ff  €  €  s*         '^-^ 

Si  on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  i  a  ;ir  ^  la  seconde 
par  skAy^  puisqu'on  les  ajoute,  on  formera  la  suivante 

dont  rimégrale  est 

et  appartient  à  un  cercle  quelconque.  Faisant  aussi  disparoître  les 
radicaux  dans  les  équations  d  où  celle-ci  est  tirée ,  on  obtiendra 

A*Av'  i*AJr* 

en  ajoutant  ces  résultats  il  viendra 

=  C*+  C'*— 1  Cx^  1  C>+  <+y 
—{(:^x)Ax^{C'—y)Ay + i  A-c* + iAj.*  ; 

maïs  par  l'intégrale  déjà  obtenue  >  on  a 

—  2(  C— x)  A;ir  —  2(C— jr)  Ay  +  A  j?*+  Aj^^ssor 

il  restera  donc  seulement 

A»=  0+  C'*+  C'^—  ^  (  A  *•+  Ay»  ) , 

résultat  d'après  lequel  il  est  visible  que  la  quantité  Ax' + Ajf *  doit 
être  constante ,  et  que  par  conséquent  les  côtés  du  polygone  cherché 
doivent  être  tous  égaux. 

Les  termes  i^i'y  etulx  s'évanouissent  d'eux-mêmes  lorsque  les 
points  extrêmes  du  polygone  sont  donnés  ;  mais  dans  le  cas  oh  la 
base  seule  seroit  donnée,  c'est-à-dire,  oh  l'on  auroit  la  dernière 
valeur  de  xs=zaf  la  première  étant  zéro,  il  faudroit ,  pour  faire 
disparoître  ces  termes,  prendre  u:=o  et  {=o,  lorsque  xz=a^  ce 
qui  ^  en  vertu  des  équations 

Pp  X 
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donneroit  C=za,  C=zo,  et  conduiroit  à  Téquation  x^+^=zC'^  ; 
appartenante  au  cercle  dont  le  diamètre  est  la  base  même  du  polygone, 
n  est  facile  de  conclure  de  là  que  parmi  tous  Us  polygones  iun  même 
nombre  de  côUs  et  iun  même  périmètre  ^  iest  le  polygone  régulier  inscrU 
au  cercle  qui  renferme  le  plus  daire. 
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CHAPITRE    IL 

Théorie  des  suites  ,  tirée  de  la  considération  de  leurs  Fonctions 

génératrices. 

1033.  J^E  Chapitre  précédent  a  dû  montrer  que  ce  que  le  Calcul 
aux  différences  offroit  de  plus  satisfaisant ,  consistoit  principalement 
dans  les  formules  dHnterpolation ,  dans  quelques  séries  générales 
pour  l'intégration  des  fonctions  d'une  seule  variable  et  dans  l'inté- 
gration des  équations  du  premier  degré  à  coefficiens  constans. 
Laplace^  en  1779 ,  parvint  à  tirer  ces  diverses  théories  d'une  même 
source  ;  savoir ,  de  la  considération  de  ce  qu'il  appela  les  Fonctions 
ginératrices  ;  sous  ce  nouveau  point  de  vue  elles  présentent  un 
ensemble  aussi  simple  que  lumineux ,  et  constituent  une  nouvelle 
espèce  de  calcul  qu'il  est  très-important  de  cultiver  avec  soin.  Nous 
allons  donc  le  aire  connoître  dans  ce  Chapitre,  qui,  pour  être 
entendu,  n'exigera ,^ur  les  différences  et  sur  les  intégrales,  que  les 
nodons  les  plus  simples ,  et  pourra  ainsi  former  un  traité  complet 
sur  ces  matières. 

Une  série  quelconque  étant  représentée  comme  il  suit  :  Des   fonctions 

u==y.+y,t^y.t'+jr/, . . .  +yj'+y.^.r^^,  etc.  ^^^  «"'^   ^- 

le  second  membre  est  le  développement  du  premier,  suivant  les 
puissances  de  la  variable  tjU  est  la  fonction  génératrice  de  ce 
second  membre;  mais  par  ce  qu'il  est  contenu  implicitement  dans  son 
terme  général  y/,  nous  dirons  que  u  est  la  /onction  génératrice  de  y^  , 
qui  sera  le  coefficient  de  t*  dans  le  développement  de  la  fonction  u. 

.  Lorsque  la  série  proposée  procède  comme  ci-dessus ,  suivant  les 
puissances  entières  de  / ,  le  théorème  de  Taylor  donne  sur  le  champ 

I  d*u  ^ 

^*      i.2.3....Ar  </r*  * 
mais  on  peut  varier  d'une  infinité  de  manières  la  forme  du  dévelop- 
pement de  la  fonction  »,  et  de  là  naît  un  calcul  direct  quand  on  veut 


■  ^  m  ■  ^ 
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déterminer  les  coefficiens  par  le  moyen  des  fonctions  génératrices  , 
et  un  tàtad  imnrm ,  xpatrA  wi  vett  l«manm:  4es  codSciflm  ;aaK 
fonctions  génératrices» 

1034.  La  première  question  qui  ira  nous  occuper  aura  pour  but 
de  déduire  du  coefficient  y,  relatif  à  la  fonction  génératrice  u  celui 
de  quelques  autres  f onodçns  Kées  à  Gélle4à  ^d^ine  manière  fort  simple, 

i"*.  Il  est  visible  que  le  coefficient  de  /*  doit  être  égal  à  y^^^  dans  ui^ 
hy^^i  dans  »/*,  et  en  général  à  j^,.»  dans  ue\ 

ir.  Lfc  même  coefficient  ^  t*  dok  être  ^U  y^^^,  ^bns  4e  Aévelop- 

u  u 

pement  de  -  »  ^y^^  dans  celui  de  -^.^  et  ea  général  ^y^^àstist^ 

s 

0*après  cela  le  coefficient  de  f  isià  u  {  --*-i  Y,  tm  ^  ^—  «  ,  est 

évidemment  4gal  àj^^,— y.,  ou  à  A^^;  puis  à  cause  que 

u(- — 1^  =^(--^1)^-— îV -On  aura  {mur  le  coefficient 

de  f  dans  le  développement  de  cette  dernière  fonction ,  ax«4.,-^ AX^ 
ou  A»y,.,  etc. 
En  continuent  ainsi  9  on  reoonnoîtra  ^ans  pçîne  quçle  coefficient 

de  ^,  dans«  (-  -"  i)  ^^t  égal  à  ùTy^. 


/ 


Il  suit  de  là  aussi  que  u\^  -^  i  J  ^st  la  fonction  {^ératrice  de 

Vy, ,  et  que  «^r \\  efet  celle  tic  t^y^^ 

^.  Passons  jt  la  fonction  plus  génémle 

dans  laquelle  tf,  a'^  a%  *•  ••«<'')'^  représenteilt  des  constantes  ;  le 
coefficient  de  f  dans  le  développement  de  cette  fonction ,  que  Ton 
peut  mettre  sous  la  forme 

du      a^u  ^d^'^u 


est 
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sera ,  d'après  ce  qui  précède , 

coipme  cette  deroière  expretâoo  reviendra  sQovent ,  nom  U  déâ« 
gnerons  par  vy,  >  et  nous  dirons  que  la  fonction  génératrice  de  vy^ 

composant  avec  vy»  rexpressîon 

semblab/e  à  la  précédente ,  et  que  nous  désignerons  par  v*y«  ;  elle 
aura  pour  fonctîoh  génératrice 

n  est  aisé  maintenant  de  poursmrre  cette  aotation  <rt  d'en  conclure 
que  les  fonaions  génératrices  des  expressions  vV«<«**^^«>s<^°' 
rc^ectivement 

/        a'     a'     a"'  tf<")\« 


"C'^+T+F+T-  — +7-); 

.  4*.  En  combinant  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir ,  nous 
en  conclurons  que  la  fonction  génératrice  de  l'expression  a'v^^^m  est 

I 

103  f.  Il  suit  de  là  que  rien  n'est  plus  facile  que  d'obtenir  le 
coefficient  de  f  dans  le  développement  de  uf^  si  i  désigne  une  fonc- 
tion quelconque  de  -  ;  il  suffit  pour  Cela  de  développer  ^  suivant 

m 
.1 

les  puissances  de  -^  et  représentant  un  terme  quelconque  de  ce 

dernier  développement  par  — ^  le  terme  a&cté  de  f  dans  le  produit 

Ku  ^ 

-— -  aura  pour  coefficient  celui  de  f^  dans  u ,  multiplié  par  K , 


.    % 
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*>"  ^y»*m  »  ce  qui  revient  à  changer  la  puissance  m  de  -  en  y^jff^: 

m 

ê 

On  voit  par  là  qu'en,  écrivant  dans  s',  y,  au  lieu  de  -,  et  dé-: 

i 

veloppant  ensuite  suivant  les  puissances  de  y^ ,  il  n'y  aura  qu'à 
changer  {y, y  tny, ,  (^, )•  f^y^, ,. . . .  {y, y  en  y^ ,  pour  avoir 

le  développement  de  «*';  ^est  ainsi  qu'on  formera  cdui  de  vy,£ 
en  prenant 

*=  tf  + —+— +-3-. . . . +- — . 

On  introduira  les  différences  de^,  au  lieu  des  valeurs  succesâves 
de  cette  fonction  ;  à  on  dévdo^  «'suivant  les  puissances  de-— i; 

en  sorte  qu'un  terme  quelconque  Jl  (-  —  i  )  de  ce  développement 
donne  Ku  (j— i)  ;  Kày,  sera  le  coefficient  de  ^.  dans  ce 
dernier,  et  puisqull  feut  substituer  a>,  à  (  -  <-  i  )'  ,    il    est 

visible  qu-d  suffit   de  changer  d'abord  1— i  en  Ay.,  ou  -1 

en  i+Ay,,  puis  de  développer  le  résultat  suivant  les  puissances 
^«  Ay-  »  et  d'écrire  ensuite  a^,  ,  ou  y, ,  au  lieu  de  (,ày,y,  Ly,  au 
lieu  de  (aj^,)'  ,  et  en  général  a>,  au  lieu  de  (aj^,)-.    -• 

1036.  Le  développement  de  S'y,  s'obtient  avec  la  même  facilité, 
en  observant  que  s'il  a  ^  pour  fonction  génératrice ,  le  coefficient^,, 

qui  revient  à  a'.x>,  ,  aura  pour  fonction  génératrice  i{^ 1  )'. 

(  n°.  précéd.  ) ,  et  que  par  conséquent  il  viendra 

> 

en  disant  abstraction  des  constantes  arbitraires  introduites  par  finté- 
gration  ;  et  il  ne  s'agira  plus  que  de  passer  de  la  fonction  génératrice 
ftt  coeflîcicflt,  4*aprè8  le;  préceptes  donnés  d^ns  le  n%  précédent. 
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Ce  résultat  rend  évidente  l'analogie  des  intégrales  avec  les  puis- 
sances négatives,  déjà  remarquée  dans  le  n^  914;  car  il  montre 
qu'on  peut  ^  en  changeant  seulement  le  signe  de  l'exposant  p ,  passer 

de  la  fonction  génératrice  de  a^j^,  ,   égale  à  u( iK  à  celle 

de  s'j^,,  égale  k  u( \\   ,et  réciproquement. 

Lorsqu'on  veut  tenir  compte  des  constantes  arbitraires,  il  faut 
ajouter  à  ii  les  termes 

ABC  F  \ 

donf  le  nombre  est  égal  à  l'exposant  p ,  qui  désigne  l'ordre  de  Tin- 

« 

tégrale. 

1037.  L'interpolation  des  suites  n'est  au  fond  que  la  manière  de 
passer  du  terme  y^  et  de  ceux  qui  le  précèdent  ou  qui  le  suivent , 
à  un  terme  y,,^ ,  dans  lequel  n  représente  un  nombre  quelconque  ; 

• 

or  y^^  est  évidemment  le  coefficient  de  ^  dans  —  :  toutes  les  ma- 
nières  de  développer  -^  doivent  donc  fournir  des  formules  propres 
à  l'interpolation.  La  plus  simple  consiste  à  mettre  -  sous  la  forme 
(1  +  -—  ij,à  développer  jï  +  T 'ijj  ,  suivant  les  puissances 

de  -•*—  I  j  et  à  remplacer  ces  puissances  par  les  différences  corres^. 
pondantes  de  y^^  On  aura  de  cette  manière 

1.1.3         v^         /  ^ 

et  le  coefficient  de  f  dans  le  second  membre  de  cette  équation 

donnera 

n  n(n — 1)  .        n(n — i)(n — 1)      ■ 

résultat  conforme  à  celui  du  n"*.  873. 

Jpptndict.  Q? 
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Si  Ton  fait  -=  i  +  <  -7  >   ^^    qu'on    développe   —  suivant  les 
puissances  de  «»  par  le  moyen  du  théorème  du  n*.  m  »  on  trouvera 

r*  '^         I  i.x  i.i,3 

;,(;a+4,^x)(;2+4^^)(n4-4^3)  ^.  ,  ^^^  , 
^  1.2.3.4 

Mats   de    -  =  i  +  *-rf  on  tire  «  =  /'r ij  ,    et  puisque  le 

coefficient  de  /^  est  aj^,_^  dans  u  dt^  ^tf.-^r  dans  «*%  et  ainsi  de 
suite  (  n\  1034  ) ,  on  aura 

n  ia(/2+2r— i) 

I  I .  z 

+ m  ''^'-^' 

1.2.3  *4 

(I        \*         ' 
ij  =  j,  et  qu'on  cherche  la  valeur 

de  —  en  {,  on  aura  des  formules  analogues  à  Celles  des  n**.  S79  et  8Sb. 

Pour  développer  —  suivant  les  puissances  de  ;( ,  il  fkuf  observer 

que  -p  est  le  coefficient  de  a"  dans  le  dévetoppemeilt  de  kl  fiâction 

,  puis  chercher  à  introduire  {  au  lieu  de/^  sans  faire  entrer  dans  le 


et 
t 


résultat  les  radicaux  que  donnef  oit  réqu^ioif  ptidposée ,  entre  /  et  [. 
Or  en  multipliant  par  i — «r  les  deux  termes^  de  la  fracti 


1— - 


m 

on  aura  — ;  et  comtae  Féquation  /  f 1  ^  ^i 


I 
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donne  --♦-/  =  2  +  r,  il  viendra  7 ; ;  mais  il  est  facile 

de  voir  que 

il  reste  à  développer  chacune  des  fractions  du  ^cond  membre  de 
cette  équation  et  à  rassembler  les  quantités  qui  multiplient  et"  dans 
le  résultat  final.  Le  coefficient  de  0J  dans  le  développement  de 

Y^ r;  est  — ^ ^, ,  en  faisant  4=50  •  api çs  les  différente- 

tions  y  ce  qui  donne  ^ 

^(  j+ 1)(*4-2). . .  •(^+/-— i) 

Par  cette  formule  le  coefficient  de  •*  est 

dans 

I  (i—*)' 


-^  dans 


1.1.3.4.5  (!-"•)' 

etc. 

en  nommaitf  donc  Z  le  coefficient  de  «*y  dans  le  développement 
de   r r— ^ —  9  nous  aurons 

I  i«^«3.  1.1.3,4.5 

(/i— lj(n-^l)/2(;z4^l)(;^+i)(/2-f  3)(«+4)    ,  ,  ^,^ 
•r * ^ 7 1  T  "ïCe 

i^x.3.4,5tO«7 
expression  qu^l  est  facile  de  changer  en 

Jtss  ■■        ■  T*  •  4  "T*  — — ^— — — ^— — — ^— — — — — — — —  z 

I  I.X.3  1.1.3.4.5 

i«2.3.4«;«o«7 

Qq  » 


n  w  ■*■ 
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Si  l'on  y  met  n — i ,  au  lieu  de  n,  elle  donnera  le  coefficient  de  <t* 
dans  le  développement  de   t^ r^ ,  savoir  T^ 

(t  — *^  — «AjJ 

I  1.1.3     ^  1.2,3.4.5 

i.a.3.4.5«6.7 
maïs  il  est  évident  que  le  coefficient  de  «%  dans  le  développement 

de  7 r ,  ou  de  t r;^ —  z ,  est  Z-^Z'f^ 

et  que  par  conséquent 

.     ^=«(z-z'0; 

la  question  proposée  revient  donc  à  chercher  le  coefficient  de  tf  dans 
le  second  membre  de  cette  équation ,  celui  de  la  même  puissance  de  i 
dans  le  premier  étant  y^^n.  Or  un  terme  quelconque  de  «Z  pouvant 

être  représenté  par       Kui^=Kut^l ij  ,  donnera ,   d*après 

le  n*.  1034,  Kà*y,_^^  tandis  qu'un  terme  quelconque  de  utZ\ 
représenté  par  Kut^  donnera  JCA*y,_y_j  ;  on  aura  donc 

I.2.3.4.J 

n  /i(/2*— -i) 

-   7  y- — riT''-^'-* 

—————-- A*jr,_5— etc. 

i.i.3*4*  f 

Nous  déduirons  de  la  valeur  précédente  de  —   de  nouvelles  ex-** 

pressions  de  j^,,  en  y  changeant  n  en  n-^i  ;  car  en  désignant  par  Z' 
ce  que  devient  dans  ce  cas  Z\  qui  représente  ce  que  devient  alors  Z  , 
nous  transformerons  l'équation 

4-~Z— 2'/,   en -i- =  Z'— Z'/ j 
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I       z' 

de  cette  dernière  nous  tirerons  —  = !-  Z%   et   prenant   la 

moitié  de  la  somme  des  deux  valeurs  de  —-  »  nous  aurons 

r 

l.=  lz-.iz'+-(i+o(--iV'. 

Mettons  pour  Z,  Z'  et  Z%  leurs  valeurs,  nous  obtiendrons 


iz 


2  xl      I 


l.l.J  J 

21  t         1.1.3  ^ 


=1+ — i-^ i '—  î'+  -i l-V+etc. 

i.x  1.1.3.4  1.2.3.4.5.6 


puis  chassant  [^ïL  viendra 


i«i.3.4«5.6       \t        /  J 


+-«(t  +r 

2 


+-i-- — ^^ ?-/•( 0  +etc.} 

1.1.3.4.5        \t        / 


et  formant  les  coefSciens  de  r* ,  pour  chaque  tneobre ,  d*après  les 
règles  du  n*.  1034 ,  on  en  conclura 

n*  n*(n*— i)    , 


«•(« -ï  j  («'-4) 


e 


A>^,+  etc. 


2  I 


i.2«3.4.5.6 

1  »(»•-.)  (---4)  (  ,.         ,.      j  +  «,. 

2    '  i.2.3^4«5 
formule  semblable  à  celle  du  n"*.  879. 


•    • 


Si  Ton  en  prend  la  difiërepce  en  faisant  Tarier  n  de  Tuiûté ,  on  aura 


+ ^ ^  '  ■«  ■    A  y*-i+  etc. 

+  ; H,3.4  (A^,^+Aj^.^)+etç. 

éçrivpps  maintenant  j/^  au  U^u  de  Ay, ,  et 1*  au  lieu  de  n  , 

nous  changerons  ce  dernier  résultat  en 

*        ♦•4s9«9 

formule  qui  rentre  dans  celle  du  n*,  88q. 

1039.  Nous  allons  parvenir  dans  cet  artiisle  à  ufif  formule  dlnter^r 
polation ,  plus  générale  que  toutes  ceUts  que  nous  atons  données 
Jusqu'ici ,  et  qui  s'étend  à  touf es  Ifis  séries  qui  tendent  s^ns  cesse  à 
devenir  récurrentes.  Soit 

la  question  se  réduit  à  trouver  une  expression  de  rr,  ordonnée  sui-- 


\ 
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TMt  les  pmssafnceii  de  { ,  et  qui  ne  «Ofttienntf  que  des  puissances  dé  -• 
tofériédr»  h —.  Ia  méthode  qui  ^ôft^  \û  preAiièrc  est  Pélimii»-* 

tioa  des  puissances -^  y  -^^    -^y  etc<  de  —  /  suiraût  le  procédé 

indiqué  dans  le  n\  loif  i  itûi  cette  Aéthode  devient  impraticable 
lorsque  le  nombre  n  est  un  peu  grand}  et  pour  arriver  à  un  déve«* 
loppement  général  4  il  faut  iivoir  recours  à  d'autres  artifices  ana« 
lyti'ques.  Voici  celui  que  Laplace  employé  :  en  multipliant  le  numé- 

rateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction r-  par 

et  substituant ,  dans  le  nouveau  numérateur  seulement ,  pour  {  sa 
valeur  ^  il  vient 


I«l  déût  t€itkei  Ai  <««e  ftactfôA  Héox:  «Kvbé^  p»  i-^  -^ ,  efl«  prend 
la  forme 

+-;(*»—+«•-' •'rp^+q), 

t  I 

+7-(*«'-' +/»«+?) 


tf  «-  +  *Ô— +  c»— +ey-s. .  ^ .  +^9+^_ç  j 


.1. 
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Maintenant,  la  quantité  —  pouvant  être  considérée  comme  le  coeffi- 

cient  de  9*  dans  le  développement  de  • r- ,  sera  aussi  le  coeffi- 

t 
cient  de  4"  dans  le  développement  de  }a  fonédon  précédente ,  déve* 
loppçment  qui  ne  dépend  que  de  celui  de^ 


m^t^ 


Faisons  pour  abr^er 

tfa"*+*«— '+<:«"r*+ «•—«•...  +  /?« +  j  =  f^, 
nous  aurons 

,  I  I  ^ 4.± x-i 4-  etfl 

expression  dans  laquelle  il  reste  à  développer  ,  suivant  les  p|ds« 
S9nçes  de  9  j  les  quantités 

I  I  I  I 

On  y  parviendra  en  décomposant  la  fraction  -—7  en  fractions  sim^ 

pies  suivapt  les  procédés  du  n"*.  3689  et  convertissant  chacune 
de  ces  dernières  en  séries  ;  alors  si  on  désigne  par  Z^,  »  r»  ^^  coeffiT 
cient  de  t\  formé  p^r  la  réunion  des  termes  çorrespondans  de  ces 
séries ,  les  coefficiens  de  9"  dans  les  quantités 

■^  9  "]^  9  y3    9  ^4    9  ^^f 

m 

seront  respectivement 

le  coefficient  total  de  9"]  4ans  le  développement  de   y^^       .    sersi 
donc 

Substituant 


TIRÛE  DES  FONCTIOKS  GÉNÉRATRICES.    313 

Substituant  cette  série  dans  l'expression  de  — ,  on  obtiendra 


I 

"7 


+  ^{'Z5,^.4^.+  ctc. 

•*'    ~  J  +  ^'^o>»-»»+«+  ^C^i>n-a«+*+  ^î*Z4,„_3afc^ 


I 


'+7r<  +^€2l9n^Am^i+  etc. 


Les  quantités 

etc. 

ont  été  désignées  respectivement  par  vy, ,  vy^  y  v^,  9  etc.  dans 
le  n"".  1034  ,  et  il  suit  aussi  de  ce  n*.  que  le  coefficient  de  f*^  dans 

la  fonction  -7-9  est  ^'y^^i  si  donc  on  multiplie  par  u  l'expression 

de  *— ,  trouvée  ci*dessus ,  on  aura  celle  de  — ,  fonction  gêné-, 
ratrice  de  y^^^ ,  et  prenant  les  coefficiens  du  second  membre , 
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suivant  la  remarque  que  nous  venons  de  faire  »  on  en  déduira  cette 
formule 

+  V'j^,  {  *^.  9  n^lm^i  +  ^^.>  »-|iiKM  +  *^»»  »-î*H-î  •  •  •  +  f  ^.1  »-*  } 
+   J'.4*{<^o,«...«+t +î^o,»-^       } 


+f  Vj^,^^,Z. ,  ^^„^  +  etc. 

Les  diverses  séries  dont  tttte  txptession  est  com^posée,  étant 
ordonnées  suivant  les  quantités  vy,j  v^j^x-'-vy^+i  9  ^y^+u  ^^^ 
sont  convergentes  toutes  les  fois  que  ces  quantités  vont  en  dé- 
croissant à  mesure  que  l'eitpesànt  de  leur  caractéristique  msgmente; 
on  en  tirera  par  conséquent  des  Valeurs  de  y,^ ,  qui  "seront  d'autant 
plus  approchées  que  la  èôhvefgence  sera  rapide  :  -ces  valeurs  seroient 
entièrement  exactes  si  l'on  avoit  v'j^,=o  y  puisqu'alors  chacune  des 
séries  qui  les  forment  ne  renferin^rbit  qu'un  nombre  de  termes 
limité. 

L'équation  a'^,=o  développée ,  revenant  à 

.       tfv'->,+*v'->.+,+i:v'-'>^,4^....+fv'->,^=o, 

appartient  à  une  série  récurrente  dont  le  terme  général  seroit  ex- 
primé par  v^^y,  (  n*.  983  )  ,  ce  qui  fait  voir  que  la  formule  d'inter- 
polation obtenue  ci-dessus ,  donnera  l'expression  du  terme  général 
de  toutes  l'es  séries  qui ,  par  des  cotfibinaisons  d'un  nombre  m  de 
termes^  effectuées  d'après  les  formules  yy,>  vy^f  etc.xonduiroilt 
enfin  à  une  série  récurrente. 

Si  l'on  avoit  simplement  vj^,=o,  ou 

on  en  concluroit 


• 
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en  changeant  x  eniii ;  et  faisant  ji:=o  dans  la  valeur  de  y^^^ ,  il 
en  résulteroit 

•  •«•••••  f  ••••••••••• 

Cette  dernière  jexpression  offre  l'intégrale  complète  de  Tëquation  aux 

différences  posée  précédeaiment  ;  ^o  *  J'i  >  ^é  •  •  •J'w-t  en  sont  les 
constantes  arbitraires. 

Si  Ton  se  proposolt  l'équation  v V^=  o  ^  la  fprqiule  générale 
donneroit  pour  ce  cas  un  résultat  dans  lequel  entreroient  comme 
arbitraires 9  les  quantités  jr. ,  vy^  f  ^, ,  vy,. . .  .y^^^ ,  Ay^,  :  leur 
nombre  est  égal  à  i/x»,  parce  que  l'équation  vy,=o  ipçnte  à  Tordre 
marqué  par  xm  ;  car  son  développedient  est 

^{^y^    +*y^,    ^cy^ ^qy,^    } 

H  en  seroit  de  même  des  équalions  plu£  élevées  v'jr^sOy  vV,«=30^  etc. 


X040.  On  parviendrait  encore  pv  )es  formules  précédentes  à  Tin- 
t^ale  de  Téquation  v">,+.-y,=3;o,  d^ns  laquelle  X,  désigiie  qne 
fonction  quelconque  d^or^  eo  faisant  j^,=y,+y^  La  fonction  gé- 
nératrice tf  deviendra  d^n^  cette  hypothèse  u^f^^u\  ^cîu'  re- 
présentant les  fonctions  génératrices  de  y,  et  de^^',  ;  supposons  que 
u'^i—^  et  que  X^^  soix  le  coefficient  de  f^  dans  1^  développement 
de  A,  nous  aurons  (  n*.  1034  )  X,+»=v'^',^»5'lmais 


X  /"" 


et  le  coefficient  de  f^^  dans  le  développement  de  cette  fonction  ^ 
sera  évidemment  le  même  que  celui  4e  0^t^^^^  dans  celui  de 

Rr  1 
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coefficient  qui ,  d'après  le  n".  précéd.  sera  désigné  par  Z«_,  l  «^^.m.^ 
Il  suit  de  là  que  j^', ,  coefficient  de  f***  dans  u\  ou  dans  —  ,sera 

et  reviendra  par  conséquent  à  x  X^^j^^^^m^t  ,  en  prenant  Tinrégrale 
depuis  r=o,  jusqu'à  r=ar+n — ^fn^;  maintenant  si  Ton  écrit  dans 
Fexpression  générale  de  y,^^  du  n**.  précédent ,  y^^, ,  puis  qu'on 
fasse  ^=0,  et  qu'on  mette  pour  y\  sa  valeur  2-Sr,JJ,_,,,^.^j., 
on  aura  y»+2-y^,_,,^„.,..,;= 


/ 


+  v*"' J'o  {^-^-t  ï  %:um^x  +   «-2:^.  »  »_«»+.  •  •  •  +  f -^_. ,  »_«n*  } 


+  f^.,»-.} 


+  «-^^1 ,!»-«+»-.} 


+?v'~>«._,Z^,,»_ 

* 

Cette  série  s'arrêtera  toutes  les  fois  qu'on  aura  v^»=0  9  ou 
^y'n + vty"»=  o  9  ou  enfin  vy^  +X,j=o  :  elle  donnera  alors  inté- 
grale de  cette  dernière  équation;  et  les  quantités  ^^^  v^.y.^.j^,» 
hy^^...tXC4  tiendront  lieu  des  constantes  arbitraires.* 

i«4i.  Tout  ce  qui  précède  repose  sur  le  développement  en  série 
de  la  fonction  -p;  (  n*.  109  ),  recherche  qui  renferme  implicitement 

m 

celle  du  terme  général  d^une  suite  récurrente ,  cTest  pourquoi  nous 
allons  nous  en  occuper  en  détail.  Nous  prendrons ,  au  lieu  de  la 

I  l^ 

fraction  —,  la  fraction  — -,  i/et  fêtant  des  fonctions  rationnelles 

et  entières  de  Jir,  l'une  du  degré  s^^i,  l'autre  du  degré  s.  Sup- 
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posant  que  F'=  Q(^^«)V  nous  aurons,  par  le  n*.  369, 
U  A  A^  A^ 


— ^.  •  •  •  +  —  T  77  > 

-  • 

et  les  constantes  A^  A^^..^.  A^^ ,  seront  données  par  les  équations 


A     =t 

I      .  U 


.^.  = 


i.i.<ir*  Q 


■'l»-! 


I  •  !•  3  •  •  •  (/z— i)i;c""*        *  Q  * 


•  "^ 


«  CI  f  étant  ce  que  deviennent  U  et  Q,  lorsqu'on  y  change  ;r  en  «  ] 
et  il  fiiut  observer  aussi  de  fûre  la  même  substitution  dans 


•  •  •  •  .  -,_g  »      •"TT» 


</*• 


1/ 

Q 


Le  coefficient  de  x',  dans  le  développement  de 


suivant  les  puissances  positives  At  x,  sera 

/2(«+i)(/2+i)....(«+r— î)    -^ 


(*-^) 


79  ordonné 


dans  celui  de 


A. 


I.2.3 


sera 


•  •  •  • 


.n+f    f 


{x—ay-'^ 

(n — i)/x(/E+ 1). . . .  (n+r— 2)     ^, 


dans  celui  de  : 


A 


^n^« 


i*2»3.. .«r 


sera 


i-4-r-i    ' 


(n— 2)  (;7— îX«+ 1). . .  (n+r— .3)       A, 


x«2«3...r 


,iiH"r-» 


etc. 


en  réunissant  ces  diverses  parties ,  et  irisant  usage  de  la  notation 


•• 


/ 
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du  n\  ^2 ,  il  viendra 

•••-• ••• -wM 

Mettant  pour  les  numérateurs  A,A^,..... .A^^^ ,  leurs  valeurs^ 

on  aura 

r^f-["+^0  u       Ç/x+rw-x]  [ô]  ^  y  _  [«+r~-3]  [ô]  ^  T 

r    —«+1 


\ 


que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 


(2  J 


I 


•l}. 


en  observant ,  pour  le  premier  terme ,  que 

[r][n^i]  [n-i] 

pour  le  second  9  que 


«-*t  II+/W.1 


<t  de  même  des  termes  suirans.  Cela  posé ,  puisque 


ff'i  ■  1 


'^r     — *^^^  '  ''P^*"  •  *^  ^*  visible  que  le  développement 
ci*des$us  revient  à 


f 

f 
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pourvu  qu'après  les  <tifféreaciatîoiis  on  change  x  en  a.  Voilà  donc 
une  expression  fort  simple  du  coefficient  de  x'  dans  la  partie  du 

U         . 

développement  —  ^  qui  résalte  du  facteur  {x—^Y  de  son  déno- 
minateur. Si  Ton  suppose  que  ce  dénominateur  se  décompose  dans 
les  facteurs  {x — dy^  (*— ^Xj  (*^ — OS  «^c.  on  obtiendra  de  sem* 
blable»  expressions  pour  les  paities  résultantes  des  Mrteurs  (;r— ^)% 
(x — c)%  etc.  et  le  terme  général  du  développement  de  la  fraction 

U 
rationnelle  de  — ,  ordonné  suivant  les  pnissanoes  positives  de  x  ; 

sera  par  conséquent 


^^W-  '^'^x'^^X'^byix—cy. 


roi   ^    ip"^ 


— f+«    I                              U 
fol  — —  ^"* . 

^  Ux^'       x'^'ix-^dyix^by 

etc. 

pourvu  qu'après  les  différentiations  on  subsdtue^  au  lieu  de  x^  a 
dans  la  première  ligne  ^  b  dans  la  seconde  ^  c  dans  la  troir 
sième»  etc. 

Quand  même  *tes  quantités  a,  b^  c^  etc.  seroient  imaginaires  » 
on  n'en  parviendrok  pas  moins  au  terme  général  demandé  :  il  con- 
tiendroit  à  la  vérité  des  ei^ressions  imaginaires  ;  mais  on  s'en  jdé- 
barrasseroit  en  combinant  convenablement  les  termes  fournis  par  un 
même  couple  de  facteurs  imaginaires. 


• 


I04X.  En  appliquant  ce  qui  précède  à  ja  foiictlon 

I 

du  n\  1039,  il  faut  supposer  que 

tf9-+^9— «  +  c9"-\ . . .  +;^tf+ j=tf(9_ce)(i— i8)(i— 3.)  ,  etc. 
et  prenant 

T  I    

.F~.a'(^— *)'(*— i8)'C*—7)'  etc.  ^ 
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le  coefficient  dç  ^\  ou  Z,^,,r  aura  pour  expression 

t      


+  etc. 

en  observant  de  &ire  »  après  la  diffêrentîation ,  Isa  dans  la  première 
ligne ^  é=jB  dans  la  seconde,  i=>  dans  la  troisième ,  e(  ainsi  de 
suite, 

1043.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer,  pour  parvenir 
au  terme  général  d'une  suite  récurrente ,  exige  la  décomposition  du 
dénominateur  de  la  fraction  génératrice ,  en  facteurs ,  décomposition 
qui  dépend  de  la  résolution  des  équations.  Lagrange  çn  a  donné  une 
qui  ne  présente  point  cette  difficulté  et  qui  conduit  immédiatement 
au  terme  général  de  la  série  engendrée  par  le  développement  d'une 
fraction  rationnelle  quelconque  ^  14  voici  ; 

Si  l'on  fait  pour  abréger 

4(x)=  B^  f  B,x + B^x^-^-B^x^ + etc. 
les  seconds  membres  de  ces  équations  étant  terminib  ^  la  fraction 

— — ^    .^.'Y  pourra  représenter  une  fraction  rationnelle  quelconque. 

En  la  développsint  4'abord  $uivsnt  les  puissances  de  4(^)»  on 
trouvç 

et  pour  arriver  au  dernier  développement  il  faut  obtenir  ei)  par» 
ticulier  celui  de  dhacune  des  fractions 

On  peut  Içs  tirer  ^e  Ifi  formule  4u  biqçme  ;  mais  on  les  dérive 

successivement 
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successivement  les  unes  des  autres ,  en  observant  que 

I  1  X  X*       x^  ^ 

u — X  u  u  w       là  tf^ 

JL^    ^ !__    ^     .    if.  4.1fl      I  C^+0^'  I  etc 

^     11 — X     (u — xy        u*  «'  «♦  tt^' 

-4t-''-— =7-^3— V^»•^^^. . .  +  ^"^^^tt'^^  +  etc. 


,  rd^ =; rT= ^H :^--^. .  •  +  ^^ ;^i~ h  etc. 

^.^ax^     u-^x     [U — xp     1.31**      x.^ur  1.31*^* 

etc. 

Cela  posé ,  la  fraction  ^^-^  fournira  dans  le  ternie  général  la  partie 


qui  s'arrête  ^u  terme  divisé  par  la  première  puissance  de  u  ;  cette 
partie  étant  réduite  au  même  dénominateur  ^  devient 

et  revient  par  conséquent  à  --^  x*,  pourvu  que  Ton  borne  le  déve- 
loppement aux  termes  dans  lesquels  u  est  affecté  d'un  exposant 
négatif.  Cette  conséquence  subsisteroit  encore  quand  on  écriroit 
9 (a) 4  (^)  9  au  lieu  de  p  {u)^  puisque  ce  produit  est  de  la  même 
forme  que  p{u)\   ainsi  le  terme  général  du  développement  de 

7^  ^  ^  ^  seroit  encore  exprimé  par  , . ,  :r",  dans  les  mêmes 
conditions  que  ci-dessus. 


Si  maintenant  on  différentie  par  rapport  à  u  j  l'expression 


oa  aura  le  coefficient  de  x""  dans  la  différentielle  de  la  fonction 
y  prise  de  même  par  rapport  à  «  ;  or  cette  dernière  est 


u X 


n  ^^\  ^  ^^.  il  çjt  donc  évident  que  -=~  1/    ^  ;T;  <    est  le 

(tt — xy  ^        du  tt"^* 

Appmdict.  S  s 


•^ 
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coefficient  de  **  dans  le  développetnent  de  la  fonction ; r— , 

en  observant  touj^ours  de  ne  prendre  que  les  termes  dans  lesquels  xr 
a  un  exposant  négatif. 
Par  les  mêmes  raisons ,  le  coefficient  de  x^,  dans  le  développement 

de  !i±llfl"    seroit  ^WC^X     ^^  diflKrentiant  deux  fob  par  rap- 

port  à  u  y  chacune  d<  ces  fonctions  »  le  résultat  fourni  par  la  seconde 
donnera  le  coefficient  de  x'  dans  le  développement  de  cehû  qu^on  tire- 
4e  la  première  i.  en  effectuant  le  calcul ,  on  trouvera 


(«I— JC)^  ^tf» 


Xf 


Tassemblage 


^expression  -— ^*       ,4-,      >  ^^^  lesquels  »  a  un  exposant 
gatif ,  forme  le  coefficieat  de  3^  dans  le  déretc^pement  de 

On  proureroît  de  ta  même  ffignière  que  le  coeffidenc  de  «*>,  < 
le  déreloppemeot  de  la  fonction  —  yIJ\]    «« 


de  .,■ ,  sera 


*-  3  A»  »•+• 

tortc  que  le  terme  général 


>(")  .  »  ^  »(«)4(4        g      .^  »(*04(«)* 


en  se  bornant  aux  termes  oii  Texposant  de  u  est  négatif. 
Il  est  visible  que  les  différentielles  successives  de  cette  expression  ^ 

xelativci  ku^  correspojidoit  à  «Ucs  de  U  fonction  — —,  ,.  ^ 


r^ 


j 
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prises  dans  la  même  hypothèse }  et  l'on  en  dédoit  par  conséquent  par 
de  simples  dUPérentîations ,  le  coefficient  de  ^  dans  les  dévelop- 
pemens  des  fonctions 

<^)  f(^>  <^)  etc. 


ro44.  Nous  allons  appliquer  cette  fôilnule  à  la  fraction 

P+^x 


domons-'lm  la  forme 


I lXCOS€à  +  X* 


;,  * 


acos«^ 


P+Qx 


icos«  acos« 


nous  aurons 


je*  I 

4*oii  nous  déduirons 

4(«)«_£L.,     4(«y-_^  4(„)s^-L^;  etc. 

'      acosii         ^^   ^      4COS»*  '  ^   '      8cos«' 


it^^  acos»      2COS»  * 

»■"*"*  4cos«'    4€0s<i*^ 

etc. 

passant  aux  eoeffidens  dîflërentiels ,  pour  les  substituer  dans  Ja 
formule  générale  que  nous  diviserons  par  a  cos  » ,  nous  obtiendrons 

l  2C0S#  (2C0S#)'  1(1  COS»)'  J 

nf-ÎLl_      (^— iK"*"^ .  (/»— 4)(^— 3)«""^^     ^,  1. 
Vi— —  — -7 TT — 1- T Ti —etc.  f  ; 

l2C0S#  (iCOSci/  a(3cos»/  J 
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mettant  au  lieu  de  «  sa  valeur  ,  nous  parviendrons  à 

ICOStf  ^ 

P  {(ICOS.)-     -iî!=ll(icOS-r*  +  ^^=^^^^=^(»COS-r* 

I  I.l 

_  i lil !yi — Ufx  cos  «)-^+  etc.  } 

1.1.3 

+  Q  { (2  cos  c.)"-'  -  -^^^(2  cos  uy-' + (^— 4)(^^3)  (  ^  cos  #  ) 

(;|— 6)(/2— 5)(/|— 4) 

_ f  2COS«J     '+  etc.  }  9 

^  1.2.3  •  '         '  ^  ' 

expression  qui  ne  doit  point  contenir  de  puissances  négatives  de  cos  u  , 
puisque  la  précédente  ne  devoit  point  contenir  de  puissances  posi- 
tives de  u.  On  la  simplifie  beaucoup  en  la  comparant  avec  la  formule 

«—2       ,           ,      (n — \)ln — 4)        _ 
sîn»{=sin{  {2»-*cosî"-* 2"-'cosî-'+  -^^ i^li 2^2"-'^cos£- 

(n— 4)(n— 5)(«— 6) 

—  ^ ^^ — ^ ^2-'cos7--^+  etc.  }  , 

1.2.3 

obtenue  dans  le  n*.  98  5  ;  car  on  voit  alors  que  la  série  qui  mul- 
tiplie P  n'est  autre  chose  que  le  développement  de  — ~ — ,  et 

•        t  •  %•    r\    t        i\   sin  n  » 
que  celle  qui  multiplie  Q  répond  à  — : :  on  a   donc   pour  le 

terme  général  du  développement  de  la  fraction 


5 


I— 2Ji:cos«+x'     * 
cette  expression  très-simple 

l  sin#  sin»  J 

qu'Euler  a  donnée  le  premier  dans  son  introduction  à  l'analyse  de 
l'infini. 

La  formule  générale  s'applique  également  aux  fractions 

(i — 2^ccSM-h;c')*  *         (i — 2;ccosii+x')' 
on  trouvera  pour  la  première , 

r  \ — 7 r; J T 75 etc.  \ 

l     2Cos«  (2  cos»}*  2(coi«)'  y 

(     /a/£—  (n-2)(n-i)«-  ^  (^-4)(^-3)(/^-i>""'*"    ^^^  ) 

l        2C0SI»  (2C0S«/  2(2  COS  »)^  "^  3% 


+  etc. 


riRÈM  DES  Fonctions  génératrices.  3^5 

et  mettant  pour  u  sa  râleur     ■*  ■■  ■  » >  il  viendra 

'^  2C05AI 

(n—^)(n—i){n—i)  . 

+  Q{iï(icos»)''  —  (lï  — 1)(«  —  i)(icos«i  )■"* 

(/2 — jL)(n — 3)(« — 1),  ^    ^ 

+  V ÎA >A Jç  ^  çQj  ^)«-4_etc. } , 

z 

en  observant  de  ne  faire  entrer  dans  cette  expression  s^cune  des 
puissances  négatives  de  cos  ». 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  les  applications  de  la  formulé 
du  n"".  précéda  nous  observerons  qu'elle  exige  le  développement  des 
puissances  de  la  fonction 

4{x)  =B,+  B,x  ^  B,x^+  B^x^+  etc. 

lequel  donnera  lui-même  celui  de  la  fraaioA  rationnelle 

J,+j4,x  +  J,x'+J^x^ +  A-.^"' 

B^'+B.x+B^x^  +  B^x^ +B^x^      " 

en  la  mettant  sous  la  forme 

nous  avons  trouvé  dans  le  n*".  98 ,  les  équations ,  d'après  lesquelles 
on  peut  calculer  successivement  les  coefficiens  des  diverses  puissances 
de  X  ^  dans  le  développement  de  la  formule 

iJ+Bx+Cx^+Dx^+etc.yi 

mais  pour  en  rendre  l'application  plus  facile ,  il  auroit  fallu 
donner  l'expression  immédia  te  de  ses  coefficiens:  tel  a  été  l'objet  récent 
destravaux  de  plusieurs  analystes  Allemands,  MM.  Hindenburg,  Pfaff, 
Maurice  de  Prasse,  dont  nous  avons  cité  les  ouvrages  darts  la  table. 
L'exposition  de  leurs  recherches  noue  entraineroit  trop  loin  ;  il  nous 
suffira  de  dire  qu'elles  reposent  sur  le  Calcul  des  combinaisons ,  ap- 
pliqué aux  indices  qui  marquent  le  rang  de  chaque  coefficient ,  Calcul . 
dont  Léibnitx  avoit  prévu  l'utilité ,  et  dont  il  a  donné  un  essai  dans 
les  ^cta  erudiiorum  de  l'année  1700 ,  à  la  fin  d'une  réponse  à  quelques 
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imputations   de  Fatio  de   DuiUUc   (  voyez   Mmi  ses^  œ«vfe» 
tome  m,  page  365  ). 

1045.  Reprenons  le  Calcul  des  Fonctions  génératrices.  Laplace 

donne  encore  au  développement  de  —  une  nouvelle  forme  qui  le 

conduit  à  une  formule  d'interpolation  dépendante  à  la  fois  des  diffé- 
rences et  des  fonctions  désignées  par  la  caractéristique  v;  mais 
forcés  par  l'abondance  des  matières  d'omettre  plusieurs  détails  in-. 
téressans ,  nous  renvoyons  pour  ceuxrci  au  Mémoire  même  JToh  ce 
qui  précède  est  tiré ,  et  nous  allons  passer  à  Fusage  des  fonctions 
génératrices  dans  la  transformation  des  suites. 

Toute  suite  n'étanr  autre  chose  qu'un  développement  de  la  fonc- 
tion -Ly,  prise  depuis  r =0 ,  jusqu'à  x  infini ,  iî  est  évident  que  les 
diverses  manières  cfejkprimer^edéreloippfnitittfournTOnt  dessuitei 
équivalentes ,  ou  des  transformées  de  la  même  suite.  Soit  la  suitie 

y.^yx  +^â*  •  •  •  +>.+jf.+,+  etc. 

et  faisons 

«  =J^«+J^.^+J^.^*  .  .  •  +^ar^+J^c4a^"+  etc. 

il  suit  du  n\  1036,  que  le  coefficient  de  f^  dans  la  fonctioa 

u 
'• ,  exprimera  la  somme  des  tlermes  dt  la  suite  proposée  dfepuis  j^. 


t 


inclusivement ,  jusqu'à  l'infini^  En.  multipliant  les  deux  termes  de 
cette  fraction  par 

a+b+c+c+  etc. . . •'^{a+-+^+  W  etc.) , 

On  rend  le  numérateur  diVlsibîe  par  i ^  et  it  se  change  en 

f*+^  +  ^+etc.  '  I 

+I(^  +  ,+  etc.)t;^(«+etc)  +  ctc.j* 

j^uis  pesant 

tf +*  +  c  +  e  +  etc.  =  iT 


I 
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on  aura 

*+c+e+ctc+ '  (c  +  e  +  etc.)  +  ^ (€+ctc.)+  «te. 


»^ 


équation  dont  le  second  membre  développé  par  rapport  à  {  prend 
cette  forme 

*+c+e+€tc. 

+— («  +  etc.  ) 
+  etc. 

nûs  le  coefficient  de  <*  dans  -7-étaiit  ^;al  à  A'y^^  (  n*.  iO}4  ),  le 
même  coefficient  dans  k  développement  d«  la  formule  ci-dessus  ^  sera 

(^+,+,+  etc.){^+^+-^+-^+etc.} 
+     (c+,+  ecc){^+^'+-%^+I^+etc} 

+  (*+etc.){^+^+%L+^+etc.| 

+  etc 

Cette  nouvelle  série  équivalente  à  la  proposée ,  depuis  y^  jusqu'à 
Infini,  deviendra  convergente  si  les  quantités  vy»  $  v%  ,  etc»  vont 
en  décroissant  ;  elle  s'arrêtera  même  si  Ton  a  v'y,=^o  3  et  donnera 
alors  la  somme  des  suites  récurrentes.  En  disant  x=o ,  on  trans- 
formeroit  la  série  proposée  à  partir  de  son  origine. 

En  général,  si  {  représente  une  fonction  quelconque  de  -> 

et  que  Ton  désigne  par  vy,,  vy, ,  v^y,,  etc.  les  cœfficiens  de  ^ 
dans  ui,  u^,  u^,  etc.  on  parviendra  à  ordonner^  suivant  les 

puissances  de  {^  le  développement  de «  en  multipliant  les 

i 
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deux  ternes  de  cette  fraction  par  K — { ,  K  étant  une  quantité  égale 

i  ce  qi^e  devient  {  lorsque  rs  i  ^  afin  que  iC-r-^  soit  divisible  par 

• 

I  —•  -.  Représentons  par 

j       ^n         Et 

f+y+^+^  +  etc, 
le  quotient  de  la  division ,  et  nous  aurons 

+  etc. 

et  passant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficiens ,  suivant  la  cou* 
ventipn  établi;  çi-dessus ,  nous  obtiendrons 

'+etc. 
Pour  avoir  tonte  la  série,  c'est-i-dirc ,  l'intégrale  Sjr,,   pris« 
depuis  x=so ,  jusqu'à  x  infini ,  il  faut  faire  dans  la  formule  à- 
dessus  :ir=o. 

1046.  Je  ne  puis  quitter  ce  sujets  sans  faire  connoitre  une  trans- 
formation purement  algébrique  et  fort  simple ,  qu'Euler  a  employée 
avec  succès  dans  son  Calcul  différentiel  ;  elle  consiste  à  faire  daii$ 

)a  série 

S^ii^ax+fix^+cx^  +  dx^+e^-^-  çtc^ 

y 

ff=  -^rr*  ^^  prenant  le  sî^ne  -J- , 

^=y'—y+  y-r  y+  y—  y+ctc, 

**=y'— -ly'-t-  îr*—  ^+  ^y*—  6y'+etc. 
x^=y—yy^+  6y— ioy+i.iy'— iiy+etc. 
**=y— il^rf  loy'— iqy'+35/— 56y»+  etc. 
etc. 


on  a 


d*oîi 
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d*Qii  Von  déduit 


I  «.A 


y+  tf  / 


/—etc. 


+   c      —3c        +6<: 
+   d     — 4^ 

+  « 

Les  coefficiens  des  puissances  de  y  dans  cette  série  ^  sont  les  diffé« 
rences  du  premier  terme  a  de  la  série 

a^i+c+d+e+  etc. 

qu'on  obtient  en  faisant  xzs:i  dans  la  proposée;  et  Ton  conclut 

de  là  que 

S^ay+àa.y+ù.*a.y^+à^a.y*+  etc. 

Cette  dernière  série  sera   convergente  lorsque  les  différences  de 
termes  de  la  première  iront  en  décroissant. 

Lorsqu'on  fait  x=-=^— ,  on  a  v= •  et  la*  série  ci-dessus 

devient 


S^a 


+àa.p -+A*tf.; rr+A'tf.; n  +  ctc. 


série  équivalente  à  la  proposée. 

Quand  la  série  a+i+e+d+e+  etc.  a  des  di£^eaces  constantes  > 
On  obtient  exactement  la  somme  S.  Si  Ton  avoit ,  par  exemple , 

4r+içjc*4.4or'+85Jr*+X56jc*+i59Jp'+  etc. 

on  troaveroit^  en  prenant  les  diffîrences  des  coefficiens  numériques  ^ 

4=4  y      A tf ss  1 1  y      A'tf = 1 4  j      A'a=6 ,      Â^tf =0  ^  etc. 

ce  qui  donneroit 

4*        iiAT*         14**         6x* 

4*— ^•-i-4r* — x^       *(ï+**)(4 — *) 

Non-seulement  on  arrive  de  cette  manière  à  la  limite  de  la  série 
proposée  ^  ou  à  sa  fonction  génératrice  «  mais  on  obtient  encore 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  ses  termes.  En  e&t,  la  sétie 
proposée  étant    . 
S^ax+bx'+cx^+dx^. . . .;+/F**.V+f«^»+r;r^+ J*-*"H  etc. 
Appindict.  Tt 
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on  aura 

=:x^[p.JL^  +  A/y.      ^        +  AV^.p r-3+  etc.  }  ; 

et  ea  retranchant  cette  partie  de  Texpression  totale  de  ^  ^  îl  viendra 
pour  la  8omme  des  termes  ^  depuis  le  premier,  jusqu  à  celui  qui  tsi 
multiplié  par  x^,  inclusivement , 

(tf — X» + (Atf— x'A^)     "^      4>  (à^a—x^A*f)'  ^      +  etc. 

Avec  un  peu  d'attention  on  reconnoît  facilement  que  la  série 
transformée  n'est  convergente  par  elle^oiême  que  dans  un  très-petit 
nombre  de  cas ,  lorsque  les  différences  àa  ^  à^a ,  ù?a  ,  etc.  ne  dé- 
croissent pas  très*rapidement  ;  mais  si  Ton  donne  à  j:  le  signe  —  ^ 
la  série  proposée  et  la  transformée  deviendront  respectivement 

SV=  ax — tx^+cà^-^dx^+e  x*—  etc. 
X  x^  x^  x^ 

S=za —  Atf  7 +  A'tf  ' rr— aVt r,  +  CtC. 

i+x  (i+xy  (l+^)'  (ï+*)* 

en  changeant  le  signe  de  chaque  terme  ;  et  la  seconde  sera  conver- 
gente lorsqu'on  y  supposera  x=i  et  jr<i  :  le  prenkr  de  ces  cas 
mérite  une  attention  particulière. 
1047.  On  a  f  quand  x  =  i , 

•S  =  ftf— iÀa  +  iA-a— i^jA'tf+eta. 

et  par  ces  focAules  on  trouve  les  limites  d'un  grand  nombre  de  séries 
divergentes. 
Si  Ton  propose  9  par  exemple  t 

s— i  +  i —  1+  I—  ï+etc. 

1—1+3 —  4+   5 —  ^+etc. 

1—4+9— 16  +  15—^36+ etc. 

etc. 
On  trouve  pour  la  première  série,  â=i ,  Aa=zo^  a'usso,  etc. 
et  par  conséquent  «^  =  f ,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n"*.  6  de  l'In- 
troduction; pour  la  deuxième  série  4=1 ,  vtf=i  ^  «f^^^î  pour  la 
troisième  ae=ii  ^  Aa=^3  ^  a'^si  ^  j=:0|  etc. 
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On  arriveroit  encore  à  la  fimite  cherchée ,  si  la  série  transformée 
étoic  de  celles  qae  l'on  sait  sommer  ;  mais ,  sans  nous  arrêter  à  ces 
exemples ,  passons  à  la  série  excessivement  divergente , 

I  — I •1+1.1.3— 1. 1.3 •4+1. !•  3.4. 5— etc.  . 

Pour  obtenir  les  diffîrences  du  premier  terme  y  on  formera  la  table 
suivante. 


termes* 
I 

1  J 
6 

110 

710 

5040 

40310 

361880 

3618800 

etc. 


I 

4 
18 

600 
4510 

3çx8o 

311560 

316^910 


difftr.  a*. 
3 

78 

3710 
30960 
187180 


diffir.  3*. 

4 
64 

416 

3116 

17140 

156310 


^info  j  '*'*»»• 


On  aura  ^  d'après  ce  tableau  ^ 


M 


ii  +  li 
16  ^ti 


38g  1119 
64  "**  118 


16687 


148319 


1468457  16019531 

+  ' 


116 
1908994 II 


+  etc. 


511  1014  1048  4096 

série  un  peu  moins  divergente  que  la  proposée.  Réunissons  les  deux 
pretiuers  termes  et  représentons  le  reste  par  S'^  nous  aurons 

J=:-  +  y  et  ^'«1 
4  0 

en  transformant  la  série  S\  comme  nous  avons  fait  la  propesée , 
nous  en  diminuerons  la  divergence ,  car  nous  trouverons 

3 


".53       309.  ^^ 
-— -J —  —  ^ —  ^  etc. 

16    31       64 


J'= 


99  .^M,^  4401  ,  3^585 
1'*  "^  1'*  ' 


16 


34^107^  J5fi53M 


40866515 


ig 


ftO 


.ftft 


•fêta 


1"  i""  1 

Les  deux  premiers  termes  de  cette  série ,  réduits  à  un  seul ,  donnent 

5^=:  -^  +  «^^  en  désignant  par  S"  Fassembiage  de  tous  les  autres  ; 

Tt  1 
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et  transformant  encore  la  série  S',  il  viendra 

c»_*'        M    ,  M9    ^439.  5^4'  _  >6a83      33^^35 
""i»        !'•      1'*         i'*       a".  »•♦  *•' 


^^^^  +  ..e. 


X 

Réunissant  dans  cette  dernière  les  quatre  premiers  termes ,  et  iéàr 
gnant  le  reste  par  S"',  nous  aurons 

S'=llL+^+  S"',        J"=iMi  _  if^+  etc. 

et  si  Ton  s'arrête  après  les  quatre  premiers  termes  de  S^,  on  aura 
'S"=^l^^^  ^^f^  ,  tfoîi  ron  conclura  5  =  0,40081058, 


1*4  ^So 


résultat  qui  n*est  encore  exact  que  dans  les  deux  premiers  chiffires 
décimaux ,  à  cause  de  l'extrême  divergence  de  la  série  proposée. 
Nous  donnerons  dans,  la  suite  un  moyen  plus  expéditif  pour  parvenir 
au  nombre  0,4036514077,  exact  jusqu'au  dernier  chifire. 

1048.  La  transformation  qui  nous  occupe  étant  appliquée  aux 
séries  i_i+|».^+j — l  +etc. 

i— i  +  f— :^  +  i— iV+ctc. 

dont   la  première   exprime   le  logarithme  népérien   de  z,  et  la 
seconde  la  longueur  de  la  huitième  partie  de  la  circonférence  du 
cercle  (  Int.  n"",  16  et  38  ) ,  conduit  à  des  résultats  fort  élégans. 
En  prenant  les  différences  des  termes  de  la  première ,  on  trouve 

dili.  1  ,    +  y  >      +    3 .  ] .  4     9      +    TTTT     >    "«   Tm  T  >  ^^^« 

diff-3%   -lit    -— î-^,    — Ff^— letc. 

diff.  4%    +  f ,  etc. 

etc. 

.  et  Ton  en  conclut 
On  obtient  pour  la  seconde  série , 

am.  j  ,     -r     i.3M^f    T^    3? -7    »   T"  s  .""7.^1   T  7.9.11 1  ^**'» 


I 
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ce  qui  ëoane 

ou      x5==i  +  i   +  j4i  +  ^^  +  L^i-ii^  +  etc. 
La  même  méthode  donne  facilement  la  limite  de  la  série 

« 

11— I3  +  I4— I5  +  I6— I7  +  I8— f9-Hew. 

parce  que  les  difl^ences  des  logarithmes  consécutifs  vont  en  dé« 
croissant  ;  mais  pour  abréger  l^opération ,  il  faut  former  immé« 
diatement  la  valeur  du  résultat  des  neuf  premiers  termes  de  cette 
série  y  valeur  qu'on  trouve  égale  à  — 0,391 1005.  ^^^^  supprimerons 
le  détail  du  reste  du  calcul  qui  n'offre  aucune  difficulté ,  et  nous  dirons 
seulement  qu'Euler  a  trouvé  pour  résultat  0,4891^06  ;  la  différence 
de  ce  nombreavecle  précédent  est 0)0980601 ,  et,  comme  logarithme  f 
répond  au  nombre  X9I533 1 5  :  telle  est  la  limite  de  la  série  proposée* 

1049.  ^^  théorèmes  des  n~.  864,  873,  913 ,  914  et  915  se 
déduisent  avec  la  plus  grande  facilité  de  la  Théorie  des  fonctions 
génératrices. 

Il  est  visible  que 

«(7— 0*=»U«  +  7-O'-i}*î 

on  tire  de  là 

«(--,)  =«^-(--,)+J---^(--.t)+ etc.]    , 
les  coefficiens  de  f^  dans  le  développement  des  termes 

fournis  par  le  second  membre,  seront  respectivement 

Ajr,,        À%,        aV.,  etc. 

et  par  conséquent  on  obtiendra  le  coefficient  de  t*  dans  le  déve- 
loppement de  ce  membre,  en  développant  la  quantité 

{  (  1  +  A^,)" —  I  }%  pourvu  qu'on  applique  à  la  caractéristique  il 
les  exposans  des  puissances  de  ày^,  (n%  1035  )«  ^^^  ^^^  wtxt 

u 
côté ,  le  coefficient  de  r',  dans  le  développement  de  —  -^u^  est  égal 


\ 
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^  Vm^^n^y^ f  désignant  cette  nouvelle  espèce  de  dîâFërence  par  la 
caractéristique  A^^»  les  coeficîens  de  f^  dans  le  développement 
des  fonctions 

seront  ttspcctivemeiit 

ft  no^  conclurons  ^e  là  que 

cette  formule  rentre  dans  celle  du  n*.  873  ^  lorsqu'on  y  (ait  msi  et 
qu'on  change  n  en  h\  et  dans  celle  dun*.  864  ^  quand  izssi ,  m  de^ 
meurant  quelconque^ 

Si  la  çaractérbtique  jf  représente  l'intégrale  relatire  aux  diflFé- 
rençes  marquées  par  A^  dans  lesquelles  ^  varie  de  la  quantité  iz  »  les 
considérations  du  n"*.  10369  appliquées  à  ce  cas,  feront  voir  que 
^"V«  est  le  coefficient  de  if  dans  le  développement  de  la  fonction 

u  r --p  ^^^j    »  abstraction  fake  des  constantes  s^rbitr^ires  introduite* 

par  l'intégration;  et  comme  on  a 

pn  en  conclura  de  même  que  ci-dessus , 

niés  il  faudra  observer  de  changer  les  puissances  négatiyes  de  ^,  , 
en  termes  de  la  forme  xy^ ,  xy, ,  etc.  parce  que  le  coefficient  de  r*, 

dansledéydoppementden^-  — 1^  est  5B>,(  n\  1036):  avec 

cette  attention  l'équation  que  nous  yenOi|s  4*obteiûf  comprend  celles 
lïcs  n^».  913,  914  et  915. 


«{(i  +  T-O'-iJ-, 


y 


Si  Ton  change  ^^c  en  r-- ,  la  quantité  x^  variem  de  k  ^  lorsque  x 

variera  de  l'unhé ,  et  nk  sera  la  variation  de  fc\  relativement  à  la  ca- 
ractéristique a',  c'est-à-dire,  que  x^  deviendra  xf+k  dans  ^y^,y 


\ 
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et  x'^nk  dans  ^y^gi  il  est  TÎsible  que  les  ^uadoos  (x)  et  (i) 
subsisteront  encore  dan  cette  hypothèse  !  nous  pouTons  donc  les 
regarder  coniffle  ayant  lieu  lorsque  x  derient  jr-f  A^  par  rapport  à 
la  caractéristique  a  ^  pourvu  que  nous  supposions  qu'il  se  chance 
en  JT+nil  par  rapport  ft  U  caractéristique  a'.  Si  nous  concevons 
maintenant  que  k  représente  une  quantité  infiniment  petite^  ou 
Tacaoîssement  dx  ^  et  que  n  soit  infiniment  grand  >  nous  pourrons 
écrire  ndx=m^  «  désignant  une  quantité  finie  ^  et  changer  ày^ 
en  dy,  ;  mais  les  équations  (i)  et  (i)  deVenanf  alors 


»9^^ 


doivent  être  ramenées  à  l'homogénéité  conformément  aux  lois  du 
Calcul  di^entid.  Pour  y  parvenir  ^  il  suffit  de  remarquer  que 

en  ne  prenant  que  le  jnremier  terme  ée  la  série ,  on  obtient  oJy^  i 

dy  dy 

quantité  équivalente  ^  ndx  — ^  ^  ou  à  « -^ ;  et  Téquation 


^ym 


dy 


l(i+^J^*)*=**"^  conduit  à  i^i^dyj^t    dx^  en  supprimant 

pour  plus  de  simplicité  l^indict  de  ^^  que  Ton  peut  sous^entendre 
facilement  dans  ce  cas.  Par  le  moyen  de  cette  valeur ,  on  a 

A'V=»(*  ''*-i)-     (3), 

9 

I 


x'y 


il 


-   Mf 


en  observant  de  transporter  à  la  caractéristique  ^^  les  eipçsans 
de  dy^  et  de  changer  les  puissances  négatives  en  intégrales.  Ces 
équations  sont  les  mêmes  que  celles  du  n\9i5. 

Considérons  Taccrcâssement  n  comme  infiniment  petit^  ou  comme 

dx ,  A'y^  st  changera  en  iy ,  x'>,  en  ^/ydx',  et  (i + Ay,)- 


_  / 
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en  (i  +  Ay)    =::  e  ,  en  écrivant  dx  pour  n.  Le  développe- 

ment  de  cette  expression  est  i+i/jtl(i+A>')+ etc.  substituant 
dans  les  équations  (i)  et  (i),  eUes  donnent 

g;={l(l  +  i,))-       (,) 

équations  semblables  à  celles  des  n""*,  867  et  915. 

La  route  qui  vient  de  nous  conduire  à  ces  formules  a  l'avantage 
de  nous  découvrir  la  cause  de  l'analogie  des  puissances  avec  les  dif- 
férences et  les  intégrales ,  puisqu'elle  nous  montre  que  les  fonctions 
génératrices  des  différences  ide  y^ ,  sont  les  produits  de  la  fonction  u 

par  les  puissances  positives  de  la  quantité  -  — *  1 9  tandis  que  celles 

des*  intégrales  sont  les  produits  de  u  par  les  puissances  natives  de  la 
même  quantité» 

1050.  Laplace  a  obtenu ,  ainsi  qu^il  suit ,  pour  les  séries  de  la  forme  » 
^•+^itf  ^+J^*«V.  • . .  f  •  +JV^V+  etc. 
des  formules  analogues  à  celles  du  n**  précédent.  En  nommant  u  la 

> 

somme  de  cette  suite ,  ou  la  fonction  génératrice  de  y^*9  on  a 
Téquation  identique 

et  d'après  le  n*.  précédent ,  le  coeftcient  de  f,  dans  la  fonction 

i^T— ^— i)  sera  ^al  à  àl^.é^y^,  en  supposant  que  x  varie  de 

la  quantité  n.  Mais  le  coefficient  de  la  puissance  de    /  dans  le 
développement  de  uC — «— 1  j  est  ^^y^f  ainsi  qu'il  est  facile  de 

s'en  convaincre^  en  observant  que  le  coefficient  de  1^  dans  ttf —  -^  i  ) 

ut  «» 

et  continuant  ainsi  de  proche  en  proche.  Si  donc  on  développe 

suivant  les  puissances  dç  —  »*  i  ;  le  second  membre  de  l'équation 

identique 


*r*       .j  ■   ^j^ 
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identique  posée  plus  haut ,  on  pourra ,  dans  le  passage  des  fonctions 
génératrices  aux  coefEciens ,  remplacer  les  puissances  de 1  .par 

At 

m 

celles  de  ^y,^  multipliées  par  le  facteur  commun  a%  et  transporter 
après  le  développement,  les  exposans  des  puissances  de  ù^y,  à  la 
caractéristique  a.  Avec  cette  attention ,  on  aura  Téquation 

A'-.a-j..=  a'{  a-(  i+Aj..)--^  I  Y        (7)  j 

puis  en  écrivant  —  m  ^  au  lieu  àt  m  \  on  aura  encore ,  comme 
dans  le  n^  précédent  ^ 


^"•^'j-,=  r....  ■   r'x.  -TT-.  (8). 


Si  l'on  substitue  rx'  ï  x,  et  qu'on  désigne  par  y  ce  que  devient 

alors  j' ,  la  différence  de  s'  sera  -  :  en  supposant  r  icfiai ,  cette 

r 

dlffcrence  se  changera  en  i:i/;  on  aura  A^^=s=^y  ;  on  fera  en- 
suite «''=/',  pour  obtenir  a'=p"  et  a'y^^=p*'y.  Maintenant  si 

l'on  prend  n  infiniment  grand ,  et  qu'on  pose  -  =x  a ,  la  quantité  « 

pourra  être  finie  ,  et  exprimer  le  changement  qu'éprouve  x't 
lorsque  *  devient  **+«,  d'oii  il  résulte  que  a'".^"/»  ^""•/'V» 
désignent  pour  l'ordre  m  la  différence  et  l'intégrale  de  la  fonction  p^y'^ 
lorsque  x'  se  change  en  x'^t..  Remplaçant,  dans  les  équations (7) 
et  (8) ,  ^y,  par  dy't  il  viendra 

A'-,/.-y=/'"M>+''y)"— »}" 


et  ramenant  la  quantité  (i+<'^0'  *  l'homogénéité,  comme  dans  le 
n*.  précédent ,  on  aura  (  1  +<//)"=  «      ,  d'où  il  suit 

y-.;^y =/,"(;,•«  ''*'-l)-      (9) 

ï'-'Z-'^^ ^ (»°)- 

Apptniict,  *  ^ 


I 


iAh 
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Si  9  dans  les  éqaarions  (7)  et  (8) ,  Ton  suppose  n  infiniaiefiC 

petit ,  c'est-à-dire ,  qu'on  y  substitue  dx  ^  A'*«tf'/#  se  changera  en 

1 
d^.a'y,^  et  S'".tf'j^,  eu  53;/"^ V*^***  ^^  piusque  • 

tf-(i  +  Aj^,)*=i +i/;t{ltf(i  +  Aj^,)}  (  n*.  précéd.  )t 
on  en  conclura 

£^=«'{U(i+iy,))-    (II) 

Telles  sont  lies  formules  que  nous  avons  annoncées  dans  le  n^.  9x3  » 
où  nous  avons  donné  ^  d'après  Euler ,  un  cas  particulier  de  celle  qui 
est  désignée  par  (10).  Outre  ces  théorèmes  intéressans  ^  parmi  lesquels 
ceux  qui  sont  désignés  par  (7),  (8),  (9),  (10),  (11)  et  {ii)^hxï 
appartiennent 9  Laplace  a  de  plus  donné  dans  son  Mémoire,  un 
moyeo  ppur  en  trouver  une  infinité  d'autres  du  même  genre. 

dc^^^ïbS!       '^î**  ^^"  **  ^^  fonction  de  deux  variables  t  et  /,  dont  le 

développement  ait  la  forme 

.+^o>  i^'+J^.f  i^'+J'â»  t^^ +>'i»-.»  t^""*^  +  etc. 

+J^cf /'+y.M«'' +yn^^,^^^'i'^  +  etc. 

+J^o,  ^t" +J^,..nî^^'^''+  etc. 

^yo,n^'"        +etc. 
y,f  «i  désignant  le  coefficient  de  /V'^,  aura  u  pour  fonction  généra- 
trice. Si  Ton  représente  par  A^,, ,-  la  difêrence  de  la  fonction  j^,,^ , 
prise  seulement  par  rapport  à  la  variable  x|  ta  fonction  génératrice 

de  cette  différence  sera  u^ i^j  celle  de  A,,y„,,  sera  de  même 

uC-y-^  i\  n.est  facile  de  conclure  de  là  que  la  fonction  généra- 
trice de  a,a,^^„  ^^ ,  ou  de  A^^^^^,,,^«st  »^I-.i)(±  — i), 

et  qu'en  général  celle  de  a"    ^,,,,  sera  «^«—  A  (^ —  i\  , 
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Dans  le  c^raotael,  Texpressian  vy,y^  sera  le  symbole  d'une 
quantité  de  la  forme 

'-^.>#.+-5yr+.>»/+^J^r4*»x/    +etc. 

+  ^>.  Jr+i  +  C'y^i  f  rH-.  +  etc. 

reapression  v^a'^,,^  celui  d'une  quantité  composée  en  vy^y^,  » 
comme  la  précédmre  Test  en  jk*  t ,, ,  et  ainsi  de  suite  ;  la  fonction 
génératrice  de  Texpression  générale  v">,9  ,^  sera  visiblement  de  la 

forme 

•  B      C 
^  +  — +-r+etc, 

+  —+-7+  etc. 
C 

+  etc. 


en  sorte  que 


1^       5 
-rf  +  — h  etc. 


+  -r  +  etc. 

m 


si^a  la  fonction  génératrice  dfe  4      v^^y^^^^^tzs} 


Cela  posé  9  lorsque  ^désignera  une  fonction  de$  quantités  <^  et  -7-^ 


et  que  son  dévdoppemenf  9  suivant  lès  puissances  de  ces  quantités , 

a 

aura  un' terme  général  de  la  forme  -^,  le  coefEcient  de  fé*  dans  . 

-^-^,  sera  Ky^^l^^^  i  et  il  s'ensuit  que  le  coefficient  de  f^*' 
dans  If  i"  j  sera  v*>^9,:,  si  ^  a  la  forme  convenable.  On  voit  par  là 
que  v"y.  » ,,  s'obtiendra  en  écrivant  dans  j*,  y^  au  lieu  de  - ,  y^,  au 

lieu  de  -r^^t  en  développant  le  résultat  suivant  les  puissances  de  j^,  et 

à^y^i^  W^  changeant  les  produits  lC(^,y(j^,,y'  ««  -K^y*+rf,,+„; 

Vv  2 
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bien  entendu  qu'un  terme  tout  constant  JC,  équivalent  à  ^(j'O'^Cy,/)*, 
doit  être  remplacé  par  iC^,,,^. 

Pour  introduire  dans  le  calcul  les  différences  de  j^, ,  ,^ ,  il  faut  dé- 
velopper 5"  suivant  les  puissances  des  quantités  -  —  i ,  -7 i  ; 

un  terme  quelconque  du  résultat ,  étant  désigné  par 

K( i^  ("^  ""^y  et  multiplié  par»,  ou  ISl  2/ i  j  ^-7-  —  i  J  , 

donnera  lieu  à  un  développement  dans  lequel  le  coefficient  ft'"  sera 
exprimé  par  IT A     ^j^^^,,^.    Il  suit  de  là  que  la    quantité    v">,.,; 

se  formera  dans  ce  cas  en  substituant  à^^^g,  au  lieu  de i  ^ 

^^  ^xiyxjxi  a^  lieu  de -^-—1,  dans  j,  et  développant  alors  s* 

suivant  les  puissances  de  A^y,,/,,  Kiyxyx*^  puis  en  transportant 
à  la  caractéristique  a  les  exposans  de  ces  puissances ,  et  mettant  ainsi 

A    V,^.,  à  la  place  de  (A,^„.,y(A,,j^,,,J". 

x%x 

Si  Ton  désigne  par  x     j/x^x,  l'intégrale  au  coefficient  j', , ,; ,  prise 

un  nombre  r  de  fois  par  rapport  à  x  seul ,  et  un  nombre  /  de  fois 
par  rapport  à  x'  seul ,  et  que  Ton  représente  par  [  la  fonction  géné- 
ratrice de  cette  intégrale ,  celle  de  la  différence 9yx%si% ^^^^  d'après  ce 

qu'on  vient  de  voir,  ç^-  —  i  J  C—, i\  ,  et  l'on  aura  par  conséquent 


u 


Kt-OCt— 0=''>^'"^«=;7 


(7-)'G-)"' 

connoissant  ainsi  la  fonction  génératrice  de  s     ,yxyx,9  on  .aura  cette 


x^x* 


intégrale  en  passant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficiens.  Nous 
observerons  qu'à  cause  des  quantités  arbitraires  qu'elle  doit  com- 
porter,  il  faut  écrire 

/  I         \V  I  \''  abc  q 


/       y        j 


a        ù    ^    c  ^    q 


^   "^ g'^  +    i3  •  •  •  •  •  •  "T  jr,  » 
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a  f  h ,  Cf,,.q,  étant  des  fonctions  arbitraires  de  t'  et  «',  ^', c',,,.q» 
des  fonctions  arbitraires  de  /  ;  d'oà  l'on  conclut 


i— 


+  /*' 


y\rf 


1051.  Appliquons  maintenant  ces  principes  à  Tintcrpolatian  des 
séries  à  double  entrée,  recherche  qui  consistée  déterminer  lex^ 
pression  de  j',^^ , ,'^,^' ,  ou,  cequi  revient  au  même  ^  le  coefficient 

fé*\  dans  le  développement  de  la  fonction  -777-.   U   est    visible 
qu'on  a  l'équation  identique 

u  /        1— /\V     .    t~rV 


ti 


1  + 


^^o+'-^'c^r 


n'  /i—if^ 


+"i^fc:^(^-'y+  etc. 

1.1.5  \       t       / 

ri  n/\ — A/i — t 


u 


n  /i — r\      n    ;ï/i — t\/i — 1\ 

+  t(— >T7(— X— ) 

«'    n(n— i)y I— / w  i_,v  » 


^,j^^y 


V    +  etc. 
et  dans  ce  développement  le  coefficient  numérique  de 

~  •         " - 


I • !• 3««****' 


— r      r— /'      r' 


OU  [o][/j][o][/2'].  Cela  posé,  le  coefficient  de  r*/",  dans  le  dévc- 
loppement  de  «  (^-j  —  i^  (^-. ~  i^  ,  étant  a      y,,  ,^ ,  le    terme 
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général  de  rcxptfcssion  de  y^^n^^,^^,  sera 

'— r        f    — r'        /    r+r' 

[O]  [«]  [O]  [«T  A       J.,,,,,. 

formule  dont  on  tire  cette  série 

J'^fii^+,»=rar,x*,+  — A,Jf,,,,+ — ; ^-«yx^r,    +CtÇ, 

«  I        I        jr,  s' 

+  etc, 

que  nous  avons  dé)à  obtenue  >  n*.  894 ,  par  d'autres  considérations^ 
On  peut  lui  donner  cette  forme 

en  observantde  transporter^  comme  il  a  été  dit  dans  le  n"".  précéda 
à  la  caractéristique  A  »les  exposans  des  puissances  de  A^jr^, ,,,  ^x,y*un 
et  d'écrire  j^«  » ,,  9  au  lieu  du  premier  terme  x  ^  que  Ton  ddt  regarder 
comme  équivalent  à  {t^^y^f^^i^x^s^sy^ 

1053^  Proposons-noiis  maintenant  d'ordonner  le  développement 
de  j^t+,^,,,,  suivant  les  quantités  vjr,,«,  v*j^„,, ,  etc.  et  prenons 
en  conséquence 

^      B     C     D  Pl      q 

B'   c    ly 

/     f  f    f^ 


f  »» 


+  7=r» 
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B'      C      I>"  I 

etc. 

h     c  4 

il  Tiendra        t=s<»-l **-;•••<••••  +  -;;:* 

équa^on  semblable  à  celle  que  nbus  ayons  traitée  dans  le  n*.  ^039, 
et  pour  laquelle  nous  avons"  donné  Texpresâon  de  —  à  la  page  313; 
mais  dans  le  cas  actuel  ^  il  faut  développer  de  plus  les  coeffi« 
cieas  a  y  h,  e,...q,  suirant  les  puissances  de  -7-  »  ce  qui  changera 

la  quantité  i  -2?^,  ji..^, +^  <  Z,^  ,|^^^,  +  etc. 

+  c-^of  i^-»+É+  ^î-^o  it-i-»+.+  etc. 
+  etc. 

en  une  autre  de  la  forme 

M+Ni  +  etc.  +  -1(  j|f.  +  JV,î  +  etc.) 

+  ;t  (^*+ -^.î +  ««•).-. +^ -»'» , 
la  quantité         c  Z. ,  ^_^,  +  c  {  Z, ,  »_,"4.,  +  etc. 

+  «te. 
en  une  autre  de  la  forme 

M'\-iri+ttc  +  y(M',  +  N\i  +  etc.) 

+i<  Ai',+iV'.î  +  etc.  ). . .  + -;ir.  iM'^_., 

la  quantité  e  Z, ,  ^..^j.,  +  etc. 

+  etc. 
en  une  autre  de  la  forme 

M*+N\  +  etc.  +  l.(M',+N",^+  etc.  ) 


^44      Ch.  II.  Théorie  des  suites^ 

et  ainsi  de  suite.  H  est  facile  de  voir  que  la  sotnme  des  puissances 

de  -  et  de  ^ ,  dans  ces  expressions ,  ne  doit  point  surpasser  Tex* 
if 

posant  n  y  lorsque  cet  exposant  est  entier.  Cela  posé ,  on  aura 
vL  — 3f  +  i^c  +  etc.  +  -V  (iU.+  N,i  +  etc. ) 


r 


M'  +W'{  +  etc. 
+— ,-(M',+JV'.î  +  etc.) 


Jar-x  I»— I 

f 

JJf"  +JV'  ç  +  etc. 
+  -4-(r.+iV«.î+etc.) 

•        I  / 


iM("-«)  +  JVC- Oç+etc. 
+i-(i»f .(— )+ JV,("-)^+etc.  ) 

• 
• 


I 

+ 


./«— wf-i 


ilf 


(— 0 


+1 


et 
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et  comme  le  symbole  v^.,„  désigne  la  quantité 

+C>.,..+i    +etc. 

+  etc. 
et  que  le  coefficient  de  ft'*'^  dans  le  déveroppement  de  la  fonc- 

tîon  -—;,  est  exprimé  par  v^h^^+t*  (  n*.  loçi  ) ,  on  conclura 
te 

de  ce  qui  précède ,  en  passant  des  coeffidens  aux  fonctions  géné- 
ratrices t  que 

Mymjsi    +-^vy„;^    +etc. 

^#+»  i  i/=  ^ + M^, ,  ,^ + N^vy^ , ,,+.  +  etc. 

1 + 3f .<— '>y..H-.  »  .^. + ^/""''yy.+«_. ,  ,^.  +  etc. 


Cette  suite  s'arrêtera  lorsque  quelqu'une  des  quantités  vy^y^,^ 
v'^,,^^,  etc,  sera  nulle. 

Si  Ton  prend  vy^^^^^-o^  et  que  l'on  fasse  ensuite  :rs=:o  dans 
l'expression  précédente  de^^y^,,,  ^  on  aura 

appendice.  X  x 


/ 
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cette  expression  s^écrit  sous  la  fcMroie 

+«At^"^*^r.^M^4-; 

rîntégrale  du  premier  termie  étant -prise  depuis  r=o ,  jusqu'à  r=zn+ 1  ^ 
afin  d'y  compsMdre  la  somme  des  termes  depuis  r=o ,  jusqu'à 
^  n"".  S97  )  ;  rintégcHle  du  second  <tecme  étant  pme  depuis  r^^-^  , 
jusqu'à  r=/x,  et  ainsi  de  suite;  enfin  Hut^ale  du  dernier ^ 4epuis 
r=o ,  jusqu'à  r=/r— /«+ 1. 

L'jexpressîon  que  bous  Tenons  d'obtenir  pour  ^„  ^  ^  est  évîdea* 
ment  l'intégrale  complète  de  l'équation 

^+<^'yn%x^ 

1054.  La  recherche  de  cette  intégrale  se  trouve  ramenée  à  celle 
des  coefiiciens  M,  M^^....M' ,  M\,  etc.  qui  sont  précisément 

ceux  des  puissances  de  ~-  dans  le  développement  iks  fonctions 

^  ^o^,  »-4*H  +  ^  ^ai>*--i+â  +  etc. 

etc. 

ces  développemens  ser.ont  faciles  à  former  dh  qu'on  connoîtrà  ceux 
des  quantités  Z^^^^,^,,  ^«nft-^f^j  etc.  ou  en  général  celui  de 
Z^yri  mais  on  trouvera  sans  peine ^  par  les  formules  du  n"".  1042  , 

que 

I 

etc. 

r  ' 

* 


I 


• 


et  omune.  « ^  i?  f  >^  ^^«  ^^^^  ^  racuies  de  Téquatiott 

a  •*+  *  *""•+  ^  «"^* +f =c>, 

ces  quantités jeront  dau  le  cas  actuel*  de»  fonctions'  de  -y.  Si  Ton 
fait  — -  :â  5  ^  et  que  Ton  dS^rentie  /»  foîis  de  suite ,  par  rapport  ks, 
Texpresàon  de  Z«,  ^^  pour  en  âîminer  les  quantités— j  —,  —7,  etc. 

A       fi»     y 

on  parviendra  nécessairement  à  une  équation  finale  du  premier  degré 
par  rapport  à  la  fonction  Z^^  ^  et  à  aesr  coefficiens  dilërentiels  ;  ces 
quantités  y  seront  multipliées  par  des  fonctions  symétriques  des 
racines  «»  /B^  7^,  etc.  et  db  Içurs  différences,  fonctions  que  Ton 
pourra  par  conséquent  ejrprimer  d'une  manière  rationnelle  au  moyen 
des  coefficiens  de  l'équation  <i  9"  +  etc.  =  o  (  n\  1 59  )^  Faisant  en« 
siittat  dispaitntrs  les  dénominateurs  des   termes   du  résultat^  les 

quantités  Z^,,]  — "r^f  ^^^*  n'auront  pour  coeffi^cîens^  que  des 
fonctions  rationnelles  de  #  ou  de  --^  f  c%st- à-dire ,  que  les  termes 

de  l'équation  finale  seront  de  la  forme  K^  ~TW^  ^^  P^^^  ^  ^^  ^' 

désigne  le  coefficient  de  ^ ,  dans  le  développement  de  Z^,^,  le 
terme  x^  deviendra  î  (  *— r) (  r— f*  +  1 J  >'/'^  9  en  passant 


dans     ^    yv en scttte  que  i(i— •x).«....(i' — fA'^^)Khi  sera 

« 

le  coefficient  de  i"^"^ ,  dans  Péqpiation  finaFe  «  ef  qne  par  con- 
séquent  il  faudra ,  pour  avoir  celui  de  i'  dans  la  même  équation , 
changer  i  en  i  —  »i  +  ft ,  et  a,-  en  A;.^,,,^  r  on  aura  donc 

(c^m  4. ^) (;_  fn-i-y^  —  t).^ (  i—m  +  x  )Kxi..^^  , 

pour  ce  coefficient ,  le  même  que  cdul  de  •-^.  Il  est  visible  que  si 

dans  cette  équa^on  différentielle ,  oiï  remplace  les  fonctions  gé- 
néacrices  par  leurs  coefficiens,  on:  la  transformera  en  une  équation 
aux  différences^entre  les  valeiirs^successives  de  Aj  ,  et  dont  l'intégration 
donnera  ces  valeurs.  Par  là  l'intégration  de  l'équation  vy^y^i^^^ 

Xx  x 
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est  ramenée  à  celle  d'une  équaflon  auK  différences  à    deux  va- 
riables seulement  et  à  une  intégrale  définie. 

Pour  donnet  une  idée  de  Tapplication  des  formules  précédentes  ^ 
supposons  qu'on  ait  l'équation  du  premier  ordre 

Dans  cet  exemple 

B     B'  B'  ^ 

{=^  +  y+— ,  tf=^+y,  *=?/?,  C=0,etC. 

b  b 

d'oîi        •  7=4+ -•       n  9  +  ^=0,       •  =  —-  =  *, 
^  t  a 


f^\r 


Z.,r= 


{A-{.B's) 


tf«'+d"       (— ^)'*'  ' 


en  écrivant  «  ,  9U  lieu  de  -;■.  Diffiîrentiant  la  dermère  expresâon 
de  Z,,r,  on  trouve 

ds     "  (—-»)'*'     ' 

....         ,    ^       .        {A+B's)'      ..     .    ^ 
et  éliminant  la  fonction  — ; —         ,  û  Tient 

AT. 

ff^{A+B^s)^rB'Z.,i=Oi 

substituant  enfin  dans  cette  équation ,  à  la  place  des  fonctions  géné- 
ratrices ,  les  coefficiens  de  -7-  •  on  obtient 

Or  la  quantité  *Z.,^^,+ cZ,,,j_«i^+ etc.  se  réduisant  à  son 
premier  terme  ^  donne  seulement  Mi  =  Bx^  ^  et  Ton  en  conclut 

rintégrale  étant  prise  depuis  r=o,  jusqu'à  r=n+i.  Il  faut  fiure 
attention  en  intégrant  l'équation ,   d'oh  dépend  a..  ,  que  b  coos^ 

tante  arbitraire  btroduite  soit  telle  qu'on  ait  \^=  - — «v^fr* 
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105 ç.  L'équation  vy,,^,=  Ot  ou  ^ 

®=^  +C'>.,..+.    +etc. 

conespond  à  l'équation  {  =  o ,  ou  à 

...se  q 

A+—+— +  -i-      e 

r       /•  m 

B'     C 
+-7+—+ etc. 

^""^  +-7;+ etc. 

X 

qu'on  obtient  en  substituant  dans  la  première ,  au  lieu  des  coefficiens 

J^*fjr/+«f    etc. 

etc. 

leurs  fonctions  génératrices 

u  u 

etc. 

car  il  est  facile  de  voir  que  toute  équation  du  premier  degré  ^  qui  a 
lieu  entre  les  coefficiens,  doit  avoir  également  lieu  entre  les  fonc- 
tions génératrices.  L'équation  {=o  rentre  évidemment  dans  Téqua- 

I  t 

âon  (1)  du  n\  1015,  lorsqu'on  y  change  -  en  «^  et  -  en  i8;et 

^*on  doit  saisir  maintenant  la  liaison  des  méthodes  qui  nous  ont 
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conduits  1  Tune  et  à  l'autre;  la  fflême  corFespondaâee  existe  à 
IVgard  des  fonctions  d'une  seule  variable. 
Il  suit  de  là  que  l'intégration  de  l'équatioa  vj^«9xi===^9  par  la 


seconde  méthode ,  revient  à  d^ennnler  l'expression  de  - ,  dé 

ioppé^  sm^nsfit  fts  puissances  de  - ,  au  moyen  de  l'équation  1=0  ; 

f 

or  il  y  a  aussi  dans  cette  méthode,  comme  dans  la  première ,  des  cas 

oh  l'expression  de  —  se  présente  d'abord  sous  la  forme  d  une  suite 

infinie.  L'équation 

i        a       b 

qui  correspond  à 

est  un  de  ces  cas  ,  parce  que.  la  plus  haute  puissance  de  -  y  est 

multipliée  par  ^.  Voici  l'artifice  qu'employé  Laplaçe  pour  lever 

cette  difiiculté. 
L'équation  proposée  donne  immédiatement 


a 

I T^ 


d'oii  on  tire 


j*f 


"      f 


La  dernière  de  ces  expressions  étant  écrite  ainsi 

,1  G--*+oT+-*+<p-*)r 


t't'" 


0-0" 


J 
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devient  susceptible  d'un  développement  terminé  suivant  Us  puis« 


sances  de  -  —  *  ;  on  en  tire 

r 


X{tf'+-(c  +  «*) 


I* 


7-* 


^"^^LAi^c  +  aby— :  +  etc.}; 


fiésant  pour  abréger         • 

X  1  ^ 


i.x  i.i  ^  i.i    ^  ' 

'  i.x,3  i.i       I    ^  ^ 

etc« 
il  viendm 


«'         ^#        .  j*'— I 


-0-0 +"4-0 


_!L.==J+^/7-*)     +^. 


V  V  V 


7-'  (?-0'       G-0" 


\ 


%k 


^% 
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i         a       b 

donnant  aussi 

I 

I  t 


L'équation  -— — .^■^--  —  c=r:Of 


on  peut  chasser  la  quantité  7  —  ^9  du  résultat  d-dessus ,  et  si  on 
le  fait  dans  les  termes  afiectés  de  V^^ ,  F'^^  y  etc.  on  obtiendra 

\^Jj^(l^aS 


f 


Passons  ouintenant  des  foncdoos  eénér^trices  aux  coefficiens.  U 


u 
est  visible  que  celui  dç  ft*,  dans  -^-^ ,  «st  ^„ ,,  ;    la   quantité 

«(^^-^*V  mise  sous  la  forme  »*'r--;— i  Vêtant  développée, 
devient 

h'{   "  r         «  ,  r(r— 1)         n  ) 

P     <     1——     •■va   —     I  I         I        I    pi       -I-  ■    W  II  «a^  etc.        f     • 

d*oh  l^on  conclura  ^le  le  coefficient  de  /*/'"',  dans  cette  fonction  est 

développement  qui  est  celui  de  *'A',/*^p^V  pourvu  que  Ton  fesse 

x'=  o  après  la  différentiation..  On  se  convaincroit  de  la  même 
manière  que   le   coefficient  de  ftf""^  dans  le  développement  de 

«  r~  —  tfV  dplt  être  a'a\\J^^^—^  ,  en  faisant  ;t  =  o  après  la 

différentiation  ~ 


i 

I 

1 

t 
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dîffêrentiation  ;  et  Ton  aura  enfin 

'^  f 

+>'.i^-'i'J'^~)..i...+f..y.,. 
•••+r4^'»'^'.(^) 

pour  Intégrale  de  Téquation 

En  développant  cette  intégrale  ^  on  reconnoîtra  sans  peine  qu'elle 
exige  la  connoissance  de  la  première  ligne  horizontale  et  de  la 
première  cotonne  verticale  de  la  table  à  double  entrée  ^ui  correspond 
à  l'équation  proposée^  . 

1056.  Des  considérations  absolument  semblables  à  celles  du 
n\  1049  9  ^^^^  ^^^  conduire  aux  formules  que  nous  aVons  déj^ 
obtenues  dans  les  n"".  865  ^  867,  869,  895, 

Soit  maintenant 

.+ y^t  x^+yi , .«'+ j'.,  .<*''+  etc. 

+  etc. 

Si  Ay,f,,y  désigne  la  différence  de  y^^r^,  prise  en  faisant  varier 
en  même  tems  x  et  x/,  la  fonction  génératrice  de  ^"^jr^y,,  sera 

^^  -^-^  I  ^  9  h%  1051  ;  msds  il^est  vbible que 

et  que  par  conséquent 

Appmdict.  y  y 


354      Cm.  il  Tnàojti r  i>eê  st/irjts, 

le  développement  du  second  membre  de  cette  équation  pouvant  être 
ordonné  suîvantles  puissonoef  db«-^i^i  etdk^  —  i,  itontiendra 

les  termes  «<(-— i^,  ^G"^'^  *  ^^  ^'^^  ^  fonctions  généra- 

•  î»  fi' 

trices  de  4  ^xt^o  ^  ^y«»«'*  passant  doAC  de  ces  fonctions  i  leurs 

coefEciens ,  on  aura 

en  observant   de  transporter,  dans  le  développement  du  second 
membre^  à:la<;ara€téristtque  A  lcs.exposans  de  à^y^^,,,  à^^yx^,,* 
Il  suit  aussi  de  ce  qu'on  a  dit  (  n*,  1051  ),  sur  les  fonctions  géné- 
ratrices des  int^rales ,  que  Téquatiôn 

doit  avoir  lieu  dans  les  mêm^s  conditions  que  la  précédente  ^  et 
en  remplaçant  les  puissances  négatives  âts  difilérenGes  par  des 
intégrales. 

Dans  les  formules  ci*dessut  ^  les  dSfférepces  des  variables  x  Hj/ 

sont  égales  à  Tunité;  mais  il  est  visible  que  «T^T-^i^r***  ^j     ^st 


la  fonction  geaer4irMe.de  la  4ifférea0e  a'"^,,,,,  prise  en  faisant 
varier  x  de  n.et  x'  den'i  et  en« vertu  de  l'équation  identique 

"(77=^-  ■  )'=«{(  ■+;-)"<■  +  p-r-}". 

il  viendra  «ocore 

A'>.,.,=  { (1  +  A^.,., )"(  I  +  A,<jr.,„)"—  I  }■ 

^fm \ 

dans  les  mêmes  conditions  que  cl-dessu$ ,  relativement  aux  exposans 
des  différences. 

Ces  équations  subsisteront  encore^  si  l'on  suppose  que  les  différences 
de  X  et  de  x'^  au  lieu  d'être  i ,  relativement  à  A,y,,  ,^  et  à  A„y^j ,, , 
soient  k  et  V;  mais  alors ,  d?ns  à!y,^^,  y  les  différences  de  x  et.  de  x' 
seront  respectivement  kntt  kn\  En  considérant  k  et  k'  comme  infi- 
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niment  petits ,  ou  comme  dx  et  dx',  tandis  que  n^  ri  seront  infinis , 
00  foonr  fttor*asS  A',  hWsstk^-  «  et-  «'  désgnmt  des  quantités 
finies;  dans  cette  hypothèse,  ^,y,t,,  et  A„_y,,,^  deviendront  les 
diâ^ntielles  ^lidles  de  ^,  et  $«  changeront  par  conséquent  en 

•j-dx,  -7-rdx  X  on  aura 
d^oU  on  déduira 


A'V, 


•/« 


W— — il    ■  I    ■■ ^  a 


»^-y«- 


Supposons  maintenant  que  les  accroîssemens  /i  et  n'  soient  infi- 
«ifliefit  petits  ^  tandis  que  il  et  A'  soient  fiais ,  ce  ^  clungera  nk 
en  dxy  tlV  en  «ii/^  et  A'"y^,  ^  en  O^  î  nous  aurons 

iformule  qui  revient  à 

On  trouveroit  facilement  pour  fonctions  de  trois  et  d*uii  plus  grand 
nombre  de  variables,  les  formules  conespondantes  à  celles  qui 
précèdent^ 


mmàk 


Yy  % 
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CHAPITRE    III. 

>  <  • 

Application  du  Calcul  intégral  à  la  Théorie  des  suites. 

1058.  Li'iNTÉGRATiON  des  difFéreatielles  à  une  seule  variable 
ayant  conduit  à  des  séries ,  on  en  a  conclu  qu'on  pouvolt  repré* 
senter  une  série  par  une  intégrale,  et  comme  on  a  des  méthodes 
pour  calculer ,  au  moins  par  approximation ,  la  valeur  d'une  inté- 
grale ^entre  des  limites  données  (  n*.  470  ) ,  on  a  cherché  à  re» 
monter  d'une  série  à  l'intégrale  dont  elle  est  un  des  dévdoppemens; 
C'est  par  ces  considérations  qu'Euler  a  créé,  pour  la  sommation 
des  séries  et  la  recherche  de  leur  terme  général ,  des  méthodes  très* 
ingénieuses  que  nous  allons  faire  connoître  successivement. 

De  la  somma-      ^^  première  de  ces  méthodes  consiste  à  effectuer  sur  la  série  pro- 
tîon  des  séries.       posée  des  opérations  telles  que  les  résultats  successifs  condubent  en 

dernier  lieu  à  une  sériée  que  l'on  sache  sommer ,  ou  qui  soit  semblable 
à  la  proposée. 

La  progression  par  quotiens  (  ou  géométrique  ) 

a         a+k         a+iè         a+}h  a^{n—t)l 

s=x    +X  +X  +X  .é^.^.+X  y 

est  un  des  cas  les  plus  simples.  En  passant  le  premier  terme  du 
second  membre  dans  le  premier  membre ,  et  ajoutant  aux  deux  le 

terme  x        ,  il  vient 

^  — ^  +x         =     X        +x +:r.  ^ 


==xV    -^x^' ^^-+(— )*|. 


.  a        a+nk  h 

d  ou  on  .tire  s^-x  +x        =  5  :r  ;  et  par  conséquent 

X  — Jt 

'= T"- 

I X 


4 
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Les  premières  opérations  de  l'Algèbre  suffisent  non-seulement  pour 
ce  cas  9  mais  encore  pour  toutes  les  séries  dont  le  terme  général 
^st  de  la  forme 

-ainsi  qu'on  peut  le  voir^dans  les  Elémens  d'Algèbre:  passons  donc 
aux  artifices  tirés  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral. 
1058»  Considérons  d'abord  la  série 

en  multipliant  tous  les  termes  par  — ,  oi\^  obtiendra 


btégrant  ensuite  il  viendra 


:e— *•+* 


|_f-  =X  +  X^+  X^..é.éé..+  **= 


— *; 


/ 


on  aura 


sdx       dx^(^n+i)x^dx  +  nx^'dx 

_  =i: r- ■' j»" 

X  (ï— •^) 

d*oîi  Ton  déduira 

X'^(n+i)x^'+n^^  ^ 

La  série  que  nous  venons  de  traiter  est  comprise  dans  cette  autre 
plus  générale 

+  («  +  («— O*)* 
Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par  px'dx,  nous 

aurons  ^ 

psxdx^apx      dx.»,,  +  (a  +  (n^i)i)px  4xi 

cette  série  se  ramèneroit  comme  la  précédente ,  à  une  progression  par 
quotiens ,  si  pour  toutes  les  valeurs  de  »  on  avoit 

(a  +  («— x)*)/'=a«  +  («^i)^  +  '+ I, 
ou      4»/>— i  +  (»-:x)V=*+/  +  ('*""0^f 
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or  ^st  Ce  qui  aura  lieu  si 

ap^^'isza^r  et  tpsszfi^ 

équations  qui  donnent /»  =s^  7- j  rr^ 


J/^ 


^ 


^I?^ — '^^ 


oh  pai^  là  d^Eéretttiadoo  oa  cottelufa  Farpm^dti^  de >^ 
Si  le  terme  général  de  la  série  proposée  est  de  la  forma 

•+(/i-i)iJ 


et  qu'on  multiplie^ar/Fx^iy^  les  deux  membre  de  l'équattoo  «^ 

on  pourra  détefttiher  ft^f  dë^^riianière  à  fidte^disparokre ,  par  Tin* 
tégration  ,  un  des  facteurs  d«  coeflldent  de  chaque  puissance  de  ^  9 
et  cela  ^  en  rendant  ce  facteur  égal  à  l'exposant  augmeîité'dtflWté  j 
pn  formera  ainsLl'équatîdif 

d'oh  on  tirera       />c=es  jB, /Fe2=«-^i8  +  r+i  et 


*. 

'=:• 


jBe+itei-i-^c — ç 


•Wa 


iiu  moyen  de  ces  Taieui^  »^  aa  atira 


6         r  ^  «t+^+l 


+  (tfn  +  *)* 


-^+{«--x)i8+H*» 


La  série  du  second  ntenAre',  étant^dë  la  mêdie  forme  que  la  préeé^ 
nte ,  <Hi  y  substituera  sa  Taiear ^^détermûiét'  d%iieàs ceqa'oo  a  vu^, 
on  aura  ainsi  une  équatioa  finie  entré  ccMe  vatmt  et  Pintégcale 
x'dx^  qiû  Gond^ita' par  b^  4fii»ciitUitibâ*  à' rêi^ffeèsion  de  5. 
On  obtiendra  infmédiatàrtent-  une  éqa^tie»-  fiditf  du-  mtiae  genae 
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en  multipliant  par  px"y\^  deux  membres  de  celle  que  nous  venons 
de  UQurer  9  et  postant 

(  tf  »  +  *)y=i=/ft  +  (/i— i)  i8  +  r  + /+ 1 , 

d'oii  l'on  déduira 

^  M      Bi-^àLa  +  ^a — ra  —  la        fihc'^fiac'^ac 

'^      it^  a  ac 

intégrant  ensuite ,  il  viendra 


^     ^  "'  ^">  ^  ^dx 


-      •  •      I  I  I  ■  ■  ■■■  ■?    .  ■»   I 


tstX 


(=^y 


deux  di£Férentîations  successives  feront  disparoître  les  signes  /  du 
premier  ipembre^  et  conduiront  à .  une .  équatipp  dont  il  sera  facile 
de  tirer  ^.     . 

11  est  visible  que  le  même  procédé  s'étend  à  toutes  les  séries 
dont  le  terme  général  est  de  la  forme 

1059.  Cest  en  Tenveisant  ce  procédé,  qmf on  Tap^ue  aux  sériel 
dont  le  terme  général  ^  de  la  forme 


■MMte 


{an  +  b){cn  +  c){fn  +  g) 

Soit  d'abord 


^a+b  "  an  +  b 

on  multipliera  seulement  par  p  x\  et  on  aura 

on  difiérentiera  eqsuite  pour  obtenir 

px  és^rpsx     aXiss,  — «  •  é  •  +  — ■^— — — ,      '  ■     ■■■"■  -  > 

^  ^  4+3  tf/2  +  3  ' 

et  on  4étermuiera  r  et  /^  de  sunilère  à  Fepdre  le  coefficient  du 


y 
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numérateur  égal  au  dénominateur  j  quelle  que  soit  n.  On  fera  donc 
^n+b:=pa,+plin — pfi+pr^        az=zpli,        *=/f€6— /?/3-|-/yr, 

d  OU  u  résultera  jp  2=  - ,   r  3= ,  et 

nx        ^        ds+{ali'^aA+bfi)x        ^  sdx 


fidx 


C^)' 


on  conclura  de  là  ^  par  le  secours  de  l'int^ration , 


^intégrale  indiquée  dans   cette  formule  doit  s'évanouir  lorsque 

AT  =  o. 

Pour  avoir  la  limite  de  la  série  proposée ,  il  faut  prendre ,  au 
lieu  de  la  sofnme  de  la  progression  par  quôtiens 

te 


sa  limite  ,  et  il  viendra 

,j8— ij8        <ij8+*ô— <« 


a 


*  =  -*  J ;- -j i 


Si  Ton  fait  xcsj  ,  dans  la  série  proposée,  et  quon  suppose  en 
même  tems  ct=iS=  i ,  elle  deviendra  seulement 


«-- !^+ 


On  ne  pourra  pas  établir  l'hypothèse  de  x=i  i  ,  dans  les  expressions 
différentielles;  mais  on  f<^a  «essj3=i^  dans  l'expression  intégrale 

qui 


qui  5e  changera  en  - —   /  j 


ax^ 


depuis  x=o,  jusque  jt=i,  pour  obtenir  la  softifliis  de  la  série 
particulière  qut  nous  considérons  maintenant*  La  limite  se  troû- 
Yeroit  en  faisant  i»  =  1  et  /B  =  i ,  dans  l'expression 

û  ^         /V      ^    'dx  ,  qui  répond  à  ia  suppoaitii 


f' 


-X 


fésukcroit  — ^   J  • 


pisqvi'à  lr«si.  Voilà 


,  Passons  à  la  série  dont  le  terme  général  i^it-ir  b)(m'Çe)  '■°*'™* 
deux  facteurs  à  son  dènomînsrteur  et  oli ,  çôur  abréger,  nous  avons 
mis  x^  au  lieu  de  x*^— >*,  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralké 
de  l'expression.  On  aura ,  relativement  à  cette  série ,  l'équation 

d'oii  l'on  déduira 

On  peut  toujours  détermïïier  les  nombres  /»  et  r  de  manière  à  faire 
disparoître  l'un  deS  factfeuïs  du  dénominateur ,  en  posant 


L         i 

^J(^s)         x"" 

— f-n— 1 

i 1  =  — *— -  ••  • 

dx              c+e 

'Appendice. 
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Zz 
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b 

Maintenant  si  Ton  (aisoit — i  =  /,  on  auroît  une  série  qui 

dx 

seroit  dans  le  cas  de  celle  que  nous  aroas  traitée  plus  haut  ;  mais 
on  arrive  immédiatement  au  résultat  en  la  multîpliagt  par  p'x^'^ 
ce  qui  conduit  à 

h  h     g  h 


'  —  — — •  ••••••  .  +  — 


ap'd{x'\d(x^s)))_ 


dx  c^c  '  cri+c       ? 


dx*  c+c 


>'(-+«+''— ï)*^ 


— j-«4-/— a 


cn+e 

posant  ensuite 

—  +p^n+py — p^zncn  +  r, 

il  vient 

/»=SC,       I-— I— -  +  -, 

et  l'on  a  pour  dernière  transformée 

è     e        è  e  «  . 

' j:? --' +' 

9 


€ 


=''(^> 


En  intégrant  deux  fois  de  suite,  puis  tirant  la  valeur  dt  s ,  on 
trouve 


*    i_i  1 


="^y*   '  ^''yKi^y 


S 

acx^ 
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et  en  réduisant  la  double  int^rale  à  des  btégrales  simples  (  n"".  486  )  ^ 
il  vient 

h       ^       €  h         „  , 

»= — ' 1 • 

n  &ut  observer  que  cette  dernière  expression  se  réduit  à  ^  quand 
icss^ae^  parce  que  la  précédente  étant  alors 


--J' 


acx* 
doit  se  ramener  immédiatement  à 


^*^*  ''KT=r)--^*'"^^**K-r=r) 


<= 


acx^ 
et  que  dans  le  cas  o\ibc:=sat^  le  produit  (tfzi-f  ^)(<^a+0  devient 
ç{an'\'by  ^  en  y  mettant  pour  e  sa  valeur. 

U  est  aisé  de  voir  que  si  l'on  vouloit  obtenir  la  limite  de  la  série 

proposée  3  il  faudroit  mettre  sous  les  signes  d'intégration ,  au 

Keu  de u 

I— AT 

La  méthode  est  générale  ^  et  s'étend  à  toutes  les  séries  dont  le 
dénominateur  peut  se  décomposer  en  facteurs  rationnels  et  du  premier 
degré  par  rapport  à  /z.  En  suivant  la  marche  tracée  dans  les  deux 
exemples  précédens  ^  on  trouvera  que  la  série  ^  dont  le  terme 
général  est 


^  pour  somme 

s^ ^fx^      ^      dxfx^     f      dxJxfdxQ—^y, 

aofx^ 

Zz  X 
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et  réduisant  à  des  int^rdles  amples,,  «a  ditiendra 


e    g 


k    h 


ax    V'*^<^(  ■'__*'■) 

forme  qui  présente  une  loi- tris-simple ,  d'après  laquelle  on  peut  coii< 
tinuer  ces  expressions  aussi  loin  qu'on,  roudra. 
Lorsque  le  terme  général  sera 


*• 


on  aura 

,      i-1-.      1-^-.      r..*^.      *  ri:z£.\ 

t  = j/x*      «      dx/x<'     f      ixfxf    *      dxfx^dx\  I—*  ) 

aèfhx* 

«:"  V**ix(-~^)  ex    '^fx'dxÇ'^^ 


wmmmmmm» 


h 


o 


io6o.  Ces  expressions  donnent  -  quand  ks  facteurs  da  dénonu* 

o 

nateur  du  terme  général  sont  égaux  v  il  ^t  plus  simple  de  chercher 

immédiatement,  en  supposant  dans  les  calculs  indiqués  ci-dessus , 

tf  =?  c  =/=  etc.'      *  =:^  =  A  =  etc. 

Its  expressions  qui  conviennent  à*  ce  cas,  que  d'entreprendre  de 

les  déduire  des  précédentes.  Lorsque  le  terme  général  est  p — — tt^  , 


OR-  trouve 


--J^f^^K-—-) 


a'x* 


h  h  i 


(b)V3r-*/x(i^)~llxA'J*0*)(-^^)+A''/*0*)<'^i^) 


î        ■  I  .  I  I    ■  ■  ■■  ■■         I  n    r    r    4 


lorsque  ce  même  tenue  est  7 — --Tr-  9  ï  vient. 

t  »  i 

et  poof  Pexpressioa  j        ,v^  »  on  a  en  générrf 

-  J      •  V        '        * 

Ces  valeurs  se  sïmpHfient  beautoup  lorsqu'inr  y  fait  x=^  i  ^  ce 

qui  donne  1  ;r=o ,  en  dehors  dès  intégrales  seulement  ;  on  obtient 

> 

alort 


t 


5±^ 


ï.lé  J.é<é(/W-î-l)a"*   "^ 


pour  la  somme  de  la  série  dont  le  terme  général  est  7 r^  i 

l'intégrale  étant  prise  depuis  rr^rov  jusqu'à  ;râsi ,  le  signe  +  ayant 


$6B  Ch.  III,  ApPLltATt'On  DÇ  CALCVt  INTiGiLAL 

«If  -4-  j3 ,  et  on  ramené  la  série  proposée  k  ce  ^'«lie  «r«t,  si  l'on 
en  retranc))oit  le  dernier  terme.  On  obtient  de  cette  manière 

.rcW*-dî±f)£!l  .K'^jB) tâw+/g)»»»^' 

posant  K*«+iî)=/ï+r+i ,  îl  vient  z»»-^  r^-^ï-f  i ,  et 

et 

d  OÙ  l'on  conclut 

—7—^ l=(«+^>..,..-.+(*+iB) (*(«— l)+i8)*^-' 

et  faisant  pour  abréger  (A-f/2)..««^«(<»ii^^):=:^^  on  » 

lorsqu'on  délivre  cette  équation  du  si^ne  f,  en  la  différentiant  ^  elle 
conduit  à 

équation  du  premier  ^ré  «  da  ptçnMT  oréK ,   duot  Piatégrale 
donnera  l'expression  ^  s^ 

Il  peut  arriver  que  lâiaqM  terme  de  1|  sérîe  propqiéc  cofttieoac 
deux  ou  un  pkis  grand  nombre  de  facteurs  de  phis  que  cdm  qni  le 
précède  ;  il  faut  alors  un  nombre  d'opérations  svecessiv«s  égal  à  cdni 
qui  marqpie  l'^ccroissefaent  du  nombre  des  hçttwn  d'an  terme  à 
l'autre.  Si  Ton  avoit  ^  par  exemple 

une  première  opération  semblable  à  celle  qu'on  vlçn^  d'é^ectucr 
ci-dèssus ,  changeroit  l'expression 

(*+i8)(X(*+l8) («(l«-^l)  +  i3)**, 

terme  général  de  cette  série  ^  en 


(«+i8)(x*+i8) (*{in—i)+^)x    «*    , 

et 
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et  une  seconde  opération  effectuée  de  manière  à  faire  disparoître  le 
facteur  {ft{xn^^%)+fi) ^  réduira  le  résultat  ci-dessus  à 

(i«+i8)(i«+i8). («(2/2— 3)  +  i8)«^-% 

terme  qui  précède  celui  qu'on  a  pris  pour  le  dernier  dans  la  série 
primitive. 

Cest  encore  par  le  même  procédé  qu'on  traiteroit  les  séries  dont 
le  terme  général  est  de  la  forme 

(*+i8)(i*+iB) (*»+iB).(p.+  J^)(l>+J^) {yn+l)x^i 

par  une  première  opération  on  feroit  disparoître  le  facteur  «/t+jS, 
et  par  une  seconde  le  facteur  >n + J^  :  en  suivant  la  même  marche , 
on  s'éleveroit  facilement  aux  séries  dont  les  termes  généraux  ren- 
fermeraient trojs  pu  UQ  plus  {;raad  nombre  de  progressions  de 
Êtcteun» 

1063.  Lorsque  les  facteurs  sont  au  dénonûnateur  ^  que  l'on  a  ^ 
par  exemple , 

on  employé  la  ^£Ëreiitiatioa  ;  il  vient 

Mf£2_.^ll+0£ />(«4t);i^- 

dx  «+j8       («  +  i8) (««  +  ^)* 

Pd{sx')  X  *■'* 

Ca  déyeloppant  l'équation  difiérentielle 

pd{sx')  Jt" 

pn  trouvera 

fiJx'^xdx          LA''^s^)dx 
ds+^ j=-^- 7— i : 

^pptndicti  A  a  a 
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X     fi 

équation  qui  s'iatègre  en  la  multipliant  par  e*  x^ ,  et  donne 


S=i-C^X        * 


Deux  opérations  semblables  à  la  précédente  ,  effectuées  successi- 
vement sur  la  série  dont  le  terme  général  est 


pu  dans  laquelle  le  dénominateur  dhin  terme  quelconque  «  renferme 
deux  facteurs  de  plus  que  le  dénominateur  de  celui  qui  le  précède , 
la  ramèneront  à  ce  qu'elle  seroit  ù  Ton  en  retranckoit  son  dernier 
terme.  l\  en  sera  de  même  d'une  série  dont  le  terme  général  aura  un 
dénominateur  composé  de  deux  classer  de  facteurs  ^  et  en  général 
rien  n'est  plus  aisé  que  de  pousser  l'application  de  la  méthode  ausd 
loin  qu'elle  peut  aller. 

Lorsque  les  facteurs  du  dénominateur  sont  élerés  chacun  à  une 
même  puissance,  le  calcul  mène  à  des  expressions  plus  simples. 
Quand  le  terme  général  est 


i^  +  fiy (*»  +  l3)*» 

on  trouve 


cL-d{xJ(x*s))    ^ £^ 


i  i^+i^y (*n+fiy' 

x'^dx^ 


pour  le  terme  général 


x^ 


i^  +  ^y A^n+ny  ' 

on  obtient 

a^d(xd(xd{x'^s)))  V 


£  "■    i*+fir (««.+18)" 


et  ûnsi  de  suite. 
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1064.  Pâmons  mamtenant  à  la  série  dont  le  terme  général  est 

(•-»  +  *) .^(an  +  t)  ^. 

(«+^) (*»  +  /3)      * 

on  obdent   d'abord ,  par  l'introduction  du  facteur  j?;^'  et  Tinté- 
gradon, 

r    tj  /'('*+*)       M«  .       X<«+*) (<»«+*)         »i.i^. 


(r+i)(«+i8) 


(r+«+i)(*+^)...(««+i8) 


posant  tf/^n+;^^=r+/|-fi,  il  vient /» «ES- ^  rss-.— -,  et 

«*  (tf  4- *). . . .  («(«—l)  +*)*« 


«  ~"«<+i3 ~~^(*+i8).......(<«i+^) 

multipliant  ce  résultat  par  p  x\  puis  prenant  sa  différentielle ,  en: 

fL      h 
faisant  kp-^-apn^ç-apr^aïui'icftt^  %  on  trouve  /=a=(* ,  /•=? , 


"^p^—^i 


/^ 


six)  (*  +  *)•..•{<«»  +  *) 


■  " i»    ■  ■»! 


■     T  I  '  -         -  ■ *-  ^ 


^X  n 


Cet  exemple  montre  assez  comment  H  jfmt /opérer  sur  les  autres  cas 
compris  dans  la  classe  de  séries  dont  il  fait  partie. 

1065.  Depuis  le  n\  1061  nous  n*ayons  donné  que  les  sommes 
des  séries  proposées  ;  mai»  il  est  vtsiMe  ^u'en  supprimant  dans  leurs 
expressions  le  dernier  terme  de  la  série  ^  on  aura  sa  limite  :  on  trou» 
vera  ainsi  ^  pour  la  seconde  série  du  n**,  1061 9 


/^ 


^-i 


sdx 


ftX^ 


î=s 


et  faisant  disparoitre  le  Mgoe  (Fintégratîon ,  on  obtiendra  une  équa- 
tion difiërentidle  du  premier  ordre  et  dtii  premier  degré ,  dont  Tinté- 
grale  donnera  l'expression  de  s.  Si  Ton  y  change  x  en  — x  ^  et  qu'on 
prenne  le  résultat  total  avec  un  signe  contraire  à  celui  dtfrft  il  est 
affecté  y  on  aura  la  limite  de  la  série 

(*  +  iB)^  — (^  +  i8)(^«  +  i8)**+ctc• 
Aaa  1 
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Quand  i8  =  oetflt:=iyla  série  précédente  devient 

*=  i.X'—  i,x«a^+i»i,3ijc'— etc. 

et  Ton  a  l'équation 

fsx-'dx         _ 


qui  donne  par  la  di£Férentiatîon 


'^dx:=^'^xds-^sdx ^    OVL  ds +  '^—^dx\ 


</« 


# 


cette  dernière  équation  a  pour  intégrale 

11 
s^-^fc     *dx  (  n%  547  )• 

Nous  pouvons  aussi  déduire  des  formules  ci-dessus  l'expresâon 
de  la  limite  de  la  série 

5'=* —  I  Jt'+i.i.jf'— 1.1.3. x^+  etc. 

car  y  en  la  comparant  à  la  précédente ,  on  trouve  que  s'zszx'^sx, 
d'oîi  il  suit  ds'=zdx'^sdx — xds ,  et  Téquation 

sdx        _  , 

X 

changée  par  ce  moyen  en 

,  /     s'dx        dx 

X.  X 

a  pour  intégrale 

1 

1     ""  — 

X 

t       dx 

X 

Nous  ferons  remarquer  qu'on  arrive  immédiatement  à  ces  derniers 
résultats  y  en  combinant  ensemble  les  équations 

^'=*— I.**  +1.1.  Jt'  —1.2.3.  jr<    +ctc. 
ds' 

^■^  =  1  — i.2jf+i.2.3**— i,i.3.4jir5+etc. 
^^  ax 

dont  la  seconde  revient  à  —  =  -^^. 

dx         x\ 


.'=// 


t 
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1 

fc       dx 

Si  Ton  fait  jr=:  I  ;  après  llntégration ,  l'expression  s':=itj 

qui  répond  à  cette  hypothèse ,  est  propre  à  faire  connoitre  la  limite 
de  la  série  divergente 

I — I  + 1  •  1-^1  •  1. 3  4*  I  •  i#  3  •  4— etc; 

dans  laquelle  est  comprise  celle  dont  nous  nous  sommes  occupés 
déjà»  n%  1047:  on  aura 


ï— 1+1—6+14— 110+ etc 


qués  dans  les  ^^^*  470  et  *  suirans. 

En  ne  prenant  d'abord  de  la  formule  du  n*",  480 ,  que  les  termes 
multipliés  par  la  prenuère  puissance  de  «  »  on  aura 

r^-r=ct{ir+r.+r; • •.•+r-.+îi",.}; 


^ 


I 


€.C       * 


r',  T\ ,  etc.  dââgnant  les^raleurs  succësâres  de  la  fonction ; 

X 

comprises  entre  les  deux  limites  xz=stfet  x^=ib  de  l'intégrale^ 
et  n  leur  nombre* 

En  faisant  ;i=s  10,  il  vient  «=:  — ,  à  cause  que  les  valeurs  ex- 

'  10 

trêmes  de  x  sont  o  et  i  ;-et  Ton  a  pour  la  suite  des  valeurs  de  jr  ;    ^ 

—    1^     Jl     1.      ±JLA      JL      —     1.      I- 
10*  lo'    jo'    10*     10'    10*    10*     10*     10*    10*       ' 

pour  celles  de  y 

10      10      10      10      10      10      10      10      10       10 

^*  "T>  ~i»   '~t^   ""*>    "1>    ~±^    "I*   ~\^    ~i^    ï^/ 

e        ic       3e       4^        56       6e       7c       o€       9e 
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d*où  Ton  conclut 


r.-^r 


I     I  1.1     I 

c       %c  ^e      4c       5  e 

i:^     -^  o^     -.^     *^ 

6e      7^  pe      9e 


'/ 


1 

X 


Euler ,  en  mettant  pour  le  nombre  €  sa  valeur  ^.^jiSiSiSiS 
a  trouvé 


SO9O0011340      -î  =  0,08556950 


e 
I 

I 


6e^ 
1 


o>oo9 1 5  78a      -1  =  0^09306^70 


7« 

t 


3« 
I 


7  =  0,03  xj  »3 14      —  =  0,0973  500* 

8/ 


4« 
I 

1* 


î  =  ofi'i  578ÛM      —  =  0,9994x656 


9e 


0,07357587     —  =so>05oooooot 


20 


la  somme  de  ces  nombres  est  0,59637164,  H  est  visible  qu*2  suffit 
de  retrancher  ce  résultat  de  Tunîté  pour  obtenir  là  limite  de  la  série 

i-rfi«i+i.x«3 — i»i^3»4+  etc» 
Péa  aufa  par  et  moyen^o,40}^^8^6,  moabvs^tfÀ  s^tMnb  dians 
les  quatre  prcmiibres  décimales,^  arec  celui  du  n%  1047.  On  porteroit 
l'exactitude  beaucoup  plus  loin  encore  en  cakulant  un  plus  grand 
nombre  de  termes  de  la  formule  du  0^480^  et  sttr  -  tout  en  au|^ 
mentant  le  nombre  de»  valeurs  intermédiaires  de  I^,  ou  en  ds« 
minuant  «• 


L'expression 


/- 


dx 


fr 


^ 


/ 
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/ 


1 
1— -  I 


fait  «     *=  y ,  ou  jr  iî= p-  :  les  limites  de  jr*étant  o  et  i  »  celles 

de  V  doivent  être  aussi  o  et  i.  Si  Ton  int^e  par  parties  la  formule 

■        —  dv ,  en  opérant  sur  le  facteur  /v ,  il  viendra 
I  — Iv 

/^  dv  dv  t.v  i.a.v  t.i.J.V 

I =s — A 1 1-  etc; 

J  i^lv      1  — ly       (1— lv/^(i— Iv)^       (1— Iv)*^ 

d'où  il  résulte  la  série 

I— I  + 1  •  1— »•  1. 3  + 1  •  1. 3  •  4--»etc; 
quand  on  prend  v:^  i.  On  obtiendra  donc  encore  la  valeur  ap- 
prochée de  la  limite  de  cette  série  en  calculant  celle  de  l'intégrale 

/^  dv  ^ 

f    par' la  méthode  du  n\  480  (*). 

{^)  On  ramènerolt  à  «ne  fraction  contîiiue  rexprenioa  dei*,  en  appliquant 

à  réqaatlon  différendelle  ds+ == —  la  méthode  du  n^  <q8,  mais  il  est 

bon  d'obserrer  que  l'on  peut  auui  déduire  immédiatement  de  la  série 

1  —  1*+  i.9.x*-«i.9.3*x'+i*3-3.4.x^-- «etc. 
une  fraction  de  cette  espèce.  En  représentant  la  série  proposée  par  jt^  Euler  fait 

X — x+i«*--6**+*4*^— i2^**+7io**— 5040x'+etc.*  *  '  *.     i^-C 

X'^4x*+  i8^— 963?^+  6oojK^— 4yaojp*+etc.  ^    « 

1— a«  +  6*»— a4**+iao«*— 7aojic6-|.etc. ^^x+Z> 

fljg— iax*+7^^^— '48o*^+36eojg* — etc.  ax 

i— 4x+ 18  Jip*— 9(^**4- 600  «^«  etc.       i+£ 

g fl  j»—  ï8  jg*+  »44  ^'"^  ilôo  ji:^+  etc.  ftx 

1  ■^6jr  +  36*^—  340»'  +  etc.       i+i? 

3* — ^6x*+ 360*  —  etc.  3jt 


F=.  

1  —  9«  +  7aje*— 6oo*'+cfc,  '    "       i+C 

^_     5Ac-^48jg*+etc  _  'jx 

1— lax+iaojc*—  etc. ' i+iï 

jf_^      4^— ttC*  44P    ^ 

i-*i6*  +  etc/" ' '* '     1+/* 


V 
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1066,   Passons  à  la  première  des  séries  considérées   dgns   Iç 
a^.  1063  dont  Iji  somme  eçt 

En  y  supprimant  le  deriiîer  tprme  — .,  qous  aurons  pour  la  limite 


»   fi 


X  a 


I  - 


llotégrale  /«    **«  étant  dévdoppée  par  parties ,  ea  opérant  sur 


tfÊmmmt^ 


mp^m^m 


^i^H* 


La  loi  de  ces  expressions  £iit  voir  qae  Ton  anroit 


/= 


^  par  ce  moxeii  on  anroit 


"•-t 


«+ 


1+ 


H 


SX 


a+ 


^* 


*+ 


1* 

'+-:6i 


cetf e  fracdoa  contiaae  doaae  lucceiphremeiit ,  lonqa*on  7  fait  /3=i  ^* 


)po 


01        l?.4j_£044        

r    r*    a»    3'    7»    ij'    34'    73  •    iog'    501^ 


ralears  qui  sont  %Uematiyemcnt  plu^  pedtes  et  plus  gnindes  que  celles  de  /• 

Il  est  facile  de  voir  que  Ton  peut,  par  des  procédés  analogues  au  précédent,  coîh 
rertir  ea  fraction  continue  toute  série  dont  les  termei  sont  alternatiremeat  positj& 

ef  n^atifc 

son 
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X 

son  premier  facteur  t     '^^  produit  la  série 

^  X  X*  X^ 

Cette  série  s^arrêtera  quand  (^  sera  un  multiple  de  «  ;  dans  ce  cas  le 
dernier  terme  sera  '^^{^{fi — a).«....a}^  quantité  qui ,  prise 
avec  le  signe  +  »  donnera  la  constante  qu'il  faudra  joindre  à  l'inté- 
grale pour  qu'elle  s'évanouisse  par  la  supposition  de  âr=o  :  nous 
conclurons  de  là  que  la  limite  de  la  série  proposée  sera  alors 

X        fi 
j  =  i3(i8— «).,^..,««*x      *— {  iJ^^+zll i  +  etc.}. 

X  x* 

X 

Si  l'on  fait  /3  =  o  ^  il  viendra  seulement  s  =  t^ —  i ,  résultat  qui  est 
en  effet  la  somme  de  la  série 

X  X*  *' 

-+ r+ 3+ etc. 

dans  laquelle  rhypothèse  établie  change  la  série  proposée  ;  lorsque 
/3  =  ft  et  fizszxA^  on  trouve  successivement 


X 

X 

-  I  - 

«t 

X 

et  jt  —  --  .... 

1« 

X 

!«• 

x^ 

41  est  facile  de  pratiquer  sur  les  autres  classes  de  séries  ce  que  nous 
venons  de  faire  sur  les  précédentes. 

1067.  Nous  allons  parvenir  dans  cet  article  à  une  formule  fort 
élégante  que  Parseval  a  donnée  dans  un  Mémoire  sur  l'intégration 
des  équations  différenrielles  partielles  ^  et  au  moyen  de  laquelle  il 
obtient  la  limite  de  la  série 

JA'+BB''itCC'^DD'+  etc. 
ttutes  les  fois  que  celles  des  séries 

A^B  X  -{-  Cx*  +  Dx^  -^  etc. 

j'+  2?'JL  +  c—  +  2?'-V  +  «<^- 

X  X^  x^ 

soqt   connues.  Soient  X  et  X'  ces  limites;  il  est  visible  que  le 
jippcndue^  B  b  b 
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produit  des  deux  séries  ci-dessus  renfermera  trois  espèces  de  termes  : 
I^  des  termes  délivrés  de  Jt-  ^  qui  s'obtiennent  en  multipliant  entr'eux 
les  termes  correspondans  de  chaque  série ,  2*".  des  termes  contenant 
des  puissances  positives  àtx^  y.  des  termes  contenant  des  puissances 
négatives  ;  ce  produit  sera  donc  de  la  forme 

en  désignant  par  {«^"}  tous  les  termes  affectés  des  puissances  posi- 
tives de  a:  3  et  par  I  ja—  [  tous  ceux  qui  n  en  contiennent  que  de 
négatives.  Cela  posé  ^  si  dans  cette  équation  Ton  fait  successivement 

jc  =  cosi^-4-  ^ — isintf,       ji:  =  cos«— -r — i  sin»,' 
on  obtiendra  de^x  résultats  de  la  forme 

AA'+BB''\'CC+DD'„.  ,  ,.., .  ,,^ 


^'...+  {«(cosm»  +  V — isvamu)  } /_ 
+  {l8(cos — mnJr  V — isin— /iw)}  ) 


Irf-^'+JSJS'+CC'+/?Z)'...+  {*(  cosiw tt  —V^— isin/w«)  ^\_jj^ 

+  (  i8(cos — mu^^  K  —  I  sin — im^  }  ) 

17  et  Z/  désignant  ce  que  deviennent  X  et  IC  par  ces  substi« 
tutions;  mais  comme 

zo%'—mu'=zzo%mtt  y      ,  sin— «»»  =  — sinm»; 

on  déduira  de  ce  qui  précède ,  cette  nouvelle  équation  :  • 

i(^^+i?5'+CC'+Z?Z>'...)+i{*cosmii}+i{i8cos/w«}=£^+C^t 

oîi  il  s'agit  de  faire  disparoitre  les  teripes  affectés  de  zo%mu.  Or 
c'est  ce  qui  s'effectue  en  multipliant  chaque  terme  de  l'équation  par  du 
et  prenant  son  intégrale ,  depuis  «=o ,  jusqu'à  tt=T ,  ou  la  demi- 

circonférence,  puisque  l'expression  fducosmu=^  — sinma  est  nulle 

entre  ces  deux  limites  y  on  aura  ainsi 

i7r(^^'+2?i?'+CC'+Z?Z>' )=f{U+V')du, 

d'où  Ton  conclura 


r.*& 
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rmtégralc/C  i7+J7V«  étant  prise  depuis  «  =  o,  jusqu'à  u=if. 

Cette  formule  nous  servira  dans  la  suite  à  intégrer  quelques  équa- 
tions ^ffërentiellcs  partielles  ;  à  la  vérité  elle  a  Tmconvénient  d'in- 
troduire dans  le  calcul  des  imaginaires  qui  doivent  se  détruire ,  et 
exige  par  conséquent  l'emploi  de  quelques  artifices  semblables  à 
ceux  dont  nous  avons  fait  usage  dans  Tintégration  des  équations 
^iâërentielles  du  premier  degré. 

1068.  Nous  rapprocherons  de  ce  résultat  une  formule  analogue 
mais  moins  générale ,  donnée  par  Euler. 

Si  l'on  a       -^  + jBx  +  C7^+Z?a?V£a?^+ ctc.  =  A, 

et  que  la  suite  des  quantités 

^',      B\      C\      D\      E\  etc. 

conduise  à  des  différences  constantes ,  dans  un  ordre  quelconque  « 
la  limite  de  la  série 

AA'-itBB'x  +  CCV+Z>Z?V+  ££V+  etc. 
sera 

I       dx         1.3      Jx^       1.2.3      dx^ 

expression   qui  se   terminera  lorsque  Ton  aura  a*^=o.   On  y 
parvient  en  formant  les  équations 

0lJ+aBx+   *Cr*+   aDx^+  aEx^+ttc.  =  dtX 

Qx  dX 

i85x+iiBCx*+îi82>Jt^+4i8£a;^+etc.=  —  -r- 

t    dx 

+  >Cir*+3>Z7«'+6>£«Hetc.=^— - 

1.2  dx* 

« 

jVp3       d?X 
+  <r/)a?'+4(r£x*+etc.  = 7-, 

+  t£**+etc.  =  '. TV 

1.2. 3 .4  nx^ 

etc. 

dans  lesquelles  «  j  jB  ^  > ,  ^ ,  t  »  etc.  désignent  des  coefficiens  indé- 
terminés^ et  en  les  ajoutant  entr'elles  pour  comparer  leur  somme  à 

^^'+i?5'a?+CfV+Z?Z>V+££V+  etc. 

Bbb  1 
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,6n  tire  de  là 

« 

etc.  ^     >»ctc 

d'oii  il  résulte  la  formule  posée  cx-dessus.  Nous  ferons  remarquer 
que  six  ^  au  lieu  de  représenter  la  limite  de  la  première  série ,  n*est 
que  la  somme  d'un  nombre  donné  de  ses  termes ,  on  aura  alors  la 
somme  d'une  portion  correspondante  de  la  série  proposée» 

1069.  C'est  encore  par  des  intégrales  définies  que  Lagrange  est 
parvenu ,  dans  sa  ThcorU  des  Fonctions  analydipus  »  à  l'cxpressioii 
de  la  limite  d'une  portion  quelconque  de  la  suite 

dy   h      d^y    A*       ^y      A' 

dX      I  dX^    l.X  dx^       ImXm^ 

Il  a  voit  trouvé  d'abord  que  si  Tonmettoit  «  +  (1— {)&»  au  lieu 
de^r,  dans  la  fonction  y  et  dans  ses  difiërentielles ,  et  qu'on  dé- 
signât les  résùluts  par  T^  dY,  etc^  la  limite  de  la  portion 

iTV         A"  dr^W         A"+' 

— ri 1 ï.  4- etc. 

dx"^  l.L.^^.m     ite""*"*  i,2.  •••(«+ 1) 

qui  reste  de  la  série  ci- dessus ,  lorsqu'on  en  a  retranché  les  m  premiers 
termes  «  est  égale  au  développement  dé  l'intégrale 


i.2...(w— i)  dx* 

prise  depuis  {  =  0 ,  jusqu'à  {=  !•  Ce  résultat  est  facile  à  vérifier 
en  l'intégrant  par  parties  ;  car  il  se  change  en 

A"  {f  dTY       rÇ        d!^'Y\  ^ 

i.i...lm—x)\nîdx^J     m       ^^V^j* 

dTY      dry 
or  il  est  visible  que  lorsque  {=  i ,  on  a  — ^  =  — -  ,  et  que,  quel 

d^^Y  r-^'Y        .         iTY  .       . 

que  soit  î,-^j^»—A-j^j^,  puisque  —  est  une  foncuon 
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de  *■+(! — {)A  (  n**.»  8i  );  il  vuînt  par  conséquent 

A"     iTy      A"+'    ^..   <r+'r 


d'où  9  par  une  transformation  semblable  à  la  précédente  ^  on  tireroit 

A""*"»  iT^V 

le  terme ; ^  ,  ^ .  - .  et  ainsi  de  suite. 

.Cette  expression  est  présentée  d'une  manière  un  peu  différente 
dans  la  ThiorU  des  Fonctions  analytiques.  Lagrange  y  suppose  que  la 
fonction  {{x — x{),  se  change  en  f(:t),  lorsque  x — x^  devient 
{x — x[)  +  x[o\xxi  et  suivant  la  notation  dont  nous  avons  fait 
usage  dans  le  n"*.  5  ,  il  obtient  cette  équation 

f(x)==f(r-^0+Y^'(^-^0+7^<''(^-^î)+  ;7r-^"(*-^0  +  ^»^- 

équivalente  à  celle-ci 

y=F+  — 1 — ^  —-4 h  etc. 

^       ^  1  dx'^i.xdxf-^  i.x.i  dx"^      ' 

dans  laquelle  Y  désigne  ce  que  devient  y,  lorsqu'on  y  change  x 
en  JT — XI  f  tt  x^  représente  x — x^.  Si  l'on  fait  en  premier  lieu 

y=.r+xP, 
P  étant  une  fonction  inconnue  de  { ,  et  qu'on  prenne  de  part  et 
d'autre  les  différentielles  par  rapport  à  :{^  il  viendra 

dY  ^      dP 
o  =  —  +  X  —  j 

dY  dY 

puisque  dx'=(i — i)dx — xdi:  il  mit  de  là  que  •': — =3— x — 

«î  dx' 

et  que  par  conséquent 


'IP       dY  „      ^^  dY 

mais  comme  Tsc  change  en  j^  lorsque  1=0 ,  il  faudra  que  Tlntégrale 

ci-dessus  soit  nulle  lorsque  £==0. 

Supposant  ensuite  que 

__    xzdY        ^^ 


dentés ,  et  en  observant  qu'en  général  j_,^^^jj  =  —  x  ^  ,.• 
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et  di£Férentiant  par  rapport  â  {; ,  il  viendra 

iY        dY  d^Y  dO 

équation  qui  se  réduit  à 

d^Y     dO 

dY  dY  d'Y  d'Y 

à  cause  que  _  =-*^  ,  et  ^^  =  -*^;  on  aura  donc 

■d^-^d^'*''^--^Td;^' 

Par  le  même  procédé  on  tire  de  Téquatioa 

en  faisant  les  réductions  qui  peuvent  résulter  des  équadons  précé-> 

éTY      _         d^Y 

La  formule  générale ,  qui  renferme  toutes  les  précédentes ,  '  est 
visiblement 

-ro-filT      ■      (yç)""'     ^'^ ,  ^r    ^'^^       '^^ 

l'intégrale  devant  être  nulle  lorsque  { =  o. 

dY     d^Y 
Quand  on  suppose  {=1 ,  les  foncuons  Y,  —j ,  — -;^,etc.  ne  sont 

dy        d^y 

autre  chose  que  ce  que  deviennent  j^ ,  —-  ,  j-7,  etc.  lorsque  jt^o, 

dx       d  X 

puisque  dans  la  première  hypothèse  ^  la  quantité  x — â;{  se  réduit  à  o. 
La  formule  ci- dessus  donne  donc ,  dans  ce  cas  ^  pour  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  y ,  suivant  les  puissances  de  a;  ,  jusqu'à 
la  nf^  inclusivement 

rintégrale  qui  termine  ce  résultat  étant  prise  depuis  ^  =:  o ,  jus- 
qu'à {=1. 

Maintenant  si  l'on  change  xttih^  x  en  A'=(i-«*{)A,  il  viendra 

*•      I  </A"^  1 . »  </A*  •  * •  "^  i.î...(ot— l)  iA— i'^-'l. !...(/»— I)  dh"  * 


A   LA    Théorie    des    suites.       383 

puis  supposant  que  y  f  au  lieu  de  représenter  une  fonction  de  h 

m 

seule  f  en  désigne  une  de  « + A ,  le  premier  terme  y^  sera  une  fonction 
de  X  seul ,  les  coefRciens  différentiels  --—-  ,   -— ,  etc.  calculés ,  en 

dh        ah 

faisant  A  =  o  ^  après  la  différ.entiation  ^  se  changeront  en 

À  y       d^Y 

-j^  ,  -j^ ,  etc.  et  enfin  il  faudra  substituer  ^+ A',  ou  x+  (t — {)& , 

dx       d  X* 

au  lieu  Ae  x^  pour  passer  de  ^  à  JT:  on  aura  ainsi 

h  dy      A*    ^y  .  A"-«  ^"'y      ,„^       î""-'rf ?  ^r 

-^^idx^i.xdx^       ^i.i.,.(;72— O^/ar"-"        ''i-i,.  .(/w— 1)  ^o?"   * 

en  observant  que  -jrfZ^^Tlii*  ^^^^^  formule  qui  représente  le  dé-     . 

dh        dx^ 

veloppement  d'une  fonction  de  x+h^  poussé  jusqu'au  m'"^  terme , 
est  la  même  que  celle  que  nous  avons  donnée  en  premier  lieu. 

Nous  aurions  pu  y  parvenir  immédiatement  en  mettant  dans 
y,  x+(i— {)*,  ou  x+A— A{=^*,  au  lieu  de  x,  ce  qui  auroit 
fait  de  l^une  fonction  de  x+h  —  A{  ;  désignant  alors  par  y,  ,  ce 
que  devient  y  quand  on  y  change  x  en  x+h^  et  développant  yi  ^ 
suivaift  les  puissances  de  A{,  il  seroit  venu 

,,    Ar  dV    AV  d'Y       AV    ^^ 

d'où  Ion  auroit  déduit  les  quantités  P,  Q,  R^  etc.  comme  ci- 
dessus  :  mais  nous  avons  préféré  de  traduire  littéralement ,  dans 
l'algorithme  différentiel ,  l'un  des  résultats  les  plus  remarquables 
qu'offre  la  Théorie  des  Fonctions  analytiques ,  pour  montrer  que  la 
notation  ordinaire  ne  lui  fait  rien  perdre  de  sa  simplicité  et  de  son 
élégance. 

1070.  L  intégrale  A"/ ^5= — y-^ — -  -— ^  donne  la  valeur  rîgou- 

I  •  X  •  •  •  ( /7Z— *1  )  a  0? 

reuse  du  reste  de  la  série  ;  mais  si  l'on  ne  vouloit  avoir  que  des  limites 
entre  lesquelles  fut  comprise  cette  valeur ,  on  trouveroît ,  par  les 
considérations  du  n"".  475  9  que  si  £  et  /  désignent  la  plus  grande 

et  la  plus  petite  valeur  que  prend  la  fonction  -t—f^,  depuis  {=0, 

a  X 
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ifY  L 

jusqu'à  {=f)  rintégralc/{'"'*'^^— T^P  seroit  moindre  que  — ,  et 
plus  grande  que  — . 

TU 

U  est  évident  qu'il  doit  y  avoir  entre  £  et  /  une  valeur  x  qui  rende 

X  dTY 

la  fraction  —  exactement  égale  ^fC^^l  j~^  9  ^^  S^^  ^^^^^  valeur 
m  dx 

répond  aussi  à  une  valeur  de  ^  comprise  entre  o  et  i  ;  mais  toutes 

les  valeurs  que  reçoit  une  fonction  de  x+{i'^i)h  ^  entre  les  li* 

mites  (=0,  {:=i  y  sont  visiblement  les  mêmes  que  celles  que  prendroit 

une  semblable  fonction  de  x-hh,  entre  les  limites  ^  et  x  +  ki 

si  donc  on  désigne  par  u  la  valeur  de  A  ^  qui  correspond  à  x ,  et 

par  y^^  ce  que  devient  y^  lorsque  Ton  y  met  x+u ,  au  lieu  de  x, 

d^Y  • 

on  aura  x  =  — ^.  On  conclura  de  là^  ces  développemens  partiels  et 

dx 

rigoureux  de  la  fonction  y ,  lorsqu'on  change  xtnx-^rh: 


^i— -T  +  T 


hdy. 


I   dx 

h  dy       h*     d*y. 


\  dx      l.i    dx^ 

h  dy       *•     d^y  A»        i/V, 


1  dx      i.i  d^        x.i«3*  dx^ 


h   dy  hr-'  d'^'^'y  hr         d^y^ 

•^'"^•^      llx I,l...(/w— i)tf«'"""*      i.i..,OT    dx^  ' 

en  observant  que  x  doit  être  remplacé  par  âp+«  dans  le  dermer  terme 
seulement  ^  et  que  l'indéterminée  u  est  comprise  entre  les  limites  o 
et  A. 

Pour   mieux  faire  sentir  Tusage  de  ces  formules^  nous  suppo- 
serons que  y=x^  ;  et  en  développant  jusqu'au  m*^  terme ,  il  viendia 

• 

9r  +  -ar"^'A +  -^^ ^ îï -L-l  jc^-^'A-^i 

1  i.i ••••(«»  —  i) 

+  -^^ ^— î^ ^i— ^  (  a?  +  »  Y^K^. 

|.2...«.«...« m  ' 

Il  est  évident  que  la  valeur  de  (a;+i!^)*~^  est  nécessairement  comrprise 

entre 
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entre  «"""'  et  (a: +*)"""*,  et  que  par  conséquent  la  somme  des  termes , 
qui  dans  le  développement  de  (or+A)*  suivent  le  m*»^,  est  comprise 
entre 

Après  cet  exemple  Lagrange  ajoute: 

m  La  perfection  des  méthodes  d'approximation ,  dans  lesquelles 
5»  on  employé  les  séries ,  dépend  non-seulement  de  la  convergence 
H  des  séries  ^  mais  encore  de  ce  qu'on  puisse  •  estimer  Terreur  qui 
>»  résulte  des  termes  qu'on  néglige ,  et  à  cet  égard  on  peut  dire  que 
M  presque  toutes,  les  méthodes  d'approximation  dont  on  fait  usage 
>»  dans  la  solution  des  problêmes  géométriques  et  méchaniques  y  sont 
^  encore  très- imparfaites.  Le  théorème  précédent  pourra  servir  dans 
M  beaucoup  d'occasions  à  donner  à  ces  méthodes  la  perfection  qui 
»  leur  manque  9  et  sans  laquelle  il  tst  souvent  dangereux  de  les 
»  employer)».  (  Théom  des  Fonctions  analytiques  ,  page  50.  ) 

1071.  Avant  que  le  Calculintégral  fût  porté  au  degré  de  per-  tion WTérîcfc * 
fection  qu'il  a  acquis  de  nos  jours ,  Wallb  et  Stirling  avoient  em« 
ployé  rinterpolation  des  séries  à  évaluer  des  intégrales  qui  ne 
pou  voient  s'obtenir  que  pour  des  exposans  entiers.  Wallis,  par 
exemple  y  sachant  quarrer  les  courbes  dont  les  ordonnées  étoient 
exprimées  par 

(i-x*)%  (i— *•)',  (i— ^)%  (!-*•)%  etc. 

inventa  la  Méthode  d'interpolation  pour  en  déduire  l'aire  des  courbes 

dont  les  ordonnées  étoient 

i  1  1 

{i-^x')\  {i—x')\  (i— ^')\  etc. 

fonctions  que  l'on  peut  regarder  comme  les  termes  intermédiaires  de 
la  première  suite  ;  et  il  parvint  de  cette  manière  à  la  singulière  ex- 
pression de  la  circonférence  du  cercle  que  nous  avons  rapportée 
n"*.  945.  Stirling  continua  et  perfectionna  les  travaux  deWalIis; 
mais  Euler  imagina  de  renverser  la  question  et  d'appliquer  la  con* 
noissance  de  l'intégrale  à  l'interpolation  de  la  série ,  et  c'est  ce  que 
nous  allons  faire  d'après  lui.  Nous  avons  déjà  donné  dans  le  n*.  964 
4pp^f^^^%  C  c  C 
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un  exemple  de  cette  recherche ,  mais  nous  allons  la  reprendre   de 
nouveau. 

Soit  en  premier  lîeu  Tîntëgralc /:c">/ ^  (  i — «)%  de  laquelle  on 
déduit  par  le  développement  de  (  i  —  ^  )*  la  série 

*"+'  «jt-+*  n{n—\)x^^        ii(«— i)(;i— z)*^*    . 

qui  s'évanouit  lorsque  ar=o,  et  qui,  lorsque  jk:=i,  devient 
1  n  ^      n{n—i)  n{n—i){n—^x)        ^  ^^^^ 


Si  Ton  fait  successivement  /z=0|  n=i ,  /i=2 ,  etc.  on  aura 


m+ 1 
I 


IW+I  l(/W+2)  (/W+i)(ot+z)  * 


T  1  l.I  t.Z 

+ 


etc. 

en  suivant  cette  loi ,  on  voit  que  le  terme  général  de  la  série  , 
lorsque  n  est  un  nombre  entier ,  a  pour  expression 

I  •  2*  •  •  •  é  •tl 

(lll+  l)(l»+  2) (ot  +  «+  l)  • 

et  telle  est  ausri  la  valeur  de  Hntégrale  fx^dx  (  i  — jc)*,  prise  entre 
les  limites  o  et  i ,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  immédiatement  en 
intégrant  par  parties  relativement  au  facteur  x'^dx ,  ce  qui  donne 


^«+1  „^".+. 


H"; — :; — tt — r  v  /-         .  •  •  •  + 


(/II+l)(/W  +  2)(/W+3)  (/w+ !)('»+ 2).  ••(/w  +  «4-i)* 

toute  cette  série  s'évanouit  lorsque  jir=^o ,  et  se  réduit  à  son  dernier 

terme  , r? -r r-,  lorsque  x=:i. 

(/w+i)(/n+2).,,(iw+«H-i)  ^ 

La  loi  de  continuité  qui  lietous  les  résultats  que  l'on  tire  d'une 

même  formule,  fait  voir  que  si  l'on  donne  aux  exposans  m  tX  n 

des  valeurs  fractionnaires ,  l'intégrale  fx'^dx^i — x)\  qui  devient 


,1 
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alors  transcendante  9  doit  exprimer  les  termes  intermédiaires  de  la 
série  ci- dessus.  De  même  l'intégrale  y>  rf  at  ,  dans  laquelle  p  désigne 
une  fonction  de  a?  et  de  /x ,  étant  prise  de  manière  à  s'évanouir 
lorsque  jif=o,  peut  représenter  le  terme  général  d'une  série  dont  n  seroit 
l'indice.  Ce  seroitune  découverte  bien  importante  pour  l'Analyse , 
de  savoir  revenir  de  la  série  à  l'intégrale  qui  en  exprime  le  terme 
général ,  sur-tout  si  Ton  avoit  des  procédés  sûrs  et  faciles  pour  ob- 
tenir dans  tous  les  cas  la  valeur  approchée  d'une  intégrale.  Malbçur 
reusement  l'Analyse  n'offre  encore  aucun  de  ces  moyens  ^  et  l'on  a 
presque  toujours  déduit  les  séries  des  intégrales  par  le  moyen  des 
valeurs  algébriques  qu'elles  fournissent.  Voici  les  principaux  ré- 
sultats qu'Euler  tire  de  la  formule  fx'^dx^i — x)\ 
)En  faisant  d'abord  m  =  ^ ,  il  obtient  la  série 

2     1*4      l«il*^  2*4* o* •••••••  9 X/s  , 

V  I  I 

3    rr    .3«î«7 3.ç.7..,.(i«+i)  * 


t 


et  fx  dx{\ — :r)*  pour  l'expression  intégrale  de  son  terme  général, 
d'où  il  conclut  que  le  terme  général  ^  qui  répond  à  l'indice  rs^st 

^gal  ^fdxVx—x^^  c'est-à-dire,  à  l'aire  du  çerclç  dont  le  dia- 
mètre est  I . 

On  a  également ,  par  ce  qui  précède  , 

(/7z4>i)(/n4-i) (>w+/?+0_  I 

i,i.3 n  ~fx^dx{i — xY  * 

si  dans  cette  équation  l'on  change  /n+^  en  m ,  et  par  conséquent  m+ 1 
en  m — n+ 1 ,  elle  deviendra 

« 

(/w+i)/n(;w— 1)..»«.  .(/H-— /ï+i)  I 

1.1.3...  ••••^  ^  ~'fx'^^''dx{i—'xy  • 

d'oh  l'on  déduira 

1.1. 3f n  " "^  {m+  I )/*"•"" Jir(i — xy  * 

Voilà  l'expression  du  coefficient  numérique  du  terme  général  de  la 
puissance  n  du  binôme. 

En  sç  servant  4e  l'expression /jç"^jr(i-*A^")%  intégrée  par  parties 

Occ  z 
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relativement  au  premier  facteur  x'^dx  ,  on  obtient  ce  résultat 

m+i  (/»H-iX/w+/a+i) 

+  pn{pn—n)  :,-HnM-./,_^.y-. 

pnÇpn^nXpn—M) \ ^^^p^t 

(/»+  !)('«+'«+  0 Qn+pn+ 1)  ' 

qui  se  réduit  à 

pn(pn'~^n){pn'^in) • .n 

(m+  iX''*+'*  +  ^) (j^+P^+ 1)  * 

lorsque  x=j» 

Si  Ton  met  m— i  au  lieu  de  in  ^  et  qu'on  écrive  les  facteurs  du 
numérateur  dans  un  ordre  inverse ,  on  aura  ce  résultat  aussi  simple 
que  remarquable 


Il  est  visible  que  les  conditions  de  Tintégration  »  supposent  que 
les  nombres  m — i  et  n  soient  positifs  ;  car  sans  cela  les  parties  du 
développement  qui  doivent  disparoitre  lorsque  xrzo  et  lorsque  ;ir=:i , 
deviendroient  infinies. 

On  tire  de  l'équation  ci-dessus 

i.i pz=im{m+n) (»+/«)/ ^ — > 

et  faisant  n=o  »  il  vient 


i.i p:s^m^'l ^ '—i 


i' 


supposant  alors  sous  le  signe  /  que  n  est  une  quantité  très-petite  k 
(  n*.  139  ),  on  trouvera  que 

X  *=  e*»'  =  I  + 1 U  ,       (  I  — x*/=  k\—\  X  y=k^{\  i  y  j 


ainsi 


i,i. .  • . . . ./^=^m'^yA:'"-'ix(l  -  ^  , 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  déduit  immédiatement 
de  l'intégrale  /:r"^jt(Uy  dans  le  n*.  418. 
On  simplifie  un  peu  cette  expression  en  changeant  :^v^x^  et  par 


* — ^^^ 
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conséquent  mx'~'dxea  dx ,  -  en  — ,  1-  en  — 1  ~  :  il  résulte  de 


_  m    X 


là  que  i.i /^~/^*0-)- 

Il  suit  évidemment  de  ce  ^u'on  vient  de  voir  que 

(«+n)(«+i») i^+pn)^^——.—^: 

1071.  En*  rapportant  à  la  notation  de  Vandermonde  (  n"*.  90a  )  ^ 
les  divers  résultats  obtenus  ci^dessos^  notis  aurons 


Ces  théorèmes  donnent  les  expressions  des  puissances  du  second  ordre 
en  intégrales  définies,  et  fournissent  par  conséquent  les  moyens 
de  trouver  les  puissances  fractionnaires  de  cet  ordre.  Il  est  bon  d'ob- 
server  que  le  dernier  théorème  rentre  dans  les  formules  du  n"".  964» 
1073.  Par  la  combinaison  de  ces  formules  on  obtiendroit  un  grand 
nombre  de  résultats  particuliers  ^  fort  iotéressans ,  mais  qui  n'offrant 
aucune  difficulté ,  se  présenteront  d*eux-*mêmes  au  lecteur  intelligent 
lorsqu'il  en  aura  besoin.  En  prenant  des  expressions  intégrales  plus 
compofées ,  on  étendra  ces  recherches  à  des  séries  nouvelles  ;  on 
pourra  même ,  pour  plus  de  généralité  ,  considérer  des  intégrales 
doubles  y  triples  9  etc. 

fqdxfpdx ,      frdxfqdxfpdx j  Cfc. 

Euler  donne  pour  exemple  de  la  première  forme  ^    Texpression 

/dx 
fx'^dx  (  I  —  :r  )",  dont  le  développement  en  série  est 


X 


,m+i  «..«in^t  M  /  M «   \  --x+S 


nar""*^  »(«— 1  )  X 


;+ — ,  ^  f    \    \l —  +  ^*^* 


(jw+i)'        !.(»»+ a)*  ^•^•(^+3)* 
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ce  développement  pris  entre  les  limites  o  et  t ,  et  en  faisant  suc 
cessîvement  n=zo^  =1,  =1,  =3^  etc.  donne  Heu  à  la  suite 

(«+4)*(«+ 3)*(«+ V(«+ 1/ 
+  ctc. 

dont  la  loi  est  très-ëvidente.  Si  l'on  fait  /»=o  ^  on  aura  la  suite 

14 — ï  ,  9«4 — 2.9.1+4. 1      16.9.4— 3. 16.9, 14-3. 16.4, 1—9.4. 1 

T  +  ^TX  n 7 1-  etc. 

I      4-1  9*4«i  16.9.4.1 

dont  les  difôrençes  forment  la  suite 

I  9—4  16.9.*— 1.16+9.4 


>      — ::    ^T  » 


4.1  9*4*i  16.9.4.1 

-x — fdx  (  i  — .  »  )•  se  change  en 


etc. 


dx   /  I — (l — x) 


m 


n+t 


j  9  lorsqu'on  effectue  la  première  intégration. 


X     \  /!+  I 

1074.  Euler  parvient ,  au  moyen  des  résultats  ci-dessus ,  à  une  in^ 
tçrpolation  très-digne  de  remarque ,  c'est  celle  des  fonctions  différen- 
lielles  •  De  même  qu'entre  les  puissances  entières  ^  on  insère  par 
l'extraction  des  racines  des  puissances  fractionhaires ,  de  même  aussi 
Ton  peut  concevoir  des  termes  intermédiaires  dans  la  série 

y,      dV  ^       d^V^      J^F, d'F^ 

^es  différentielles  d^une  même  fonction ,  et  désigner  ces  termes 
par  un  indice  fractionnaire  qui  marque  le  rang  qu41s  occupent  dans 
la  série  proposée.  Il  ne  sera  pas  plus  possible  d'interpréter  ces  quan- 
tités par  des  différentiations  successives  »  que  d'expliquer  les  puis- 
sances fractionnaires  par  des  multiplications  répétées;  mailles  for- 

mules  /^  et  V  seront  des  expressions  formées  par  analogie  9  l'une 
dans  la  série  des  différentielles  »  l'autre  daAs  celle  des  puissances. 
L'Analyse  offre  une  foule  d'expressions  de  ce  genre ,  qui  tiennent 
presque  toutes  aux  théories  les  plus  importantes  et  les  plus  délicates; 
et  les  réflexions  que  j'ai  exposées  dans  le  n'^.  965  ^  me  portent  à 
croire  que  leur  considération  petit  contribuer  beaucoup  s^ux  progrès 
de  la  science  du  calcul. 
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Soit  pour  exemple  y=ti^\  lorsque  n  est  un  nombre  entier  ^  on  a  ^ 
quelle  que  soit  m  ^ 

m 


\m—n\ 

mettant  pour  \m]  et  [m—n\  les  expressions  donnéesL  par  les  for« 
mules  du  n"".  1072 ,  on  trouvera 


N  ^'<'l) 


Ce  r^ultat  est  susceptible  d^une  vérification  immédiate  ^  en  s^assu- 
rant  qu'il  rentre  dans  ceux  que  l'on  connoît  pour  les  cas  oh  n  tst 
un  nombre  entier  positif* 
Si  Ton  fait  m=  i ,  n  =  ^^  il  viendra 

t 

en  observant  qu'entre  les  limites  o  et  i , 

X  \     X 

nt  étant  la  demi-circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  i  (  n"".  964), 
C'est  ainsi  que  Ton  parviendroit  à   Téquation  primitive  de  la 
courbe  correspondante  à  Téquation  difiérentielle 

jr^V  =  V  y  dy  f 

dans  laquelle  dv  est  supposée  constante.  Au  moyen  de  la  valeur 

précédente  de  ^V,  on  la  transformeroit  d'abord  en     • 
y  y  vdv 

TvÂ 


fàxXl^X,       /^*(l^y=[i]:^i^/V, 


w 


-=  V  y  dy  ;  et  quarrant  ensuite  chacun  de  ses  membres  ^  on 


obtiendront  -^^ —  z=zvdy  ^  d'oii  Ton  conduroit 


4^ 


—  Iv  =  C ,  ou  >lv=-iCTjr— içr. 


4^ 
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,    1075.  L'interpolation  dont  nous  venons  de  donner  tin  exemple  ^ 
s'opère  facilement  sur  toutes  les  fonctions  qui  sont  données  par  des 
intégrales  définies  ;  et  elle  fournit  en  même  tems  des  expressioxls 
fort  simples  des  différentielles  de  certaines  fonctions  du  genre  de  celles 
que  nous  avons  examinées  dans  les  n"**.  953  et  suivans:  de  réquation 

Ip  ]  =^/^«  V  "  )  *    P*'  exemple ,  on  conclut  s^os  difficulté  les 
suivantes  (  note  du  n"*;  552  ), 

rf'.l/]=*va«(i^y(n^)'. 


Les  différences  s'obtiennent  d'une  manière  analogue^  en  observant 
que  A'/'-Xr<fx=/A"(-Sr^*),  il  vient  alors 

*[,5=/-rx(ii)'(ii-!.),  ^-.cw^iîycî— )'• 

- v.ç,i=/H'î)'('î— )"' 

en  supposant  que  a/^  ==  i« 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  donner  les  formules  qui  répondent 
aux  intégrales  et  aux  sommes  de  la  fonction  proposée  ;  mais  nous 
terminerons  cet  article  en  remarquant  que  le  procédé  qu'il  contient 
s'étend  à  toutes  les  fonctions  que  l'on  peut  obtenir  par  le  moyen  des 
intégrales  définies ,  et  par  conséquent  k  toutes  celles  dont  nous  nous 
sommes  occupés  depuis  le  commencement  de  ce  Chapitre.  Cest  en 
ramenant  à  des  expressions  de  ce  genre  la  fonction  x'*^  que  Laplace 
en  a  donné  les  différentielles  et  les  différences  par  des  formules  très- 
élégantes  et  que  nous  ferons  connoître ,  lorsque  nous  montrerons  la 
manière  d'appliquer  les  intégrales  définies  à  l'iqtégration  des  équations 
différentielles  et  aux  différences^ 

Recherches  des       X076.   Lorsque  p  est  un  nombre  fractionnaire ,  l'intégrale 

yaleurs  des  inté-  ^    i^P 

gralei  définies.     /i^rT  1-K  sur  laquelle  nous  sommes  tombés  en  cherchant  l'ex*» 

p 
prçssion  générale  de  C/»  [| ,  est  du  nombre  des  transcendante  dont  on 

ne 
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ne  connoît  pas  la  nature ,  et  qu'il  est  très«difHcile  d'obtenir  par 
approximation;  cependant  il  suit  du  n^    964,  que  dans  le  cas 

cil  />  =  7,  on  a,  entre  les  limites  o  et  i  ^fdx\f--y=jy/lr^ 

valeur  très-simple ,  mais  qui  ne  convient  qu'à  l'intégrale  définie  : 
l'Analyse  n'offire  jusqu'à  présent  aucun  moyen  pour  arriver  à  la 
valeur  exacte  de  la  m$me  intégrale  prise  indéfiniment,  La  formule 

fdxCl'-j  tfest  pas  la  seule  qui  présente  cette  singularité}  Euler 

en  a  trouvé  un  grand  nombre  d'autres ,  mais  par  des  méthodes  très- 
particulières  et  très-diverses*  On  feroit  un  volume  entier ,  si  l'on 
entreprenoit  d'extraire  ies  nombreux  Mémoires  qu'il  a  publiés  sur 
cette  matière  ;  nous  ne  pouvons  exposer  dans  cet  opvrage  que  les 
principaux  résultats  qu'il  a  obtenus ,  et  donner  une  idée  des  mi^ 
thodes  les  plus  générales  dont  il  a  fait  usage  pour  y  parvenir  : 
Findicadon  exacte  de  ses  Mémoires  ^  que  Ton  trouvera  dans  la  Table  ^ 
suppléera  à  ce  que  nous  omettrons. 

Les  moyens  qu'a  employés  Euler ,  pour  trouver  la  valeur  des  inté- 
grales définies ,  peuvent  être  rangés  en  trois  classes  ;  dans  la  pre* 
mière  sont  ceux  où  il  développe  en  tout  ou  en  partie  l'intégrale 
proposée*  Il  arrive  souvent  que  la  substitution  des  limites  de  x ,  sim- 
pli^  le  résultat  et  le  ramène  à  une  série  dont  la  fonction  génératrice 
est  connue  «  ou  à  uçe  autre  intégrale  dont  on  a  la  valeur.  Il  est 
visible  que  ce  moyen  peut  être  utilement  modifié  par  le  secours  des 
transformations.  La  seconde  classe  comprend  les  relations  nouvelles 
qui  se  déduisent  des  produits  et  «des  quotiens  des  intégrales  définies  ( 
à  la  troisième  appartiennent  tous  les  résultats  qui  s'obtiennent  en 
difiërentiant  Hntégrale  proposée ,  par  rapport  à  des  quantités  qui  n'y 
étoient  pas  d'abord  Supposées  variables.  Nous  avons  déjà  montré 
dans  le  n*.  506  ^  que  ce  moyen  peut  mener  à  des  résultats  dîfH- 
dles  à  obtenir  à  priori. 

1077.  On  voit  à  la  simple  inspecdon  des  cas  particuliers  de 
l'intégrale  /^  -y  rapportés  dans  le  n^.  3  92 ,  que  ces  expressions 


Jx^i^x^ 


ff  réduisent  à  un  seul  terme  lorsqu'on  les  prend  entre  les  limites  ^3=0 
^pptndicp.  Pdd 
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et  a:  =  I  ;  Tare  A  devenant  ^1  à  la  defm*drcon£érence ,  on 
ces  deux  suites 


dx 
=1: 


9 


x^dx  i.flr  /•  Jc*J. 


y' x^dx    i.flr  /• 


jt^^AT        i.^îT  r  S^d. 


/*  x^dx     l.^W  /• 

y*arV:i:    i.i.^»-  /^x^dx    %.4.6 

f^x^d»   i.3.ç,7T  i^x^dx        2.4.6.8 

%/t/7IIP~*-4^  6.8.1  *  •/V 


9 


etc. 

et  d'après  le  tableau  de  la  page  40  du  premier  volume ,  on  a  en 
général 

y^x^dx       i«3»ï (*^ — ï)''' 
l/»_';5     1.4.6 iri' 


**^Vx  _««4.6 ir 

V^7^^^~3'5*7 (1/^+»)  * 

d'où  il  suit 


h 


Ce  dernier  résultat  en  fournit  une  infinité  d'autres  de  même  espèce, 
lorsqu'on  y  fait  ar={»  ;  par  cettt  tnmsformation  on  obtient 

„.  rrr:^. /:cr:^=-j_  r  (M, 

et  posant  pour  abréger  mr  +  n— t=^, il  Viendra 

J  V  x^^'J  V^Zi;^     n(p+t)  %* 


{*)   Déformais  l'expression' /^./B./C  sera  celle  que  nous  ettployerons  au 
lieu  de  {fA)(fB){fC),  et  qu^l  Êindn  bien  distinguer  it  fJ/SfC,  équiralente 
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les  limites  de  i  étant  encore  les  mêmes  que  celles  de  at  ^  parce 
qu'on  suppose  que  l'exposant  n  est  positif.  Cette  dernière  formule 
renferme  des  valeurs  de  produits  dont  on  ne  peut  intégrer  séparé- 
ment aucun  des  facteurs;  pour  en  donner  un  exemple,  nous 
prendrons />:=  o ,  9  =  1 ,  et  nous  aurons 

■  #  en  y  faisant  x  =«  ;[%  se  change  en 


on  en  trouve  les  valeurs  entre  {=0  et  {=  i  par 


ce  qui  précède» 

A  Taide  de  ces  résultats  on  parvient  à  des  séries  fort  simples  pour 
llntégrale 


/; 


x'^dx      .  1    ^      I.J 


{  i^^x^+^x^ ^±^x^+  etc.  }  ^ 


en  substituant  au  lieu  des  intégrales 

leurs  valeurs  prises  entre  les  limites  o  et  i.  Si  Ton  fait,  par 
exemple^  ;n=o^  on  trouvera 

i^f ji4     1         4    4«i6        4.I6.36     4.16.36.64  ^ 

Nous  renvoyons  au  n%  503 ,  pour  la  valeur  de  l'intégrale 

*9  prise  entre  les  limites  o  et  i* 


/ 


»^I— AT» 


1078.  Les  formules  de  réduction ,  rapportées  dans  le  tableau  de 
la  page  40  du  premier  volume,  donnent  un  grand  nombre  de 

Ddd  % 

-y 


fx^-'dx{i—x^Y  = 
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résultats  analogues  aux  précédens.   On  a  par  celles  qui  sont  mar-* 
quées  II  et  III^ 

fn^'^ftp 

et  entre  les  limites  ^=o  et  x=i ,  cela  se  réduit  à 


{mq+np) 


t-^ 


fx''  'dx(î — x'')lz=zCJ. —        ^  ^ 


mq+np 
La  seconde  de  ces  formules  ramènera  de /3c^'"'ix(  i — «*) 

à  /^""'i/of  (i— or')     *,  et  la  première  conduira  defx'^Ux(i — x^) 

à  /v^(i— *••)     *=i  ,  ou  à  fdx{i—'X*)     *=- ,  selon  que  m  sera 

paire  ou  impaire  ;  il  n'entrera  donc  dans  Texpression  de  Hntégrale 

fi^'^'dx(i — *•)        que  la  seule  transcendante  »•  On  trouvera  sans 
peine  que 

et  comme  on  a  vu  dans  le  n^.  précédent ,  que  si  m  est  impaire 

et  que  si  m  est  paire 

(/»— OC'w— 3) 7«î*3 

il  s'ensuit  que  dans  le  premier  cas 

(ffi+ar— i)(«+a'^— 3).  •  .(»ïi+3)(«+i)'  (m— 1)(«— 3)^-  -6.4.^  a  ' 

et  que  dans  le  second 
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On  peut  multiplier  ces  formules  autant  qu'on  le  voudra.  Si  Ton 

f  '  P  ^     P  * 

a,   par  exemple  ,  »  =  3:    ~=r— -,  -=r— -,  on  ramènera 

les  deux  intégrales 
aux  six  formules 


*'  /(l-o:')*  V/(l-*')»  V^(l-*»)« 

parmi  lesquelles  il  n'y  a  qu'une  seule  transcendante  distincte. 

Par  des  comparaisons  semèlables  à  celles  que  nous  avons  faites 
dans  le  n**.  précéd.  Euler  parvient  aux  relations  suivantes 


n  a?'ix       f"  :^*^ix    _  AC  1       Ç_ 


rx"*'dx    r  x"dx    _:AB  __    I      /*     ix        r 


rj^'^dx     Çs^^'ix   _iS'C_^  J /*    xdx 

Les  (Quantités  J^B^C^A^  B\  C\  ne  contenant  poifiT'/s^  les 
équations  ci-dessus  subsisteront  encore  si  Ton  y  met  à  la  place  de  3/1 
un  nombre  quelconque;  en  écrivant  a--^i  ^  à  la  place  dp  3/1  dans 
la  première ,  et  dans  la  seconde ,  et  a-^z  dans  la  troisième  ^  la  com- 
paraison des  deux  derniers  résultats  donnera 


/*  xix       p     dx        ^r 


De  ces  trois  résultats ,  Euler  en  tire  encore  d'autres  ;  en  y  faisant 
x=Cf  n  étant  un  nombre  quelconque  ^  et  posant  nK:=:m. 


\ 
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1079.  Puisque  la  formnle  fx'^^dx^i  —  ^)^  peut  toujours  se 
ramener  à  une  autre  dans  laquelle  Texposant  de  x  ^  hors  de  la  pa- 
renthèse 9  soit  moindre  que  ;i  ^  et  celui  de  la  parenthèse  une  fraction 
négative  ^  il  suflit  de  considérer  les  transcendantes  contenues  dans 

l'expression  /x*^  Vx(i— ^c")*^  ,tay  supposant  nh^i  <«  ttp<im^ 
les  nombres  m^  n^f  étant  d'ailleurs  entiers  et  positifs.  Si  Ton  fait 
dTabord  i— Jir'=y»,  on  aura 


m 


d'oh  U  résultera 


^ 


fx^'dx{i^7^)  "  =— /y"*^j^(i— y)  "  î  maîsenobser* 
vant  que  les  limites  ar:=o  et  ;r=  i ,  répondent  à  y=i  i ,  ^=0  9  on 
changera  le  signe  de  la  seconde  int^ale  en  changeant  Tordre  de 
ses  limites ,  et  Ton  en  conclura  que 


lorsqu'on  prend  l'une  et  l'autre  intégrale  entre  les  limites  o  et  !• 
Rien  n'empêchant  qu'on  n'écrive  dans  le  second  membre  jt  à  la  place 


de  j',  on  voit  par  là  que  llnt^rale  f^~^dx{  i— rx*)  «  ,  prise 
entre  les  limites  o  et  i ,  conserve  la  même  valeur  lorsque  Ton  y 
permufi^les  exposans  mtt^i  û  donc  on  £snt  pour  abr^er , 


/x-Viflfl^rp*)    «    x=^(/»,/^),       fx^^dx(i^x^)    »    =f(p,m), 

on  aura  cette  équation  remarquable 

P(m,p)  =  p{p^m)., (i). 

Maintenant  en  faisant  usage  de  la  formule  II  du  tableau  de  la' 
page  40  du  deuxième  volume  ,  on  aura 


fn^'^fi 


fx^*j9ii-r)  "  ï»^:;ti^A'"^'^*(«-«'}  "  5 
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substituant  m  à  m^—n^  il  viendra 


d'ob  Ton  tirera 

En  répétant  la  réduction  qnç  présente  cette  dernière  équation ,  on 
obtiendra 


en  posant  (i-^.«')    "   =:-^»  de  même 

Or,  plus  le  nombre  i  augmente ,  phis  le  rapport  des  différentielles 

approche  de  l'unité  qu'il  a  pour  limite  j  il  en  est  de  même  des  inté- 
grales 9  puisqu'elles  sont  prises  dans  U  même  étendue ,  ou  sont  com* 
posées  du  même  nombre  d'élémens  (  n%  471  )j  passant  donc  à 
cette  limite 9  en  supposant  i  infini,  on  aura 

fx'^^^dx.X     pjm^p)     (m+p)(m+p+n)...     r(r+n) 

remplaçons  à  présent  r  par  m+f ,  il  viendra 

f{m^p)        im+p){m+p+n).. . .    (/»+0(/»+f +») 

f{m+q^p)     m{m+n) •    {m+q+p)(fn+q+p^n)...  ' 

équation  dont  le  second  membre  demeure  le  même^  lorsqu'on 
échange  entr'elles  les  lettres^  eUq.  Il  suit  de  là  que 

Les  équations  (i)  et  (1)  renferment  implicitement  toutes  les  propriétés 
que  nous  avons  à  faire  connoître  relativement  à  la  fonction  ^  ;  mais 
avant  d'entrer  dans  ce  détail ,  examinons  les  cas  dans  lesquels  cette 
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fonction  a  une  valeur  algébrique  ^  ou  ne  dépend  que  de  la  circonfév 
renée  du  cercle. 

io8o.  Lorsque  /^  ss  n  ,  on  a  seulement  fx'^^dx ,  d'oii  l'on  tire 

^{m^n)  =  — ,  et  en  vertu  de  l'équation  ^(«»,^)=f(^f  m) ,  on  ea 

conclut  que  f(/Kfjp)  =  ^««*«**«f«sf*f***««*«*««t*««*««(3)v 

P 

;p ration? 

X 

nelle 9  en  Élisant  ■?         '■  =s £ ,  d'où  H  résulte 


*/7 


■*• 


— =^-,     «"ss-^,        «l*  =  «lî-^l(l+t-) 


ï+r* 


avec  ces  expressions  oo  obtienf 


_  /•  *"~'<ir    __  /*  3c*~'Jx     _  /•( 


Les  valeurs  de  7  qui  çprrcspoodent,  à  f=:o,  ^  à  x=:i ,  étant  o  et 

l'infini ,  ces  dernières  seront  les  limites  de  Vmtigraltj    ^     ~^    , 

qui ,  'd'après  le  n*.  373 ,  ne  dépend  que  des  arcs  de  cercles  et  des 
logarithmes.  L'expresnon  que  nous  en  avons  donnée  se  simplifie 
beaucoup  lorsqu'on  Tétend  entre  ces  limites  ;  elle  se  réduit  alors 

^  , _^  ^  ^losi  qu^  nous  |e  verrons  plus  bas.  On  conclut  de  là 

/xsin 


n 


que        f(m^u^m):=:t{n—m,n)=» — -- (4). 

«sin  — 
n 

3®.  Si  dans  l'équation  (1)  on  fait  q^sm^-^m^p  p  on  en  déduira 

changeant 
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changeant  ensuite  dans  la  même  équation  (2)  ^  p  tn  n^^m — p  ^  et  q 
eo  n — m^  elle  deviendra 

multipliant  cette  équation  et  la  précédente  y  membre  à  membre ,  et 
supprimante  facteur  commun  f^m^n — m^—p)^  on  aura 

p{m,p)p(m+p,n  —  m — p)p(n — p^n—m) 
7=zp{n — PyP)^{fnyn — m)if{nyn — m — p). 
Or  ^  d'après  les  équations  (3)  et  (4) 

T 


pÇm+p^n—m^-^p^^i: 


nsm 


n 

f(/7i,n— /w)       = 

nsm 

n 

p{n—pyp)      = — ^!— ; 

•  P*^ 
n$in' — 

n 
substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus  ;  elle  donnera 

9rSin  — — 

K^i?)K«— /',«—>»)= ^— ZZ'-^Mf 

/i(/i  — OT— /^jsm  — sin  — 

cette  équation   nous   fait  voir  que  la  valeur  ^(^n—'p^n^^^m) 

ne  dépend   que  de   celle  de  P^fn^p)  et  des  fonctions  circulaires. 

Legendre  ^   à  qui  l'on   doit   cette  remarque ,   et  les   suivantes  ^ 

regarde  la  formule  ^(/x— ^,/i— m)  ^  comme  le  compliment  de 

f{niyp)y  parce  que  les  exposans  de  l'une  réunis  à  leurs  corres- 

pondans  de  l'autre ,  font  la  même  somme  n^ 

L'équation  (5)  nou£  conduit  à  deux  résultats  particuliers  qu'il  est 

bon  de  connoitre  :  lorsque /^ss/n  ^  on  a 

m'jT 
ITCOt— — 


P^m^m)  (f  (n — m^n—m)  =  ^—. ^— r- (  6  ), 

^     '     ^  '  '       n\n — im)  ' 

jtpptniict.  £  e  e 
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et  quand  m^=in—xpj  il  vient 

f{n^xp,p)p{^n^p^%p)=: 1-— - (7). 

np^n 

n 

L'équation  (  1  )  peut  aussi  se  transformer  en 

en  y  changeant  q  «n  n — m^  et  mettant  alors  les  valeurs  des  formules 
du  second  membre  i-  on  obtient    * 

^(OT,/^)f(/»+^, «—»)=-- (g); 

,    npsin  — 
n 

la  supposition  de  ps=im  change  cette  dernière  en 

nmsm 

n 

ce  résultat  étant  comparé  à  Téquation  (7)  ^  conduit  à 

f(PfP)  =  Pin'^xp^p).ico%^ (10). 

Maintenant  que  nous  avons  fait  dépendre  les  valeurs  de 

de  celle  de  fip^p),  ovtdt  p(m,m),  il  £iut  chercher  à  simplifier, 
autant  qu'il  est  possible ,  la  forme  de  cette  fonction. 

io8i.  Pourcda  faisons  i— ;r*==-^;  il  viendra 


:t" 


*y^(' 


%m 


1  — - 


d'où  on  tirera 

an 


/■ 


x'^^Ux 
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Les  limites  de  Tintégrale  en  [  s'obtiennent  en  considérant  l'équation 
4x"(  I  —  ji;*)  =  j";  si  l'on  y  suppose  x  =  0  et  je  =  i ,  il  vient ,  dans 
l'un  et  l'autre  cas ,  js  =  o  ^  ce  qui  ne  donne  que  la  même  limite  ;  mais 
on  en  trouve  deux  en  prenant  l'intégrale  relative  à  :r  en  deux  fois  ; 
savoir ,  depuis  Jt=so ,  jusqu'à  la  valeur  de  x ,  qui  répond  à  {=1  ^ 
et  depuis  cette  denûère  jusqu'à  jr=i ,  d'où  résulte  {=0  :  or  la  valeur 

de  jf,  qui  répond  à  {=i>  est  **=!:>  ou   jr  = .   Prendre 

ainsi  l'intégrale  \— ,   depuis  x=o  jusqu'à  jt  =  -jj— ,et 

ensuite  depuis  x^=s, —  jurqu'à  jir=i ,  ce  sera  la  même  chose  que 

VI. 

de  prendre  llnt^ale  /  7=^==.»  depuis  o  jusqu'à  i  «  et  depiûs  i 


rtégrale  TÇi^ 


jusqu'à  o,  ou  prendre  le  double  de  sa  valeur  entre  les   limites 

w 

{=0  et  {=!•  n  suit  de  là  que 

im  an 

puisqu'il  est  indifférent  d'écrire  x  pour  i. 

Ce  résultat  ramène  à  un  grand  degré  de  simplicité  les  valeurs  de 
♦  (1,0»        K»i»)f        *(3^3),ctc. 

Si  on  compare  les  équations  (6)  et  (n),  il  en  naîtra  cette  rer 
lation  remarquable 

mT 

y^  ...^  •  .—«  .  .         2.  îr  cot         ■ 

Si  l'on  fait  i— x*=:i:^:^,  on  aura  une  tfansformée  qui  ^  dans  le 
cas  oii  n  sera  paire^  et  où  i7z+^  =  ^n,  donnera 

fa»-/«,«)=:/ïl!^ Ct3). 

La  transformation  que  nous  avons  opérée  plus  haut,  par  la 

Eee  X 


L.. 
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supposition   de  i— ;t"=-^:— ,  nous  donne  pour  le  cas  de /i  paire; 

et  lorsque  m  — ^  ==  î  ^  > 

%p 

K         I — ^■X' 

le  dernier  résultat  s'obtient  en  écrivant  dans  le  précédent  x^  au  lieu 
à^  x\  n  étant  toujours  paire ^  on auroit immédiatement 


f 


{m,in)=l     ;...- (15). 


• 


On  obtient  encore  une  transformée  utile ,  en  faisant  i — x^=:^^x**, 

ou  x''*=  i  +  7  ^ I  + 1%  lorsque  m  +  ipz=zni  il  vient  pour  ce 
cas  qui  suppose  p<anj 

f{n^ip,p)=  1      «  nÇ^.. (,6), 

l'intégrale  étant  prise  y  depuis  {=0 ,  jusqu'à  {  infini.  En  combinant 
ce  résultat  avec  l'équation  (10)  ^  et  changeant/  en  /ti,  on  trouve 

f{m,m)=%       «cos — /-) L.>>.> (17)^ 


et  en  comparant  celui-ci  avec  l'équation  (11)1  on  en  déduit 

/  .         =cos — I  ;     ^ (18), 

en  observant  que  m  soit  toujours  moindre  que  -n. 

Cette  dernière  équation  nous  offre  une  particularité  remarquable. 
Si  l'on  fait  dans  le  premier  membre  a:=i— -y*,  et  î=y* — i  dans  le 
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second,  on  obtient  également  pour  Tune  et  l'autre  intégrale 


/i7 


n*-.    ■  ■■■     ■  y* H j^— etc. 

1  1.3 

quand  l'exposant  n  est  impair  ;  mais  la  première  doit  être  prise , 
depuis  j^  =  o,  jusqu'à  j^=i ,  et  la  seconde,  depuis ^=1 ,  jusqu'à^ 
infini.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  désigne  par  P  le  premier  résultat ,  et 
par  F  le  second  ,  on  aura 

c'est-à-dire,  que  les  deux  parues  de  la  même  intégrale  sont  entt'elles 

dans  le  rapport  de  cos —   à  i. 

Les  équations  (13)  et  (17)  combinées  donnent 

21 171 
p{m^m)  =2        "  cos fC^/ï— '/H,/») (19)  t 

et  comme  en  vertu  de  l'équation  (1),  la:  fonction  fd^-^m^m) 
est  la  même  que  f{m,^n''^m)j  il  est  visible  que  dans  le  cas  où  n 
est  paire ,  toutes  les  valeurs  que  peut  prendre  le  second  membre  de 
l'équation  ci-dessus  répondent  à  celles  de  m  ^  depuis  o  jusqu'à  ^  n. 
Si  l'on  met  {  n^^m,  à  la  place  de  m^  dans  l'équation  (19) ,  il  vient 

? (^«  — /»,f«  — /«)=i'*  sin Pi^^in — ot), 

n 

d'où  on  déduit  / 

41» 

p{m^m)=i       «  cot f  (i/ï— /»,  In _i/») (10)  , 

équation  qui  donnera  la  valeur  de  p(rn,m)^  pour  tous  les  cas, 

lorsqu'on  la  connoîtra  pour  ceux  dans  lesquels  m  ne  surpasse  pas  ^  n. 

Si  dans  l'équation  (13)  on  change  aussi  m  en  jn^^m,  on  aura, 

en  vertu  de  l'équation  (i)  ^  celle-ci 

1—1 


\ 


ffÉi^^rs^L. ; (..), 
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dont  te  second  membre  résulte  immédKatemeiit  du  premier ,  en  écri- 


vant -  au  lieu  de  ^  ;  et  en  la  cootpaf  ant  à  l'équation  (i  8)  ^  on  en 

conclura  la  suivante 

X  dx 


Les  relations  multipliées  que  nous  venons  d'obtenir  diminuent 
considérablement  le  travail  qu'exige  l'évaluation  des  transcendantes 

/*   x^^^dx  , 

comprises  dans  la  formule  Ê-^ ;  mais  elles  ne  sont  pas  les 

seules  qui  puissent  avoir  lieu.  Ce  n'est  encore  là  que  les  premiers 
apperçus  d'une  théorie  qui  doit  s'étendre  à  beaucoup  d'autres 
formules  9  et  pour  laquelle  il  faut  peut-être  de  nouveaux  signes  ; 
car  on  ne  sauroit  voir  dans  ce  qui  précède  et  dans  ce  qu'a  écrit 
Euler  sur  la  même  matière ,  que  les  résultats  de  tentadvés  nom- 
breuses,  dirigées  sans  doute  avec  une  grande  sagacité ,  mais 
n'offrant  pas  encore  cette  liaison  et  cet  ensemble  qui  constituent 
les  méthodes  directes  et  générales. 

1082.  Reprenons  maintenant  la  discussion  des  dUfiérens  cas  que 
peut  présenter  l'évaluation  de  la  fonction  p{m,p)f  pour  une  même 
valeur  ^e  «• 

I*.  Soit  n=2  )  nous  aurons  seulement  ces  trois  fonctions 

•t  d'après  les  équations  (3)  et  (4) , 

ç(i,i)=i,      ♦(i,i)=:f; 

ism  — 
%*,  Soit  /i=3  ;  nous  aurons  les  fonctions 

#(i,i),      f(i,i), 

»(3iO»      »(3ii)»      ♦(î,?)» 


J 
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en  excluant  les  fonctions  f  (i^i),  9(193)9  etc.  qui  sont  iden- 
tiques avec  f(%^i)^  f{y^i),  etc.  L'équation  (1) , lorsqu'on  y 
fait  mz=zi ,  /y:?=i ,  q=s% ,  donne  en  changeant  f  (  i  ^  1  )  en  ^ (i^  i) , 

f(i,i)^(x,i)  =  ^(a, 1)9(3,1), 

d'où  01)  tire  la  valeur  de  9(19^)9  au   moyen    de    celles  de 

^(i»')»  ^(^»i)»  f(3»i)«  ^s  ^^u'  dernières  sont  connues; 
l'une  dépend  de  la  quadrature  du  cercle  «  en  venu  de  l'équation  (4) , 
et  l'autre  est  déterminée  par  l'équation  (5)  :  en  représentant  donc 
par  ji  la  transcendante  ^(1,1),  et  faisant  pour  abréger 

^ (  ly  I  )  = =;« ,  nous  aurons 

3  sm  — 
3 

K3>0  =  W        K35»)==if        K30)  =  Tf 

d'où  l'on  voit  que  tous  les  cas  que  peut  présenter  l'intégrale 
,  ne  dépendent  que  de  la   seule  transcendante 


/: 


y  s — ~ égaleà  x   /  ^_f ,  ou  à  a    ^/--7===: ,  en  vertu 
^(•.■=?j:       J^'~^         Jy^'+e 

des  équations  (11)  et  (16), et  comprise  dans  les  fonctions  ellip- 
tiques (  n»*.  404,f4ii,  505  )•' 

3"".  Soit  n:734  ;  nous  aurons  les  dix  fonctions 

♦(3»»)»      ^(3*0.      K3»3)» 
K4.O»      *(4»»)>      *(4.3)*      *(4,4); 
l'équation  (i)  donne  ces  relations 

?(i,i)ç(i,i)c=ç(3, 1)^(3,1), 

♦  (ï»0*(3»»)  =  *(3»0#(4,0* 
*(»»0*(3»3)  =  ?(3»0?(4.»)' 
On  a  par  Téquation  (  3  )  les  fonctions  dans  lesquelles  le  premier 
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nombre  est  4  ;  Tëquatioa  (4)  ramène  à  la  quadrature  du  cercle 
toutes  celles  dans  lesquelles  la  somme  des  deux  nombres  est  égale 
à  4  :  il  ne  reste  donc  à  déterminer  que  les  quatre  fonctions 

^^ifO/    ^r^iOf     ^^3,2;,     P(^,^)^ 

et  au  moyen  des  reladons  ci-dessus ,  on  fera  dépendre  les  trois  der- 
nières de  la  première  ;  mais  nous  <d>seryerons  que  les  équations  (6)' 
et  (7)  donneront  immédiatement  P(if'i)  par  ^('i , i^ , et  p(%y i) 
par  ^(XfX).  La  seule  transcendante  ^(  \,i  )  suffira  donc  encore 
pour  ce  cas}  elle  se  ramène ,  d'après  les  équations  (ii)  et  (17)9 

à  2  *  / — zr=:  €t  à  /       ^      ,  et  rentre  ainsi  dans  les  transcen- 

dantes  elliptiques.  En  désignant  par  J ,  comme  le  hit  Euler ,  la 
transcendante  9(1  ^  i^  ,  et  par  a  ex  fi  les  fonctions  p(i  3 1)  t  9(^9  ^)  % 
qui  se  rapportent  à  la  quadrature  du  cercle  ^  on  formera  ce  tableau 

^^4*0  =  »,        ^(49^)  =  if        ^f4>3^=îf      <4f4)=U 

4°.  Soit  n=:f  ;  la  fonction  ^m^p)  présentera  pour  ce  cas  quinze 
formes  diverses ,  en  excluant  les  permutations  données  par  ^(p,  m)', 
réquation  (x)  fournit  pour  ce  cas ,  les  relations 

♦r3»o?C4»»^=?r3»»^*rs»o» 
♦C3»OfC4»4;=»C4»»^fr5»3^# 

qui  y  jointes  à  celles  que  nous  avons  employées  pour  le  cas  de  n:=4y 
donnent  le  moyen  de  déterminer  six  fonctions ,  à  quoi  réunissant 

les  cinq  fonctions  de  la  forme  ^(  ^^p)  ^  égales  à  -,  en  vertu  de 

P 

réquation  C'^) ,  puis  les  fonctions  ^('^^^)=A  et  p(j^^i)  =  fi^ 
dépendantes  du  cercle  à  cause  que  172+^=5^  il  restera  seulement 

deux 


/ 
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deux  transcendantes  irréductibles.   Choisissant  les  fonctions 
ff3,i^=^,  p(i^%Jf:=B ^  on  aura  le  tableau  suivant 

*(uO=^y      9(5»^)=i,      *(lf3)=h      *(^f4)=if      ♦rSjï-^^ff 

A  A  4 

f(4tO=»,      *(A*^)=-^»   ♦r4»3-^=^»    ♦C4» 4^=77» 

♦r3»o=^,    ^(i>^)-(^*  *^^*^^^7b* 


Ce  tableau  montre  que  Ton  auroit  pu  également  prendre  les  fonc- 
tions p (x^%)  et  fCiyi^  pour  y  rapporter  les  autres.  Les  équa- 
tions (6)^  (^)  et  Ci 0^9  offrent  les  moyens  de  rappeler  immé- 
diatement 

^r4»4^i    *(a%^)^.    ♦OjO  à  ♦ri,i;, 

♦  r3»3-)f      *r4f3^>      »ra*0  à  p(\^x); 
et  d'après  les  équations  (ii)tt(\'j)y  on  a 

En  continuant  cette  énumération ,  et  ne  faisant  usage  que  des  rela« 
tions  particulières  que  fournit  immédiatement  l'équation  ("i^  i  Euler  a 

trouvé  que  les  diffirens  cas  la  de  formule  /- ^  pouvoient 

se  ramener  en  général  aux  suivans  : 

9(n^X,i)^    P(n—i^i),    9(n—4^j),    f(n^^,4)^ttc 

dont  le  nombre^  lorsqu'on  exclut  comme  on  le  doit  les  permutations 

des  exposans  iw  et/>,  est . ,  quand  n  est  impaire ,  et  ^n — i , 

Jpptniict,  F  f  f 
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quand  »  est  paitt.  Dans  le  premier  cas,  les  remarques  de  Lq;eiidre 
rapportées  précédemment  ^  fourmssent  le  moyen  ^Texprimer  les  di- 
▼erses  transcendantes  d-dessus  par  d'autres  de  la  forme  ^(m^m)  ^ 
et  dans  le  second  elles  réduisent  le  nombre  des  mêmes  transcendantes 

a  -,  ou  ,  en  faisant  dépendre f f 01,1»^  de  ^(^7/1 — m^^n — m) 

4  4 

par  réquatîon  (10).  Avec  ces  formules,  Legendre  a  ramené  aux  trans- 
cendantes elliptiques ,  celles  qui  répondent  aux  cas  où  11=3  ,  n=6 , 
/r=8,  12=12. 

1083.  Pour  obtenir  par  des  séries  convergentes  la  valeur  de  lin- 

I y  Euler  la   partage  en  deux  parties ,  Tune 


tégrale    /— 


prise  entre  les  limites  *=o  et  ar'=  ^^  et  l'autre  tntrejc*=s  ^  et  x—\  ; 
nommant  M  la  première ,  P  la  seconde ,  et  formant  la  série  par 

le  développement  de  ,  suivant  les  puissances  asccn- 

dantes  de  4?,  fl  trouve 


/i' 


'+^î^=^.l'^.-JL_+etc.j, 


résultat  dont  chaque  terme  est  moiadre  que  la  moitié  de  celui  qui 
le  précède.  Faisant  ensuite  i— jp"=y%  il  change  la  formule  pro* 

•  posée   en    ^^fy^'dy  (  i  — y*  ^   "  (  n"*.  1079  )  »  ^^^  ^^"^  prendre 
entre  les  limites  jr"=  {  et  j^'ss  o  ;  et  Tordre  de  ces  linûtes  étant 

m— /i 

renversé,  il  vient  P—fy^^dy(i^^y)    ^    ,  ou 


^_     I     fl       n — m  I 


+ 


n — OT      1/2-^/12      i/ï— -j»         .1 

-  +  etc 


m  412  6n        3^+/^ 

puis  enfin  f(m^p)=M+P. 


■}' 


N 
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Lorscpie  m=?» ,  les  séries  AT  et  P  devitonent  identiques  ,  et  l'on  a 
seulement  «-.,««» 

Soit  pour  exemple  la  fonction  ffi,!;,  de  laquelle  dépend 
f(myp)^  lorsque  »=3  1  on  obtiendra 

x.'-l-Xii  -1-4.  etc.  î 

3 

=  0,54315/1=0.68445.  ,,         ,        ^  . 

De  cette  valeur  et  du  tableau  qui  contient  toutes  celles  de^(m,pj , 
pour  le  cas  où  n= j ,  on  déduira  .       v        ,0 

1084.  Montrons  à  présent  comment  on  peut  Rassurer  quelm- 
^^jï^    flf. fL  ^  prise  entre  les  limites  x=o  et  x  infiiu ,  re- 

vient  à .  Ona  en  général  (  n^  375  )^/— TTÏ^"^ 


nsin 


-cos- 


t^  I— >xcoS'^+Aï^4-^ .arc(    tang= -j    I 

V  I— xcos — y 


n 
•3^ 


y _  /:  arsm —   X 

K^  t— ixcos— +a?*+-sîn?^ — .arcf    tang= ) 

n  n        it  \  3^  y 

V  i-^xcos^-y/ 


-cos- — 1  |/^    1— ijcco$«2 — V  «•+-SW ^ —  «arc  I    tang: 


n 

57r 


-xcos— 


V Z'  *sm—  ^ 

cos — 1  K      I — îATCOs — +  j»:'+-sin —  •  arc  I    tang= —    J 

""       ""  "  ''       '^  V  i-xcos--/ 


Fff  1 


/r 
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r  désignant  le  nombre  impair  qui  prêche  n  ;  et  â  »  est  impaire  ^  il 

faudra  ajouter  à  cette  expression  +  -l(i+:r),  ou l(i  +  J«^)v 

selon  que  m  sera  impaire  ou  paire.  On  voit  par  le  déreloppement  ci- 
dessus  que  llntégrale  proposée  s'évanouit  lorsque  x:=so  ;  il  suffit 
donc  de  trouver  ce  qu'elle  devient  quand  on  y  fait  x  infini  ^  et 
pour  cela  nous  allons  considérer  séparément  la  partie  logarithmique 
et  la  partie  circulaire. 

i*.  quand  x  est  infini ,  \/^   i  —  %x  cos +  jc*  se  réduit  à 

X — cos — ,  et  Ion  a  par  conséquent 
fi 


^  l/^  I — 2JPC0S— +x*s=s1Qj:— cos — ^=ljir+l(i— -cos — ^=ljr, 

à  cause  que  -  cos —  s'évanouit.  Si ,  pour  abr^er ,  on  pose  -=•  » 

la  réunion  des  fonctions  logarithmiques  formera  la  série 

i\x  * 
{  cosOT»+  cos3/RM  +  cos5Jii« +*cosrmm  }, 

avec  Vappendia  =fc-l(i  +jr),  si  n  est  impaire.  Cette  série  est 

comprise  dans  celles  dont  on  a  donné  la  somme  n*.  950.  Pour 
employer  les  formules  de  ce  n*.  il  fout  y  changer  x  en  r  —  i , 
q  en  mtê,  faire  A=3  et  p^=^mu  ;  on  trouvera 

c^^c.«         sin(r+i)m«          xljp                         rin(r+i)OT«   \s 
S  cos  rmtê:=i:  — 2_ — i —    .— 5cos  rm»z=z i i — ,  — 

ismmtt  n  ànmm         »' 

Dans  le  cas  oà  n  est  paire ,  on  a  r=^n — i^  et  le  résultat  que 
Ton  vient  d'obtenir  se  réduit  par  conséquent  à  zéro  ,  à  cause  que  m 
est  nécessairement  un  nombre  entier. 

\x 

Si  n  est  impaire ,  il  faudra  tenir  compte  de  l'appendice  db , 

mais  on  aura  alors  r=/z — 1  et 

%\x  sîn(« — i)/w«  I X  sin(/7»r — m»)  1  x 

n  smmtù        n  ànmêê        n/ 
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or,  sui(otw-— m«)=:=fcsin/w«,   selon  que  m  est  impaire  ou  pairej 
il  viendra  en  conséquence 

%\x  ^     '  1  or  sîn  m  »       \x 

Sço%rmm:=z 


n  n   smmm       n  ^ 


ce  qui  se  réduit  encore  à  zéro. 

La  partie  logarithmique  de  Hntégrale  cherchée  s'évanouissant  ainsi 
dans  tous  les  cas ,  il  faut  examiner  ce  que  deviennent  les  fonctions 
circulaires  qu'elle  contient.  Leur  terme  général  est 

2  .  /  xsxnrtè        \ 

-sinrxnti.arci  tang=: J; 

n  \      °       I  —  xcosr»  / 

Tare  indiqué  s'évanouit  lorsque  ;c=o;   il  est  égal  au  quart  de 
la  circonférence  quand  x  = ,  et  il  a  pour  tangente 

=5  —  tang  r»,  quand  x  est  infini.  Dans  ce  dernier  cas  il 


COSrM 

est  donc  égal  à  «sr—-  r»  :  on  a  donc  pour  la  valeur  complète  de  l'in- 
tégrale cherchée^  la  série 

-{Ct^— «^sm/tt^+t^^— 3«>in3  iw«+('t— 5«^sin5»i«+  etc.  }  , 


n 

qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

-  9r  {  sin  /n »  +   sin 3  iR »  +   sin  5  iTiii  -f  etc.  }  , 


n 


2<# 

—  —  {sinxnM  +  3sin3i7i<i  +  5sin5/7iM  +  etc.  }• 

La  limite  de  la  première ,  déduite  des  formules  du  n"".  950,  donne 
2     ^,  w  1 -^  cos(r+i)/w<» 

-9r5smrin«  = : ; 

n  n  sm/71» 

celle  de  la  seconde  se  tireroit  des  formules  du  n^.  909  ;  mais  on  y 
parvient  immédiatement  en  différentiant ,  par  rapport  à  «,  l'ex- 
pression  de  5  cos  r  /ti  <# ,  rapportée  plus  haut  :  on  trouve  ainsi 

—  iw  {  sinxn  #  +  3sin3i7i«+5sinçxtt»  +  etc.  }  = 
!»('/'+ i^COS^r+i  )mu        msin(r'i'i)mmcosmm 

^sinmm  %(sinm  tê)*  ' 
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d*oii  Ton  conclut 

^     .                      (^r+i  )cos('r+i  )i»«      sînf  r+i)iw«cosm« 
5rsinr/tt»  =  — .2^ : 1 — ^ — 

+ 


Maintenant  si  n  est  un  nombre  pair,  on  aura  r=sn—  i ^ 

sin^r+i^/ww  =  siniR7=:o, 

i-^cosittv  ncosiRv- 

<Ssuir/ni»  = : ,        5rsmr«i»=— — : » 

xsin/R#  isui«i« 

enfin  , 

iw^  .  2«_     .  iw"  I— COSiUir   ,  1«   ncOS/Krv* 

osinr/w»— — Srsinrmm:sz —         . 1- 


n  n  n       xsuiirm  n    xstnmm 


,  à  cause  de  ii«#  =  ^.* 


nsinmiù 
Lorsque  n  est  un  nombre  impair,  il  vient  rssn—  2 , 

coî(r+i)inm:=ços(m9'^'^mm)ss    eosmwcosmm^ 
sin(r+i)m€Êz=:sm(m^'^mtê)^='  ■  cosmysinxg<i, 

d'où  on  tire 

—  osinri»«— •  —  <3rsinrmfli  = 

^('i— cosjUTrcosiii»^  *0(n-^t)coênt9rco%nm    mcosmwco&mêù 
nsitimm  nsinmm  nànmm        ^ 

ce  qui  se  réduit  k  — : ,  en  observant  que  ««  =  »•. 

^       .  nsmmm 

prise 

entre  les  limites  Jt  =  o  et  x  infini ,  est  égale  à  — -^ ,   ou  à 

nsmmm 

,  ainsi  <|ue  nous  l'avons  annoncé  ^  n*«  to8o. 


/(Sin  — 


i 


• 
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1085.  Ce  résultat  conduit  à  une  sommation  remarquable.  On  a 
yu  dans  le  n*.  1080  ,  que 

rintégrale  étant  prise  depuis  :r=:o  ,  jusqu'à  x=s^  i  ;  si  on  développe 
en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  jt^  la  quantité 

^  ,  qu'on  intègre  après  avoir  multiplié  par  «•"""""'iap , 

et  qu'on  fasse  ensuite  ^  =:=:  l ,  il  viendra 

.,    m'Jt       n^^m.   n(xn — m)         n^xn(  xn  —  m) 

sui ^  ^  \  J  y 

n 

+ ^ ^ ^    ^^^    , — -  +  etc. 

io8é.  L'intégrale /«"^"^o? Ci— a;V  "      peut    se     développer 
aussi  en  produits  indéfinis.  On  a  trouvé  dans  le  n"".  1079  que 

fx'^''dxX_(m'^p)(m+p+n)...     r(r+n) 

fx^-^dxX       m(m'\'n).. (r'\'p)( r-^-p+n)....  ^ 

ce  qu'on  peut  écrire  ainsi  .. 


P—^       m  (m+n)Cr+p)(r^p+n)...!..^  * 
fs'^'dxC  i-^x^J  « 

on  rendra  possible  l'intégration  de  la  formule  qui  est  au  dénomi- 
nateur en  faisant  r=n  ^  et ,  entre  les  limites  j;— o  et  :r=:i  ^  on  aura 


P 
d'où  Ton  déduira 


I 
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On  pourroit  obtenir  un  pareil  déTeloppement  de  l'int^rale 
«"•^Vjr('i  — jc*/,   et  Ton  auroit  par  ce  moyen  Texpression  en 
produits  indéfinis  y  des  produits  limités  qui  composent  le  dévelop- 
pement que  nous  en  avons  donné  dans  le  n*.  1071.  Il  est  visibl 
que  cette -transformation  revient  à  celle  qui  a  été  effectuée  sur  les 
puissances  du  second  ordre  dans  le  n"".  962. 

Les  facteurs  du  second  membre  du  résultat  ci-dessus  étant  grouppés 
dans  Tordre  suivant 

I    n(m+p)     xn(m+p^n)      ^^nCm+p+m)       A'^Cm+p+'^n) 
m  'p(m+ny  (p+nX^+in/ (p+xnX^+if»)  (p+i'^Xf^+A^y 

on  en  tirera  par  la  supposition  de  m+p=zny 

m 

~"r       1        »•  4i»*  gn*  16  n^ 


et  mettant  pour  rintégrale/x'-^iar^'i  — *V    "  s»  valeur 


on  obtiendra  l'équation 


9 


»sm  — 
n 


I  I  I 

"TT*  TT**  -  •  .  «etc. 

!»•  nr  I»*  m^ 


.    mv      m 


n  /»*  4^»*  9«*  i6»* 

de  laquelle  on  conclura 

Si  Ton  chance  "arc  —  en  -  —  • —  = ^ ,    on  aura 

r  n  SI         n  m 

$m AT  =  cos  —  ;  substituant  ,  ou  -  -^ — ,  au  heu 


2»  n  2  2       «  •* 


m 


de  — f  dans  le  produit  précédent  /décomposé  en  facteurs  simples; 

fi 

il  viendra 

cos 


^E^ 
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WT       /i        m\\2      «Al        n/\i      n /\i        n  /  \i      n/\i        «/    ^ 

cos — =7j| J- — : etc. 

n         \i       nj  i.i  2.2  3.3 


2  2  24466 

2   i.i.4.4.6.6.8etc.\        »* /v       ^n*y\       i5«*/ 


ete. 


-T=(-^X-,^-^X-S)-  ' 


résultat  qui  se  réduit  à 

972*  /\       25/1*  /\       49/2^ 
lorsqu^on  met  pour  -  la  valeur  rapportée  dans  le  n*.  945; 

Si  Ton  £ilt =  u  y  dans  les  deux  produits  que  nous  venons 

<l'obtenir  pour  le  sinus  et  le  cosinus  ^  on  aura 

'"«="('  -vX— :fX'  -  -p^X'  -  ih)  '"• 
=(-'^X'-^X-ï^.X-,^)«-. 


COSlf 


ce  qui  revient  à 

r  « = <' -  tX- + fX— ^X' + iX' -  pX- + p)  «^ 

La  première  de  en  expressions  met  en  évidence  la  propriété  qu'a 
le  sinus  de  s*évanouir  toutes  les  fois  que  Tare  devient  égal  à  un 
multiple  de  9r ,  soit  positif ,  soit  négatif ,  puisque  les  facteurs  qui  la 
composent  s'annullent  stiecessivement  lorsque 

U=7r^       tt=— -r,     tf=2T,      a= — 2T,    .«=3ir,      tt= — 3»,  etc. 

U  est  visible  que  si  Ton  avoit  voulu  exprimer  analytiquement  cette 
propriété  y  on  en  auroit  déduit  la  même  formule   que  ci*dessus. 
L'expression    du  cosinus  satisfait  de  même  aux  loix'  que  suit  la 
jipptndice.  G  g  g 
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la  marche  de  cette  fonction ,  puisqu'il  y  a  toujours  un  de 
facteurs  qui  s'éranouit  lorsque  ir=  db tt. 


Digression  sur      1087.  Les  expressions  dont  nous  nous  occupons  maintenant  sont 

lîn  "^cT  da  ^1)-  ^"^^  *  ^"^^  •  ^"^  ^"  ^  ^^  ^^  nombreuses  conséquences  :  elles  donnent 
sinus  en  produits  immédiatement  les  logarithmes  népériens  des  sinus  et  des  Cosinus  ; 

indéfinis. 

car  en  faisant  u  = ,  on  en  tire 


Ism  —  =  U+1 — +1(1 -rJ+Ki- — 7-r) 

+'(-3-?^)+ -'• 

xn        \        n^J      V         9»*/      \       15/1*/ 

\       49»  / 

Si  l*on  développe  en  séries ,  les  logarithmes  indiqués ,  à  partir  seule- 
ment de  \\i 7-^j  pour  k  sinus  ,  et  de  1(  i A  pour  le 

cosinus  9  on  aura ,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  —  > 

1  sin =  1 OT + \ixn — /w) + l(aji + ;»)— 3I  n + 1  x-^18 

m 


( +   -T^+TT-A -I T  +  CtC.) 

«•\4»^  6*     8*      lo*     12*^       / 
*/ 1         I       I        II.        \ 


m 
m 

.6 


OT'/I  III  I  \ 

/»•/!  III  1  \ 

^7  +  6^+r+I^+7?-+^*0 


etc. 
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wr 


Icos =l(n — m)+l(/i+/w)-— lin 


-— ( —  H — H — ^-T-  +  etc.  j 

!»♦  /  I  I  I  I  \ 

xrr\y      y     7*      9*  / 


2/z 

.6 


inf\f     5^    7*     9*  / 

•  /  I      I      I      1  \ 


etc.      ' 
les  coefficiens  des  puissances  de  —  dans  ces  séries  étant  les  termes  de 

là  série  générale  «^  —  ^  se  calculeront  par  les  formules  du  n*.  941 1 

Xr 

en  disant  usage  de  la  remarque  du  n"*.  938  »  ou  par  des  procédés 
que  nous  indiquerons  plus  bas. 

1088.  Les  mêmes  expressions  donnent  les  facteurs  des  séries 


1        1.1.3       I.1.3.4.5         i«i.3«4.5.6.7 


+.  etc. 


+ • — -  +  etc. 


i.i  1.1.3.4  I.1.3.4.3.6 

qui  sont  en  même  tems  les  développemens  de  sio  «  et  de  cos  u  ^ 
et  ceux  des  expressions 

,y=T     «y  ITT         V/=T^-«|/ir T 
Changeons  maintenant  «K  —  1  en  tf  et  n  en  — «V^— i  ;  U  viendra 

^ tf-»       K        »•  «^  II* 

^, =z=-+ — + +— +  etc. 

1         I     i.i      1.1.3       1.1.3.4.5 

=1^ 1 1 7+etc» 

1  T.i     1.1.3*4     1.1.3.4.5.6 

Ggg» 
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On  peut  encore,  à  l'aide  de  ces  formules,  décomposer 
licteurs  l'expression  - 


ausn  en 


' — ;  car  on  a 


1 


e'-^ry 


a  . .=*  a 


e 


*— y 


-'(-^X'-^'X-^)- 


4. —=^    a    I     ,    a 


Si  l'on  fait  dans  ces  résuItats^=o ,  il  viendra 


9W    /V  ir, 


=-X-  +  Ï^X'  +  ;£r>c. 


t 
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et  faisant  pour  abréger  x+y=:u ,  x— ;y=v  j  on  conclura  de  ce  qui 
précède  le  développement  en  produits  indéfinis  des  trois  expressions 

c— e--— ^''+r% 

1089.  Avant  de  reprendre  la  recherche  des  valeurs  des  intégrales 
définies ,  nous  montrerons  comment  les  expressions  que  nous  venons 
d'obtenir  peuvent  être  employées  à  la  sommation  de  quelques  séries. 

Soit  i+jii+Bi*+C^+D^+  etc. 

on  aura 

ji  =  ùL+fi  +  y+S'+  etc. 

j?  =  «iB+«> +  ^y+fi/+  etc. 

C  =  *i8>+*iaJ'+ etc. 
.  etc. 

et  par  les  formules  du  n%  158,   on  obtiendra  les  valeurs  de 

5,=*  +i8  +>  +(r  +t  +  etc. 
5.=**+i3'+>^»+J^*+t*+  etc. 
5j=*^+i8'+>'+J^^+t^+  etc. 
etc. 

Cela  posé^  Texpression du  n"".  précédent,  donne 

1  + + + ^ —  +  ctc. 

I.2.3       I.1.3.4.5       i,i*3*4«5.o.7 

(■+^X'+î?X'+î?X'+;Î7X'+ï6?)'"- 

et  faisant  u*^ir\,  on  en  tirera 

1  +  i— + i + i -r—  +  etc. 

1.1.3       i.i*3«4.5       1.1.3.4.5.6.^ 
.     (i+{)(i+7î)(»+;;0(i+iO(»+rrOetc. 

49  10  2J 

T*  «•♦  îr'  îT* 

= ^,  5= ,  (7= ,  Z?= 5-,  etc. 

X,2.3  1.2.3.4.5  1.2. ••7  I.2...^« 
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Substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  5*, ,  ^^9  ^^^  etc.  on  trouvera 

^       I       ï       ï  «"^ 

5.=—+—+—+  etc.       =-r~ , 

149  6 

5.=—+—+—+  etc.      =— — , 
149  90 

^  I  I  I  -ÎT*  . 

i'     4'     9  94ï/ 

^  I  1  I  9r' 

i^    4*    9*  9450 

^         t  I  I  9r'* 


ï      4'     9'  93555 

etc. 

comme  nous  l'avons  indiqué  dans  le  n*.  941  j  et  l'on  voit  par  là 

que  la  limite  de  la  série 

^         I         I         I         1 

Sm= 1 h 1 1 

1         X  3  4  . 

ne  dépend  que  de  la  circonférence  du  cercle. 

te  développement  en  série  de  l'expression -.  étant  com- 
paré à  son  développement  en  facteurs,  en  faisant  u*=^'ïï*i^  donne 
successivement 

1+ + r— + 7+ 7 5-  +  etc.= 

i.i      I.1.3.4       1.1.3.4.6      t.i.3.4.5. 6.7.0 

1.2.4      i*i«3.4-4        1*2 6.4^      i.i ••••8.4^ 

'»'  ^  9r*  flr®  r* 

-rf= ,    i?^ n ,    C= T^-r,    Z?= 5— I»«tC- 

1.1.4  i.i.3«4-4'  i.i...6.4^  1.1... 0.4* 

^  T      .     T  I  l   T* 

^.=— +—+—-+ etc.     =-— , 
I       9      I5  II' 

lit.  1        îr* 


^•=T^+;^+ï?+ 


etc.     = 


9"     25"  1.1.3  *^  ' 

1    .    I         I  16  «T* 


•^î="tH — T"! — r+ etc.     =^ ^^. 

*     i^      9^      iç5^        _         1.2.3.4. ç    2^^ 

•5^=— +-7+— r+  etc.    = ' -•, 

I*     9*     15*  1.2.3....7 1^' 

etc. 
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et  Ton  aura  en  général  la  limite  de  la  série 

I         I         II         I 

3^-= 1 1 H h- h  etc. 

exprimée  par  la  circonférence  du  cercle.  Nous  observerons  que 
l'on  peut  faire  usage  de  ces  résultats  pour  simplifier  les  séries  du 
n*.  1087. 

1090.  Les  formules  qui  terminent  le  n"".  1088  étant  traitées  par 
le  procédé  du  n"".  précédent ,  donnent  aussi  des  sommations  très- 
élégantes.  On  en  tire  d'abord 


'*(^+5)G+^)('+z-T^)^"- 


\    »•+«•     A     9»*+;»:»      A     z5»*+.x'     / 
puis 

or  il  est  facile  de  voir  que 

x  +  iy^   -{y      .    ^^.J-iy^  ,tA 

F+7  2+«'+r* 


-iy,  iy.  -'-ry^  *+iy 

~  i  +  e'+e-"'  * 

et  qu'en  y  faisant  jkr  =  «V^ — 1 ,  iy= — vK — i ,  on  aura 

cosv+cos(« — v)  sinifsinv 

^ ^=cos  V  +  -: — . =  cOsv+ tang  f  «  $m  v 

i  +  cosi<  i+cosi<  ^ 
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Maintenant  si  Ton  substitue  dans  l'expression  cos  v+tang  jiisini^  , 

tJVJt  T*JF 

au  lieu  de  1/ .  —  •  au  lieu  de  v ,  —  •  et  qu'on  réduise  en  série 

n  in 

Tir  7  *fF 

les  fonctions  de  { :  savoir ,  cos  —  et  sin  ^—  ,  on  obtiendra 


i  +  —  tang  — 
%n  xn 


+ ;r^-r  +  etc. 


(, + ^(. — i_Y, +-i-Y, — i-)  «c. 


d'oh  Ton  déduira  les  sommes  des  séries 


S,= 


j*.r= 


I  I 

+ 


n^-^m        n-^m      yn^^m       312  +  ^ 

I 


•f  etc. 


III 

-+7 r  + 


+ 


etc. 
la  première  donne  immédiatement 


-  +  etc. 


T  mT  I 

—tang = , 

2/2  2/x       »  —  m         n -t  m      3/2 — /w        3/1+ ot 


I  I 

+ 


-'+  etc. 


Nous  aurons  encore  par  les  formules  déjà  citées 


V  I 


it'—rr 


«'—I 


'"^c^^-C-^X-^-^X 


1+ 


J  etc. 


d'oii 


=~-'4^(-t 


A'' 


4»' 


X 


1+ 


36; 

xxy+y 
36T 


.y        y 


6Tt^+. 


36^*4- 


or 
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e       * 
or 


1     »^    .,+1     -?1n 


«-—I  («'— l)  (ï— «"') 


<-* 


Si  maintenant  on  feit  *=»  v —  i ,      iys=— v  v— i,  il  en  rësulteni 

cosv  —  cos(« — v)  sinnsinv 

■  i  =  cosv  — ^  =cosv— cot7»sui'r 

I— •ces»  I — cos« 

==(. -. -Y.  +  _ir_Y,  _.  Ji^Y,  +  ._±2L.Y, -.  _±JL)etc. 

et  si  Ton  change  ven-^— ^«en  —  ,  pub  que  Ton  développe 

en  série,  suivant  les  puissances  z ,  Pexpression  cos—  +cot-^sin  ^  « 
on  obtiendra 

x.+  -^cot i— Vr^ot — 

^         +  etc. 


.(,+iY.__^Y.+^Y.__i_Y,  H.4_)«, 

\       /w/x        IH — mf\       xn+m/\        Jin-^-m/K        J^+mJ 
et  on  en  conclura  les  expressions  des  limites  de 

j,= + + •— —  -é  etc. 

m  i/i'^m         xn  +  m  j^n — m         j^n  +  m 

etc. 
On  aura  en  particulier 
AT       OTx      I  1        .        I  t        ^       I 

— cot — = h — ; 1- — ; —  —  etc. 

0/1       2»      m  .      2/1— /»      xn+m        4»— w      472+/» 
Appendice.  Hhh 
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1091*  Nous  conclurons  de  ce  qui  précède  que 


4 


t  I  I 

+  — + 


m      n-^m       n^m       in— 'm     xn+m     '^n^^m       ^n+m 


+ 


+ 


J^n^^m      j^^m      ^n^^m 


etc. 


— 1  taBg +  cot 1=5 1 ; 

nsui 


m 


+ 


+ 


n— OT  '  n+m       xn^^m      xn-^m 
II  I 


^ 


4n--vi»      j^^m 


^ 


cot 

2n\        m 


tang  — )s= 

2/1/ 


•T 


+  etc. 


'  +  ' 


"^-■i^ 


3^1— m      3/1+ A 


ntang 


mit     n         n 


Si  Pon  combine  deux  à  deux ,  à  partir  du  second ,  les  termes  de  la 
de  CCS  séries^  çn  aura 


nsin 

n 


I  1/»  xm  xm  \m 

•= — 4 — i r  "• — ;: :"i — ;: ^^^  "ft ;+ctc. 

m     nT'^m         An^'-^n^     ari'.'^m         i6«*-^ot' 


4«' 


9n. 


d^pii  on  tirera 


Z/72/XSU1 


4a' 


■ — /»•     Q/i' — m^       1 6/1* — n 


9« 


/»• 


+  etc. 


En  opérant  de  même  sur  la  deuxième  série ,  il  viendra  successi- 
vement 


flr         nvjr      i  xm  xm  xm 


—  etc. 


2/»* 


flr  OTT  i  I  I  I 

çot = + + H — ^ 

xmn  n       n* — m*      ^n^^^m*       o/i*— /Ti'    /   x6;»'— iw* 


+  etc 


i*«i*aÉB^*^i*< 
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Soit  /z=  I  y  et  faisons  m-s^-^u  V — i  j  nous  aurons 

I  I  I  I 

+  ■r-r^+  T-: — H- r: — r  +  «c. 


j^-i-ï    »'+4    tt*+9     tt*+i6 

I  flr  ^ 

«e(^      — i) 
en  observant  que  (Int.  n*.  37  ) ^ 

1/ — 

_  K~i (g  +  I  )     y— 1(«    4-t) 


a«*  l/—  i^  *«* 


t  *  _I  «     — I 


i^--i+ 


Atf^* 


•*•• 


Lorsqu'on  change  «  en  a  dans  ce  résultat  ^  on  rttrôure  la  série 
du  n\  944  y  et  la  limite  que  nous  lui  avons  assignée  dans  ce  n% 

I09X.  En  développant^  suivant  les  puissances  àz  m^  chaque 
terme  de  la  série 

f  t  1.1 

r+ r+ T+-2 — :  +  ^^• 

I— I»*       4— m        9—/»*      16—1»' 


II 

et  déôgnant  par  «^-7»  *^^>  etc.  les  limites  des  séries 

I  I 

1  +  -7  +  etc.       I  +  -7-  +  etc. 

on  trouvera 

cotmT=ri5— -  +m*5-^  +  OT*5— .  +  etc. 

mais  on  a  par  le  n%  949  ^ 

-^Ot-tf=-  — — î 2 1 ^ctc. 

2       1        tf         2  2.3.4        2.3.4.5.6 

JS,  y  ^1 ,  ^5  9  etc.  étant  les  nombres  de  Bernoulli  ;  et  par  conséquent 

— cotniTss — ^— + ri-+ >.-«.+ etc. 

im^       %m  2  2.3.4       2.3.4.5.0 

Hhh  2 
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la  comparaison  de  ce  développement  et  du  précédent  donne 
o  — -=—  ,      «y  .  f      •>   •  ■  T-  •  etc. 

M^         !•!  tt^         I.2.3.4  «^        I.2*3*...6 

comme  on  Ta  indiqué  dans  le  n"".  942. 

1093.  Si  on  écrit  2n ,  au  lieu  de  a^  dans  les  formules  du  n%  1085  , 
on  en  déduira  les  suivantes 

xn  m    \    2/1    /  \     m    /  \    4»    /  \    4«    / 


=(=X4^X^X^)- 


cos- 

2/ï        \     «     /\       /2        /\       3«      /\       3- 


COt =( ]l—^ — K-^ X"^ h      .     x^' 


sec 

2» 

cosec  — 

2X1 


ï/\n+m  /\}n — /rr/\3/ï4-i»/\5/ï — m/ 

=  iL   (_JL_Y.^Y_1«_Y_£L.)  «« 


,  ^      2«  2«4«4*o«6.etc, 

en  se  rappelant  que  -= . 

2      i,3,3.5.5.7.etc. 

Cette  dernière  expression  se  tire  immédiatement  de  celle  du  sinus 

qui  en  fournit  beaucoup  d'autres  de  la  même  espèce.  En  effet  ^  on  a 


— = — sm 


JIZ.  (_i^Y_J^Y.jlf_Y_iî_)  etc. 

m   \in — m /\in  +  m /\An — m/XAn-^mJ 


2/72  xn    \xn — m  /\xn-\-m  /\^ — m  /\  j^-^m 

et  si  Ton  fait  ;7i=n ,  on  retombe  sur  la  valeur  ci-dessus.  En  prenant 

— =  f ,  il  en  résulte  sm =  sm  ^  cr  =— --  et 

'^         ,^  4.4.8.8. 12.11.  i6.i6.etc. 


^  3. 5.7.9.  II.  13. 15. 17.  etc. 

La  substitution  de  la  première  valeur  de  —  ,  dans  cette  dernière  , 

conduit  à 

^ 2.2*6.6. 10. 10. 14.14. i8.i8. etc. 

^  1.3.5.7.9  •  Ii.i3.i5.i7,i9.etc.  * 
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Si  Ton  suppose  — = — ,  il  viendra  sin =sm  -^-^=8  —  et 

n      j  m  6  2 

T     3.6.6«ii.ii.i8.i8.24.etc 
X     !•  5.7.  iT,  13. 17. 19. 13  •etc.* 

Ces  diverses  expresâons  de  ^^^  peu  propres  à  en  donner  des 
valeurs  approchées  ^  sont  très-commodes  pour  en  obtenir  le  loga« 
rithme:  on  a 

^_  i.i>4.4.6.6.etc. ' \^  10.^^1— «Ut J.•^^^ 

d'oii  on  tire 

^==4(1  — ^)(î— ^)(i  — Jy)etc, 
U  =  l4  +  l(x-i)  +  l(i-^)  +  l(t-:^)+etc  ; 

développant  en  série  les  logarithmes  iies  binômes ,  il  viendra 

1t=14 ; 5 r etc; 

9         ^-9  3r9  4-9* 


T  1  I 


2^5       ^-^S'        3-is'        4«i5* 
Il  II 


etc. 


etc; 


49       ^'49*        3*49*        4-49* 
et  posant  pour  abréger, 

11       I     , 
^=1+— +_+_+ctc 

5=i+p-+^+^+etc. 

C=i+^+^+^+etc; 

etc. 
on  aura 

l^  =  l4-(^-i)-7(^-0-T(^0-U^>-i)-etc. 

.Si  Ton  pousse  le  calcul  jusqu'au  vingt-troisième  terme  de  cette  série , 

on  trouvera 

W  =  1,4471988584940017414341  ; 

ce  logarithme  est  népérien  ;  il  correspond  dans  le  système  décimai  à 

0^49714987169413385435116. 
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En  écrivaot  dans  rexpression  de  sîn  —  et  dans  celle  de  cos 
rapportées  plus  haut  «  i^-hi»  ^  au  lieu  de  i»  j  et  en  faisant  attention  que 


cos 


.   /«— i»)ir  mit  (n— *m)T        .      mit 

%xci^^ i^=:  cos 9      cos '—  =  sin , 

%n  xn  ut  M 

on  obtiendra  les  nouvelles  finranules 

mit /n — if^^ + ^V3^ — ^^V3  ^ + ''* V  '  ^ — "* V  ^^  "*"  ^\ 

in         \  xn  /\  m  A,    m    A.    4n    /\    4n    /\    6n    J 
m'Jt 


sin 

2/1 


m^iH-^m\f  %n  +  m\/ 4n^^m\^4n+m\/6n — m\/6n+m\ 


m'T      w  n — m    i(n+m\     3(3/1— »»)    î(î«+w) 

COt     = •— T. -7 ; — r.-^7 rCtC* 

xn       %      m      x\xn — m)    1(1/2 +/n)   4(4» — m) 

mnt       «•      m       i(ih— m)    3(i/»+/w)    3(4^— -m) 

tang  = •  ■■  s         V  *    /        '  'V    /        •    x^^ 

i/ï       1  /a— /»    i(/ï-t-/iï/    1(3'*— 'wj   4(3'*'**^) 

mnt       X        n      /      l/îV*'*V4'*V4«\ 

cosec — = I 1 — ; — \—^ — A      ,      jetr, 

d/i       T       n»      \xn — «i/\i/i+/kA4/i — m/\j^+mf 
1/1       flr  Vi— /w/x/i+fli  /\3/i'^/»/\3/»+/«/\J/»— «r/ 

En  considérant  Tare  — .on  aurmt 

1/1 


mf  xn^^m\/  M+m\/  4n'^m\/  4n+m\ 
TXxn^k  A  M+*  A  An—k  A  4«+A  / 


sini- — 

TiT  ~  t\i:^it Aii^rr  Ai^^^  A^^^  '  ^^ 

sin— — 
xn 

etc. 

et  si  Ton  connois^oia  U  suius .  le  coskus*.  etc.  de  Tare  —  •  ces 

3t/» 

derniers  résultats  donneroient  des  valeurs  du  sinus ,  du  cosinus  ^  etc. 

„  /HT 

de  rare  •- — • 
i/r 

I  o^f.  Nous  avons  empcunté  le  secoues  du  Calcul  intégral  9  pour 
obtenir  les  facteurs  du  sinus  et  du  cosinus  9  d*où  nous  avons  dé« 
duit  ceux  des  expressions 

-^        ^^±^       (n\  1088  ): 
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Eulcr  y  est  parrrau  dans  son  Jnmnluctto  in  Analysîn  infimtortun^ 
par  des  moyens  purement  algébriques  ;  mais  la  manière  dontil  y  fait 
entrer  Tinfini ,  nous  a  fait  préfifarer  la  considération  des  limites ,  em- 
ployée pour  le  même  objet  par  Simon  LHuiltier  de  Genève.  En  suivant 
la  marche  de  ce  dernier,  nous  commencerons  par  déduire  quelques 
conséquences  aussi  simples  qu'élégantes ,' du  théorème  de  Côtes  ^ 
ou  de  la  résolution  des  équations  à  deux  termes. 

On  a  donné  dans  le  n"*.  i68 ,  Texpressiôn  des  facteurs  trinômes 
des  forihules  :r^+a*  et^p"" — tf"*  j  pour  distinguer  le  ca)  oh  Texposant  m 
est  pair ,  de  ceux  oh  il  est  impair  ,  nous  écrirons  srilcessivement  xm 
et  i/R  +  I  y  au  lieu  de  m.  Cela  posé^  les  facteurs  de  :t*"+  0*"^ 
seront  tous  de  la  forme 

^  x^ — xaxco%^  +  a^l 

en  Élisant  x  r=  «  =  i ,  ils  deviendront  de  cdle-cî  ; 

a(i— cosA)=4(smjA)%  et  on  aura  ^••+tf*"'=a; 

mettant  pour  x  les  valeurs  ~  ;   -^  ;  etc.    et  extrayant  la  ra- 

X/n  2/91  ' 

cine  quarrée  de  chaque  Êicteur  ^  on  trouvera 

I    ^    .     j    »    .     f  »  ,    xm — I  T 


|/T=ia".sift- .sin-2--.sitt-i — 3» ,,»(A), 

xm.  X        tm  1        %m  1  xm      x       ^   ' 

La  formule  «•*+*+  ^f^\  outre  m  fiicteors  trmomes 
*'— itfjpco6x  +  tf%  a  un  acteur  réel  du  premier  degré  jr+tf,  qui    . 
se  réduit  à  2 ,  et  il  vient 

I  =  2*sm .  sin — •  sitt  — \ • .  ^sin»  -^JLB). 

La  formule  jf»"— tf*"  a  un  facteur  ap*— a*  et  w— 1  autres  de  la 
fidrme  *• — 2  ^  :r  cos  a + «*;  en  divisant  par  le  premier  on  a  un  quotient 

qui  se  réduit  à  m ,  lorsque  «  =  n  =  i  j  et  comparé  au  produit 
des  /Tz-^i  facteurs  tnnoiaes,  il  donne 

V^=i     sin .sm •sii^-....«.sm (O. 

m  X        m  %        m  %  m      2  ^    ^ 
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Si  Ton  dégagé  dé  même  la  formule  *'"*' — a***"',  du  facteur  x — a  ^ 
on  en  déduira  par  la  supposition  de  jr  =  tf=i , 

r  2/W+  i=:2*sm .sin--^ .sui : •••sin ••••CZ>). 

Xi»+i  2       i/iz+i  2       2/w+i  1  IOT+12  ^ 

Le  n"*.  171  nous  donne  aussi  la  décomposition  de  Téquation 

jt*"*-— 2rr"cosif+r*=o,  en  facteurs  du  second  degré ,  de  la  forme 

* 

:r*— 2;ircos -+  i,dans  laquelle  a  doit  recevoir  toutes  les  valeurs 

tu 

depuis  o  jusqu  ^uKi-~i  inclusivement  ;  et  en  observant  que 

(m+nyir+ip    .         (/w— /2)t— 2» 
COS ^—^ — ^  ==  COS ^  , 

m  m 


on  aura  ** —  2  jt  cos 1-  i  ; 

m 

mais  alors  il  faudra ,  si  m  est  paire ,  pousser  les  valeurs  de  li 

jusqu'à  m  ^  et  seulement  jusqu'è  m-^i  dans  le  cas  contraire.  Pour 

distinguer  ces  deux  cas  |  nous  mettrons  successivement  2x0  et  xm+r 

au  lieu  de  m  ^  et  nous  obtiendrons  ^  en  faisant  x=zr=  i  les  équadons 


smf =2'"^'sin «sm «sm .sin ;sm , 

xm  %m  xm  xm  xm 


.     (m — iVr— ^  .  {m — iVr+^  .  mw  —y      . 

sm  -i .sm  i ' «sm (E) 

xm  xm  xm  ^  ' 

sm«  =  2*^sin .  sm •  sm •  sm .  sm • 

xm+i         xm+i         xm+i         2/»+i         xm+i 

sm «sm • (F). 

2OT+I  202+1 

I095,  Les  six  équations  (^),  {S),  (C),  (Z?),  (£),  (F), 
faciles  à  obtenir ,  et  déjà  très-remarquables  par  elles-mêmes  ^  con- 
duisent immédiatement  aux  résultats  que  nous  cherchons ,  en  ob^ 
servant  que  l'expression  fdor*  est  la  limite  de 

relativement  aux  accroissemens  de  m  (  Int.  n%  3  2  )  »  et  en  substituant 

i-l*-T — ,  au  lieu  de  x ^  et  i ,  au  lieu  de  a^  dans  les  fac* 

%m  xm 


tcurs  de 

Les 
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Les  facteurs  trinômes  de  l'expression  (  i  +  —  j    +(  t— — J 
étant  en  général  de  la  forme 

se  réduisent  à 

ifi— -cosA-I -(i+cosa)}=i(i— COSMi  1+ — -(  ■■■  )  f 


A?* 


et  mettant  pour  x  st%  valeurs  >  - —  :    - —  •    etc.  on  formera  le 
produit 

4*1  sm  -^-  - 1 1  sm-—  -  ) 1  sin  — = ) 

\         xm  1/  \       %m  1/  V  2/n      1/ 

X  { ' + ^(cot—  -Y }  [  I  +.fl( cot-1-  -Y } 
l       4/»*\       lOT  2/  J  l       4m*\      xm  xj  ) 


f        atV      2OT— iVVV 
l       4/»*\         2/w     2/  j. 


Cette  dermère  expression ,  réduite  par  Tiquation  (A)  ^  donne 

a  l       4;n*\         2/»     2/  J 

l       4OT*\       xm  x/  )  l       4^  \         2/w      2/  i 

•- Xji+— ;(cot j  [; 

l       4^  \         xm     2/  J 

passant  maintenant  aux  limites ,  en  observant  que  celle  de 

•  /         I    »V  X* 

—[  cot ) .  est >  on  'trouvera 

pi*\      xm  xJ         I    ^ 


-cr» 


4/72 

4 


^=(•+^x•+f-x-^>•••;: 

Apptnduu  lit 
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On  seroit  parvenu  au  même  résultat ,  en  décomposant  rexpressîon 


•m— I         ^  «•        ^  tm^i 


0+-^)  +(. — ^) 

\  2;»— I  /  \  2/71—1  / 


•»        ^         .      ««      ^  «m 


1+- —  )   — (   I—  )  ,oa 

2ill  /  \  2/»    / 


•        ^  —   .  » 


aura  le  facteur  (i+^^\ — d^^JLS  avec  «— i  autres  qui 
seront  de  la  forme 

tt  conduiront  comme  d>dessus  à 

4(sini^)•{^+-;^(coti^)•}. 

Les  râleurs  de  a  relatives  à  ce  cas  étant ,  -^ —  ;;   etc.  on  ob*- 

tiendra ,  en  arrêtant  au  second  terme  le  développement  du  premier 
acteur  >  mis  à  part  y  le  produit 

— 4*^H  sm )  i  sm--^  - 1 1  sm  -^ ^  -  ) 

x{.+A(".--)"}{.+-^(c<..-^-y} 

l        4i»  \      xm  1/  J  {.  Jim*  \  avn      1/  J 

^r+i^r'-— ;}]• 

et  on  conclut  de  là ,  en  vertu  de  l'équation  (C)^ 
=  *  î  I  +  — A  Cet —  7 1  \ 

2  l  4W*\  2m        2/   > 

l  4OT*\        2/W2/   i    l  4m'\  2/W       2/  J 

>^{i  +  ^(cot-^^^H  }. 

l         4'w'\  im      2/  J 

Enfin  la  limite  de  cette  équation  donne 
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ce  qu'on  aurait  également  trouvé  en  opérant  sur 

(i  + )      — (ï )      • 

\    .     xm^^^i  /  \         21»— I  / 

1096.  On  obtient  d*une  manière  analogue  la  décomposition  de 
l'expression  t' —  2  cos  2  f + «"",  en  facteurs  binômes. 
Les  facteurs  trinômes  de  l'expression 

(1+ )      —1(1+ — —  )      (i )      C0S2^+f  I  — — 7—)       f 

\      4/2+2/  \      4^+2/      \        4/2+;t/  N       4^*+*^ 

étant  de  la  forme 

fl  +  — ^')— 2^1+— ^Yi ^VosA  +  fi —\  , 

\       412+2/        \       4;2+2A        4n+2/  \         412     2/  ' 

x^ 

reviennent  à     4(sîn  ^  x  )*  {  1 1 (  cot  ^  a  )■  }  ; 

4/2+2  ' 

mettant  pour  x  toutes  les  valeurs  dont  il  est  susceptible  y  on  for* 
mera  le  produit 

4^^'[  $in — -—  1  (  sin 1  (  sin J  •  •  •  .1  sm )  l  sm 1 

\     2^+1/ \     2/2+1/ \     2/2+1/  \      2/2+1/ \     m+i/ 

A'-^T^i'^^'T^-J]  {^+Û^G^^£tt)'}  {^+Û^TIf('°'ï^)'} 

qui  se  réduit  à 

xfi+ — (cot^^^j  li  I  +  — ^(cot^^— ^j  [, 

l         412+1  \     an+i/Jl       4n+i\      xn+w  ) 

en  vertu  de  l'équation  (^F)  ;  et  prenant  les  limites ,  on  aura  seulement 

.  '^(■■*-:i^-)('+;(ï^-)+'"= 

le  même  résultat  se  déduiroit  aussi  de  l'expression 

lit  2 


4^6  Ch.  IIL  Application  vu  Calcul  intégral 

La  formule  ^'— i  cos  1 9  +  ^~'**  est  encore  susceptible  d'une 
autre  décomposition ,  qui  s'opère  en  la  transformant  en 

«'*—  2 cos 2 9  +  r**{  ( cos  1  ^ )'+  ( sina py) 

=  ( ^ — «"*cos ipy — ( e"^V^ — I  sin  1  ^)' 
=  {  €*—<"*(  cos  2  ^  +  V^ — I  »n  2  ^  )  } 
X  {e* — e""(cos2» — V^^-i  sîn2^)} 

=  ( e--r^*-»'  *^"^)( e-- -Î*+**^~>X  Int.  o'.  38), 
et  le  développement  de  e' — é^,  du  n"".  1088  ,  donne 


.(.4'-±^X-^^^^) 


multipliant  entr'elles  ces  deux  expressions  ^  on  trouvera 

e** —  2  COS  2  ^  +  «""'= 


Xi  ï  +  1 

9 
etc. 


«te. 
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On  obtiendroit  aisément  par  ce  qui  précède  les  facteurs  des 
formules 

^+  2  cos  X  9  +  «^  9  ^'—  i  cos  2  ^— e"* 

«'— 2sec  20  +  «•"',  e*— 2 tang  2^— e"'. 

1097.  Euler  tire  des  considérations  du  n"".  1089 ,  le  moyen  de 
transformer  en  série  le  produit  d'un  nombre  de  facteurs  ^  soit  fini  ^ 
soit  infini  ;  en  effet ,  la  série 

i+^ç+5î»+C^H2)î*+  etc. 
étant  supposée  le  développement  du  produit 

(i  +  «C)(i+i8î)(i+>î)(i+'''î)f  etc.  =P, 
devient  égale ,  lorsque  :^  =:  i ,  à  l'unité  augmentée  des  diverses 
sommes  que  Ton  obtient  en  réunissant  les  lettres  a^  fi  ,  yf  S",  avec 
leurs  produits  deux  à  deux ,  trois  à  trois  ^  etc.  Si  Ton  prend  pour 
ces  lettres  tous  les  nombres  premiers ,  on  aura  le  produit 

(i  +  i)(  1  +  3  )(  1  +  5  )(i+7)(i  +  ")(  1  +  13) V 

=  1  +  2+3 +  5+6+7+ 10+ II +  13  +  14+ 15  + x7+etc 

renfermant  tous  les  nombres  entiers ,  excepté  ceux  qui  sont  des 
puissances  ou  des  multiples  de  puissances. 
On  a  de  même 

(,,±X.+fX-H-7X-H-rX-^7F)«c. 

1       I       I       I       l        I 

-I  +  ir+^+^+gr+^+7^+  etc. 

On  trouvera  des  relations  analogues  pour  le  cas  où  les  nombres 
^9  fi  9  y  y  ^9  et^*  ^^^^  négatifs  ;  il  viendra  par  exempter 

(-^X-fX-i^X-fX-t^)- 

1         I         II.     II  I  I         I 

=i"^~jr  —  jr+57~^+-j^— 7717-7^+7^— etc. 

Dans  cette  série  les  termes  négatifs  résultent  de  la  multiplication 
d'un  nombre  impair  de  facteurs  premiers  ^  et  les  termes  positif  d'un 
nombre  pair. 
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En  développant  Texpresnon 

c 

dans  la  forme 

les  coefficiens  A^B  ^  C  ,D^  etc.  seront  comme  d^dessus  les  sommes 
des  lettres  ^^fi^y^S"^  etc.  de  leurs  produits  deux  à  deux ,  trois 
à  trois,  etc.  mab  avec  cette  diflKrence  que  les  puissances  de  la  même 
lettre  se  trouveront  comprises  dans  ces  produits ,  en  sorte  que  la 
série  qui  résultera  du  développement  de  l'expression 


^P. 


sera  égsle  9  après  la  supposition  de  {==  i ,  à  la  somme  de  tous  les 
produits  qui  peuvent  nattre  des  lettres  « ,  /i ,  7 ,  / ,  etc.  combinées 
d'une  manière  <pielconque  :  on  trouve  sunsi  que 

t 

Cette  dernière  série  est  précisément  celle  qui  résulte  de  1  (  i— »)  ; 
lorsqu'on  y  fiût  »  =s  i ,  et  qu'on  en  change  tous  les  âgnes  (  bit» 
n"*.  17  )  :  il  résulte  de  là  que  le  produit  infini 


(i-i)(i-T)(i-f)(i~f)(i-rr)(i~Tr)eic. 
'a  une  valeur  infinie,  et  que  par  conséquent  IWerse 

tend  sans  cesse  i  s'anéantir,  on  a  pour  limite,  aéro. 

En  ne  prenant  qu'un  nombre  limité  de  facteurs,  l'expression 

f-^tsf   ^.N  f  V^^  exemple,  on  à  la  série 

i  +  î  +  î  +  i  +  i  +  i+i  +  iT+ttc. 

composée  de  fractions  dont  les  dénominateurs  sont  tous  les  nombres 
ayant  i  et  3  pour  facteurs  simples. 


•     • 
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On  a  en  général 


(-^^X-^X-fX'-fX-ttK 

et  Toa  conclut  de  cette  rdatioa  la  râleur  du  produit  indéfiai  par 
celle  de^  la  série ,  ou  vice  versa. 
On  trouveroit  de  même 

(-rX-+FX'4x-^FX-7^)-- 
I    1    II, I    1     iti 

En  partant  des  équations 


(-fX-FX-FX-^X'-ir) 


« 


F^pX-r-X-r-X-ip)- 


I      1  .  I  .  «  .  ï 


=1 +—+--+-—+—+ 7n+ -=+ etc.  =  A7 , 


on  troure 


K-'^X-tX-^X-^X-tî^)- 


5 
JM*     1"+»      3"+i       5*+i      7"+i     ii"+i 


.etc. 


JV      i' — i      3" — i      5" — I      7" — I     II" — i 

Ces  combinaisons  se  multiplient  à  llnfini  et  produisent  des  ré* 
sultats  très-remarquables  I  mais  trop  nombreux  pour  nous  y  arrêter; 
et  nous  renvoyons  à  cet  égard  au  chapitre  XV  du  livre  II  de 
Vlntroducno  in  Jnalysin  infinitorum. 
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1098.  Pour  ne  laisser  en  arrière  aucune  branche  de  la  Théorie 
des  suites  9   nous   allons   donner  une  idée  du  Chapitre  XVI  du 
même  ouvrage ,  dans  lequel  Euler  applique  les  produits  indéfinis  à  la 
recherche  des  diverses  manières  dont  on  peut  former  un  nombre  par 
l'addition  de  ceux  qui  sont  inférieurs^  ce  qu'il  appelle  Parada 
numerorum. 

En  considérant  Péquatxon 

—  i  +  P{+Q{'+/î{'+5î^+etc. 
on  obtient 

P=zx^+x^+xy+x^^x'+  etc. 
*     Q=^x^^-^x^*y+x*^^ +a:^+>'+  etc 

/Î3=jt*+^^+  x-tC+A-i-  :t*"^+*+  etc. 

etc. 
d'oiiron  voit  que  les  exposansde  x^  dans  les  coefEciens  de{\  {'^  ^9  etc. 
sont  les  diverses  sommes  qu'on  peut  faire  avec  les  lettres  ^^  f^^y^ 
/,  etc.  combinées  iài^ià2y5à3,  etc.  H  est  évident  que  s'il  se 
trouve  dans  le  même  coefficient  des  sommes  égales  entr'elles,  les 
termes  dont  ces  sommes  sont  les  exposans  se  réunissent  en  un  seul  ^ 
ayant  un  coefficient  égal  au  nombre  de  ces  termes.  Si  dans  Q,  on 
a^  par  exemple ,  «+iB=<r-i-5.r=j;i,  les  deux  termes  x^'^^+x^ 
se  réduisent  à  2«^y  et  le  nombre  %  marque  qu'il  y  a  deux  ma- 
nières de  composer  le  nombre  n^  avec  deux  des  quatre  nombres 

Soit  pour  la  série  «  9  jS  f  r  i  J^i  t ,  etc.  celles  des  nombres  naturels 
1,1,3,45  5  9  etc.  on  aura 

=T  +  î(^  +^'  +  x'  +  X*  +  x^  +  x^  +  -*'  +  X*  +  ^'  +  etc.) 
4-î'(«^  +x*  +1**  +xx^  +3Jr'  +3*'  +  4^»  +  4x**+  5^^**+  etc.) 
+^\x^  +JC'  +2x'  +3x9  +^jpio^çj^,..^  y^u+   Sor'Hiojc'^+etc.) 

+  îX*r-'-**"  +  *^'*+3^'^-*-t^'*+^*''^+  9**^+ll*''+lïA:'«+CtC.) 

+  Î^(a;*'  +«••+ 10?*^+  3Jir^+  jx**+7ar*^+- 1  ix''+  I4Jr''-H  iox'9+  etc.) 
+f  («**+jr*9  +  is^^+  jx^'-H  î**'+7:r"+ 1  i*^H  1  Jx^H  n^"  +  etc.) 

etc. 

Si 
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Si  Ton  veut  connoître  de  combien  de  manières  le  nombre  34  9  par 
exemple  9  peut  être  formé  par  l'addition  de  7  nombres ,  pris  dans 
la  série  i ,  2 ,  3  ,  4  ,  etc.  on  cherchera  le  coefficient  de  x^^^  dans 
la  série  qui  multiplie  {%  et  Ton  trouvera  que  cela  peut  se  faire 
de  onze  manières  différentes. 

En  faisant  { s=:  o  9  et  réunissant  entr'elles  les  mêmes  puissances 
de  ;r^  on  aura 

(i  +a?;ri  +x^x^ +ar»;o +**Xï +*'Xi +*')  etc. 

=  i+ji:+:c*+i:c'  +  m;*+3jc*+4x^+5x'  +  6x'+    etc. 

les  coeffidens  des  termes  de-  cette  série  marquent  de  combien  de 
manières  diflFérentes  on  peut  former  les  exposans,  avec  les  termes 
de  la  suite  1^1^314,  etc.  sans  s'assujettir  à  aucune  combinaison 
en  particulier  9  mais  en  les  embrassant  toutes  ;  ainsi  8 ,  par  exemple  ^ 
peut  être  formé  des  six  manières  suivantes 

8=8,      8=7+1,  8=6+2,      8=5  +  3, 

8=5  +  2+1,      8=4+3  +  1. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  les  élémens  qui  entrent  dans 
chaque  somme  sont  essentiellement  differens  ;  si  l'on  vouloit  ad- 
mettre les  répétitions ,  il  faudroit  alors  considérer  les  fractions 


(x—xi)(i—x\)  (i--x^{)(i  — *^î;  O— ^t;  etc. 

Ci— A-;  Ci— «V  (1^x^(1— x^)(\—x')  etc.  ' 
dont  les  développemens  sont 

i+îC«  +**+  «'  +  ^  +^5e'  +  **  +     *'  +     *'  +     «»  +  etc.; 
+îV**+*'+a**  +»*'  +3**  +3*'  +  4«*  +  4*9  4-   5x"+  etc.; 

+Î»Ca;'+x«+14:»  +3««  +4»'  +5r«  +   7*'  +   8r"+ io*"+ etc.; 

+^C-*+**+i*'  +3*'  +5**  +6«»  +  9*'"'+iia;"4-i5*"4.  etc.; 

+  îY*'+**+i*'  +3**  +5*'  +7-«"+iox"  +  i3x"+i8«"+etc.; 

+{Y**+«'+i«*  +3*'  +î«"-t-7x"+iix'*+i4x''+20x'*+etc.  ; 

+î'C*'+*'+"f'  +3*"+5*"+7*"+iiV'H-i5*'<+ai*"+  etc.; 

+{•(-**+*»+ 1*"+ 3*" +  5*"+7a;"+ 114?'*+ iça?'*+i2x'«4.  etc.; 
etc. 

i+*+ix»+3x'+5x*+7*'+iiJr*+i5**+ii**+  etc. 

appendice.  K  k  k 
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Le  coefEcient  1 1  »  afiècté  au  terme  x'%  dans  la  série  qui  multiplie  {*, 
exprime  en  combien  de  manières  on  peut  former  le  nombre  14» 
par  l'addition  de  huit  termes  de  la  suite  i  j  i  ^  3 ,  etc.  Dans  le 
second  développement  le  coefficient  1 1  de  x^^  nous  apprend  que  le 
nombre  6  peut  être  composé  de  onze  manières ,  ainsi  qull  suit  : 

6=6,  ^s=54.i,  6=344*»)  6=44- 14»  i; 

6=34-3,  6=s34-z4-i,        6=34-i  +  i  +  i,  tfs»4-»4'i» 

6=l+x4-l  +  t,  6=rl4*l4-X4>It  6=5:1+14.14.14.14.1, 

1099.  ^^"'  développer  le  pfodutt  inài&ià. 
Euler  substitue  x[  à  {,  ce  qui  donne 


ï.4-xt* 
faisant  en  même  tems 

Z==i4-i*î+Qî'+iî{f +^(*+ etc. 
il  obtient 

2, 


i4-*î 
équation  qui  revient  à 

+  ij     +^J       +QJ       +^i 
d'oh  il  tire 

„         *r           ^       Px*           „       Q»'           ^        P«* 
i»= ,      Q= r»     ^=-^^1      ^= r»"c- 

et  enfin 

X 

p= — , 

I X 

X» 

x« 


»^  » 


^:=  . 

Cl— *;ci— **;ci— *';ci— **;  » 

etc. 
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lé  terme  général  de  ces  deraières  expressions  est  visiblement  égal  à 


X        * 


(i—x)(v—x^)(i—x^) O— *">)  ' 

mais  par  le  n*.  précédent  le  coefficient  de  j;*  dans  le  développement  de 

i 

(i-xXi^^Xi^x') (i^x-)  ' 

fait  connoître  de  combien  de  manières  on  peut  former  le  nombre  n 
par  addition  avec  des  nombres  prb  dans  la  suite  i ,  1 ,.  •  ./n;  et  ce 

coefficient  étant  celui  de  jc  ^      ,  dans  la  première  expression  ; 

marque  aussi  de  combien  de  manières  on  peut  partager  le  nombre 

0+ en  m  parties  différentes.  Il  résulte  de  là  qu'il  y  a  autant 

de  manières  de  former  le  dernier  par  l'addition  de  m  nombres  diffé- 
rens ,  que  de  manières  de  former  le  premier  avec  des  nombres  pris 
dans  la  suite  i ,  %  f..^.m. 

En  suivant  la  même  marche  à  Tégard  de  la  formule 

i ^2 

Euler  parvient  successivement  à 

(i—xi)Z=i+Pxi+Qx\*+Rx'^+Sx*i*+  etc. 
d'où  il  conclut 


Rx 
S=s -etc. 

I — X* 


p=—, 

i— « 


Q= 


«• 


(t—xXt—x^) 

*■» 

R  = 


x' 


etc. 


Kkk  % 
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expression  dont  le  terme  général  est  égal  à 

/  •  *  - 

Le  coefficient  de  at"*^,  dans  son  développement ,  étant  le  même  que 
celui  de  x""  dans  le  développement  de 


(i-xXi—x^X^—^') (i—xV 

montre  qu'il  y  a  autant  de  manières  de  décomposer  le  nombre  n+m^ 
en  m  parties ,  que  de  former'  le  nombre  n  avec  les  termes  de  U 

série  1 9  i,  3 m. 

1 100.  En  combinant  ce  théorème  avec  le  précédent ,  on  en  pourroit 
déduire  plusieurs  autres  assez  remarquables ,  que  nous  sommes 
obligés  d'omettre  ;  mais  nous  allons  prouver  cette  propriété  de  la 
progression  i,      2,      4,      8,       16,      31,  etc. 

qu'il  n'y  a  pas  de  nombre  entier  qui  ne  puisse  résulter  de  l'addition 
d'un  certain  nombre  de  ses  termes ,  et  cela  d'une  seule  manière. 
En  effet , 

(i +xxi +»'Xi +*vo +*'Xi +*";r  1 +x'')  etc. 

pour  s'assurer  que  la  loi  de  cette  dernière  série  demeure  toujours 
la  même ,  on  fera 

r  1  +;c;ri  +x'Xl  +x'Xi  +  ^'X^  +x''X^+^'V=X 
=:i  +  Px'\-Qx^+Rx^  +  Sx*+etc. 

on  écrira  x*  pour  x  ^  et  il  viendra 

X 

=  ï+Px^+Qx^+Rx^+Sx^A-  etc. 

d'où  l'on  conclura 

,   i  +  Px+Qx^+Rx^+Sx^+etc. 
=1+  x  +Px^  +  Px'^+Qx^^tc. 
P==j,        Q  =  P9        R  —  Pj        5=Q,  etc. 

La  progression  1 9  3  9  9  9  27 ,  etc.  jouit  •  aussi  de  la  propriété  de 
former  tous  les  nombres  entiers  possibles  ;  mais  il  faut  combiner  les 
termes  tantôt  par  addition  ^  tantôt  par  soustraction. 
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Les  recherches  dont  nous  venons  de  donner  une  idée  ont  occupé 
plusieurs  Géomètres  ;  M.  Paoli  les  a  ramenées  à  Tintégration 
d'équations  aux  différences  ,  du  genre  de  celles  que  nous  avons 
traitées  d'après  lui  dans  le  n"".  1026:  elles  rentrent  aussi  dans 
l'analyse  indéterminée.  Former ,  par  exemple  ,  le  nombre  n  avec 

les  nombres  1,  i,  ^...* m^   c'est  la  même  chose  que  de 

trouver  toutes  les  valeurs  dont  les  quantités  « ,  jS ,  > ,  S" /^  ^ 

liées  entr'elles  par  l'équation 

«+iia+3>+4J^ +m(i=n^ 

sont  susceptibles  en  nombres  entiers  positifs.  On  pourroit  pousser 
beaucoup  plus  loin  cette  théorie ,  qui  se  lie  avec  celle  du  dévelop- 
pement d'une  puissance  quelconque  du  polynôme  a+bx*'i'Cx^+  etc. 
mais  nous  devonis  reprendre  la  considération  des  valeurs  des  inté- 
grales définies  ^  interrompue  depuis  le  ^n*.  1086. 

ixoi,  La  valeur  de  l'intégrale  / ,  entre  les  limites  jr=o  ,     Conthwatîon 

J   t+x^  .    de    la   recherche 

et  X  infini,  trouvée  ^ /^r/ori  dans  le  n*.  1084 ,  se  déduiroit  aussi  de  tteraîtt"défiS«?' 
la  comparaison   de  -son  développement  en  série  avec  celles  du 
n^    1091 ,  qui  peuvent  s'obtenir  sans  le  secours  d'aucune  intégra** 
tion ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n%  1095. 
L'équation  • 


f- 


= + : • +  etc. 


donne  lorsqu'on  y  fiait  x=i  ^  la  série 

III  I 

— - + — ; +  etc. 

m         m  +  n       m-^in         m-^-^n 

qui  exprime  '  la  valeur  de  l'intégrale  depuis  ;i;=so  jusqu'à  x  =  i  ; 
on  a  ensuite 


/- 


x"—- Vx       3^^  x*-»*       jt^-5»         jc""^ 

+ +  etc 


I  m^^n       m'^xn    m'^^^n      m^^j^ 

^  "• — T 

X 

En  supposant  n>m  ^  cette  dernière  série  s'évanouit  lorsque  n  est 
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infini;  quand  x^s=:i  elle  se  réduit  k 


Il  I 

H +  etc. 


et  donne  la  yaleor  de  Tintégrale  proposée  prise  deptûs  m  infini^ 
jusqu'à  âr=  1 ,  valeur  d'un  signe  contraire  à  celle  que  nous  cherchons: 
en  la  soustrayant  donc  de  celle  qu'oa  z  déjà  tronTée  >  00  foraiera 
la  série 

I    .      I             I              II             I*              1 
■I : 1 -i : etCw 


m     ih^-^m      /i+«t       2i»-— m     2/Ï+'/»  *  3«— ot      3a+^ 

qui  répond  à ^  ^  Ton  aura  ainsi  la  valeur  de  l'intégrale 

nsta — 
n 

proposée. 
Les  mêmes  moyens  nous  conduisent  à  la  valeur  des  intégrales 

-TTx= — ^"^    J — n? — ^"^ 

depuis  x=o ,  jusqu'à  x=  i  ;  car  eu  développant ,  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  x ,  les  fonctions  différentielles  »  on  trouvera 
pour  la  première  de  ces  intégrales 


m       n — m         n+m         uk^^m      a»+OT 

-I • etc.      := (  n%  1091  ), 

^  «sin — 

n 
et  pour  la  seconde  9 

I  r  I  i       .       s 

+--— ^ + 


m         n^'^m        n^m  m^^m      xn+m 

H : —  —  etc.      = 


-^  ^  ntang 


Nous  concluions  de  là  que 
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les  petites  équations  renfermées  entre  des  crochets  marquent  les 
limites  des  intégrales.  Eh  observant  que 


1—1 


die 


— •</« 


/:c»-vx  r»=o  •"[    rjT-'dx  r3c=6"i^  rx"-'</Af  ry=i   "i 


oa  trouve  cette  relation  remarquable 


110».  Soit  /i=ix  et  m=:A— •;  la  formule  /-' 
deviendra 


."— I 


/ 


SA 


X 


— l 


-ii:^ 


les  valeurs 


n  sin  — —    n  tang 


<^  se  changeront  en 


V 


1  x^n  i ^—     2  xcos — 


=  5 


IX 


3.x 


ff'tang 


IX 


(X u\lt 

ixtang-^-^ <—    ixcot 

^^  IX  2X 


ix 


=  r; 


et ,  entre  les  limites  :r  ^=  o  et  jt  =  i ,  on  aura 


/ 


X-^il 


i+jc 


2X 


/•  A— -^ 


x-h» 
JT  or 


IX 


=  7. 


I— X 


n  est  bien  important  d'observer  que  les  exposans  x  et  «  peuvent 
avoir  dans  ces  expressions  toutes  les  valeurs  possibles ,  quoiqu'elles 
soient  déduites  d'une  formule  calculée  dans  la  supposition  que  n^m 
soient  des  nombres  entiers  positi£s  (  n"*.  1084  )•  Pour  s'en  coa^ 


i 
/ 
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vaincre ,  il  faut  faire  x=^('',  a  désignant  le  dénominateur  commua 
auquel  on  peut  toujours  concevoir  que  soient  réduites  les  fractions 
quelconques  a  et  a»  ^  en  sorte  que  «(A  et  a  m  deviennent  des  nombres 

,  dx     aJt         X       *a 

entiers;  on  a  dans  cette  hypothèse  — = — ^,  x  =(;  ,  d'où  il 
résulte 


/^ 


ItfX 


les  limites  de  l'intégrale  demeurant  les  mêmes  qu'avant  la  transfor- 
mation^ on  obtiendra  ta  valeur  de jcette  intégrale,  en  substituant 
dans  les  expressions  5  et  7,  les  entiers  «x  et  ««  ^  au  lieu  de  a  et  de  <»  # 
ce  qui  ne  les  change  en  aucune  manière» 
.  Cela  posé  ^  si  dans  l^quatlon 

V—fXix^ 

les  quantités  ^  et  JC  désignent  des  fonctions  de  «  et  de  » ,  on  aura 

et  de  là  y  on  conclura  par  ce  qui  précède  y  qu'entre  les  limites  x=o 

et  X:=zl  , 

dS  IX  /• — X        +x         dx . 

Ix 


IX  /• 


4x*rcos  —  j  i+« 


ax 


\x^ 


4X-(cos^ 


— /- 


rfi»  ./  «T\*  ^  aX  a; 


Les  expressions  *î  et  T  ont  aussi  des  développemcns  en  série  qui 
se  déduisent  de  la  substitution  de  xx  et  x — m  à  la  place  de  n  et  de  ;7z 
dans  les  séries  du  n*.  précéd.  et  dont  on  tîreroît  par  conséquent  de 
nouvelles  séries,  en  effectuant  les  dlfférentîations  indiquées  par 
rapport  à  «;  nous  les  rapporterons  plus  bas. 

Voilà  quelques  résultats  de  la  troisième  classe  annoncée  dans 
len*.  1076;  elle  a  fourni  à  Euler  le  sujet  de  plusieurs  Mémoires 
intéressans  auxquels  nous  sommes  forcés^  de  renvoyer  le  lecteur  ; 

nous 
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nous  nous  bornerons  seulement  à  présenter  quelques  applications 
propres  à  fixer  les  idées  et  à  faire  connoître  la  nature  de  ces  recher- 
ches. Si  l'on  pose  9  par  exemple  ^  (i=Oj  on  aura  pour  le  second  cas 

i*     dx  ^  é^xx       dx\x  ir^ 


2A  AK^ 

'X 


En  continuant  de  diflPérentier  par  rapport  à  «# ,  on  passe  à  de  nou- 
velles intégrales  définies ,  dont  les  valeurs  se  déduisent  de  celles 
qu'on  a  déjà  obtenues;  on  trouva  ainsi  que 


/ 


/- 


A— •       x+«    ,  ,       isin 

—X  Jx  ^^    .        'jr  XK 


Les  séries  correspondantes  se  forment  aussi  par  la  différentiation  ^ 
comme  on  Ta  indiqué  plus  haut.  Les  nombreuses  conséquences  que 
Ton  peut  tirer  de  ces  formules  s'offrent  d'elles-mêmes ,  nous  nous 
bornerons  à  en  rapporter  une  seule  ,  celle  qui  se  présente  lorsqu'on 
a  «  =  oetA=i.  La  première  des  expressions  ci-dessus  donne 

idx(\xy     7F^ 

et  la  série  qui  lui  correspond  se  change  en 


/- 


2       1         â  1       z         1         1 

13     13       3»      j*     5»      7*      f 

on  a  par  conséquent 

ir'         I  I         I  X        I  1 

résultat  assez  remarquable  quand  on  U  compare  à  l'expresnoft 

9r  I      t       I      1        t 

-  =  1  —  ^-i 1 +  etc. 

4  3     5      7    9" 

'   .        .                                 /^  dx 
qui  dérive  de  la  formule  / --. 

J    !+«• 

Apptndict.  LU 
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Il  est  fadle  de  voir  qu'on  aura  par  le  procédé  dont  nous  traçons 
ici  la  marche,  les  vaTeurs  des  deux  classes  Sfiiraates  de  fomules 


fV 


dx 


=  -y  ,    fy 


dx 


.dx 

X 


dS 

7, 


fir—ix  =— ,    /y^ïx   — 


X  dm 


ix  ^S  ix  à^T 

JLx  JPS  dx  -^T 


etc. 
en  faisant  pour  abréger 


U  = 


+x 


X^-tf 


I  +  JC 


lA 


l^'= 


+  * 


x+» 


1+X 


2A 


Les  séries  correspondantes  sont 


^  = 


X  —4P 


d\ 


I — X 


X-j-ii 


f^= 


ax 


I— X 


**  '  '  * 


III 
1 1 : etc. 

•X— •       X+«        3X— «         3X+W       JX— M       JA-I-* 


et  celles  que  donnent 


Tu' 


\d^S 


dm 


j,  etc. 


T= 


I  1 


x+«     jx— 
et  celles  que  donnent 


du  ' 


+ 


3A+1.       JX— 

"S?'      d< 


5X+ 


+  etc. 


d^T 


Euler  prescrit  pour  dlfférentier  les  expressions  finies  de  *f  et  de  T , 
des  procédés  dont  le  détail  ne  sauroit  trouver  place  ici  ;  on  peut 
d'ailleurs  les  retrouver  facilement ,  ou  s'en  former  de  nouveaux. 
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iipj.  Lnntégration  dfectuéc  par  rapport  à  u  fait  aussi  rc- 
monter  à  des  formules  dans  lesquelles  \x  se  trouve  au  dénominateur. 
On  a  par  cette  voie 


■      ■■      d\ 
l+x 


'J^ 


M  JT   Ix 

1+X 

X— •       x+^    .  .       ^  ^-*       ^+^ 

-- — -i 


ax 

•X 


X— «^^  x+» 
*  *  *   '  —fTdm; 


^^        X  \x 

et  conservant  les  dénominations  établies  à  la  $n  du  n*.  précédent , 
on  formera  encore  ces  deux  classes  d'intégrales  définies 

dx        I  dx        t 

etc. 

Pour  en  obtenir  des  valeurs ,  il  faut  pouvoir  intégrer  les  ex- 
pressions finies  de  5  et  de  T;  et  faire  en  sorte  que  les  résultats 
s'évanouissent  dans  les  mêmes  circonstances  que  les  fonctions  en  x. 

Or,  S  = »  en  y  faisant  •  = ,  donne 

'  «îr  '  2       ix' 

ixcos  — 

IX 

/^io.^-.y^^-ltangi*  (  n-.  448  ) 

=  — ltang--i ^  =  ltang    ^   ^    \ 

4^  4^ 

LU  2 
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résultat  qui  s'évanouit  lorsque  «=o  ^  comme  le  fait  la  foncttoa  V 
dans  le  même  cas. 
D'un  autre  côté ,  si  l'on  intègre  Texprésûon  de  S  en  série 

II            I             III  *i 

.| ^ 1. — ; etc. 


il  viendra 

/5</»=— .î(x— »)i».l(x+»)+l(jx— •)— l(3x+«)— etc. 

_  |(^+^)(3^— ^)  (5^+^)  (7^— ^)(9^+^)ctc.^ 
(x— »)  (3x+it)  (5X— •)  (7x+»)  (9A — «)etc/ 

Je  n'ai  poîn^  ajouté  de  constante  à  cette  intégrale ,  parce  qu'elle 
s'évanouit  de  même  que  la  précédente  lorsque  «=o.  La  comparaison 
des  deux  expressions  de  fSdtt  nous  conduit  à 

y(x  +  (»)_  (h^m)  (3A — a»)(5A-4-tt)(7X^(»)etC> 

4^     ~  (x— «)  (3A+»)  (5X— (»)(7A+it)  etc.  * 

Ce  développement  qui  se  déduiroit  aussi  des  formules  du  n%  1093 , 
a  la  propriété  de  s'évanouir  lorsque^ 

•  =— A,      «  =  -|-3x,      «= — jA,      «=-|-7Ayetc. 
valeurs  qui  répondent  aux  arcs 

o,  »,.  —"'^r  ^^>  etc. 

et  de  devenir  infini  pour  les  valeurs 

«  =  A 

ou  les  arcs 


,      •  =  — 3A,      #=5A,      •= — 7A,  etc. 


f  11"*  î 


fw:,    CtC, 


ce  qui  est  conforme  à  la  marche  des  tangentes» 
Passons  maintenant  à  l'intégrale 

fTdm  =/— --  tang  —  =  —  1  cos  -^\  (  n*.  447  )  ; 

2A  2a  zA 

comme  elle  s'évanouit  en  même  temps  que  »  ^  elle  sera  la  valeur  im- 
médiate de /f^ —  — . 

X   \x 

La  série 

T= + — + -—  +  etc. 

K^^t»      A+»     3A-— «      3^+»     5^ — •       5^+* 

donne 

/Tiii  =— 1(a  — »)  — 1(a+«)  — 1(3A— »)— l(3A+ii)  — etc. 


.f 


• 
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maïs  id  il  faut  avoir  égard  à  la  constante  9  pour  que  le  résultat  soit 
nul  dans  la  Supposition  de  «=o ,  et  cela  fait ,  on  trouvera 

fTd^^X .—2 — -, — 1 ..etc. 

La  valeur  finie  de  cette  intégrale ,  —  1  cos  — ,  étant  comparée  au 
produit  indéfini  que  nous  venons  d'obtenir  ^  conduit  à  une  ex- 
pression  de  cos  —  j  pareille  à  celle  du  n%  1085. 

1 104.  Nous  prendrons  pour  dernier  exemple  de  la  recherche  des 

valeurs  des  im^;rales ,  la  formule  fdx\^^ . 
L'équation 

^       /-/*(li)' 

(«  +  «)(«+x») ('"+/'»)-~y;,-.^,(;,^),> 

obtenue  dans  le  n\  1071  ^  devient 

lorsqu'on  y  fait  >»  =  ;»;  et  comme  on  a  .d'ailieurs 
1  en  rérolte 
d'où  Ton  conclut 

7— s;^ =»A^v,(,_^y. 


♦     î 


tl^A 
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Il  faut  se  rappeler  que  toutes  les  intégrales  de  cette  équation  ont 
pour  limites  x = o  et  ;i?  =:  i  ;  pour  plus  d'uniformité  nous  y  cfian- 
gérons  p  en  /  — - 1 ,  et  nous  aurons 

/^*(ii)'"V^*(ii)"' 


Au  moyen  de  cette  équation ,  et  en  se  rappelant  que  si  r  désigne 
un  nombre  entier ,  et  ^  un  nombre  fractionnaire  ' 


/i*(li)'=ui...r,      P;r(li)'=5(i-i)(,-i).,.(i-r+i)/i*(l^)'" ," 

nous  obtiendrons  , 
i\  En  faisant  f  =/9 

— : ^-5=r="/*^'''*(«-*T' W; 

/^s(l-) 
et  prenant ^— 1  =  -,  nsss^il  viendra 


L'intégrale  du  second  membre  ne  dépend  que  du  cercle  ;  on  y  ramène 
immédiatement  celle  du  premier ,  en  observant  que  i  doit  nécessai- 

rement  être  un  nombre  impair ,  sans  quoi  -  seroit  un  nomltf  e  en- 
tier I  et  que  par  conséquent  si  l'on  change  i  en  x  i  + 1  ^  on  aura 

aî+i 

fdx(\l\     "      =1.1.1.7 ii+i/^^fll)""; 

*  \  S/  1X12  1  \jr/ 

t 

puis  supposant  i  + 1  =  o  ^  dans  l'expres^on  de  fixi  \-\  ,  on  ei( 
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d'oii  Ton  déduira  enfin 


IdxCl^^        =^.l.l.^ — :; »/^- 

'         \    X/  2    2    2    1  a 

i*.  En  Êusant  qszzip^  nous  trouverons 

\     X/  \     X/  -„/;,M^>i;p(x«,')^'.....(3); 


Sfri 


nwltipliant  cette  équation  membre  à  membre ,  par  réquation  (i) , 
nous  parviendroos  à 


/^<.i) 


9 

posant  ensuite  »  =  -,»:=  3,  nous  obtiendrons 

3 


1  — I  --Ï  -—1 

fdx(^\^f      ={i.i.3...f^-i).9/**-VA:(i-*»)'        r  -V^i-*»)'       ]\ 

Il  est  visible  par  cette  équation  ,  et  par  ce  qui  a  été  dit  plus  haut , 


3 


que  la  transcendante /^4rr     ^         présente  seulement  deux  cas 
distincts,  savoir:  ^ 
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ou,  suivant  U  notation  du  n*.  1079 » 

/♦     dx  * 

-i-7====/9  ♦  (  1 , 1  )  ♦  (  i7*ï 


X  • 

en  observant  qu'entre  les  limites  Ar=roetjp=si»onaen  général  I 


n  ^     ^ .    .  ..  Tt 


/*-^— ^*(i-*-)  "  =_-/*— rfx(i-*-)  *  (  n-.  1S79  )  . 


t 


de  cette  manière  la  formule /</je^l-J        ne  dépendra  que   de  la 

seule  transcendante  désignée  par  ^  à  la  page  407. 
1x05.  Ce  que  nous  venons  de  faire  sur  les  formules 


i  i 


fdxCl-^  ^fdxÇl'^        ,   peut  s'effsctuer  également  sur  les 

autres  formules  du  même  genre  j  mais  au  lieu  de  nous  anêter  à 
des  cas  particuliers ,  lîous  allons  démontrer^  ce  théorème  général  : 


m 


yî/xT  1  -Y= — {n*'^.  1 . «•  • .(/»—  i)f{l9fn)f(i^m).  •  .f(«— l ,«)}    j 


j»  et  m  étant  des  nombres  entiers* 

m 


puisque 


Téquation  (1)  se  diange  en  ' 


n 


/.<ii)-./.,(i^) 


^J^fx^'4x(t-~.)^) 


lorsqu^on 
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fff  0 

lorsqu*on  y  substitue  —  k  p,  —  àf^et  s'écrit  ainsi  : 

—^^ — ^'f'-") •••••^^- 

En  mettant  dai^  cette  dernière  successivement  au  lieu  de  /^  »  les 

nombres  i,  1,3 n^  et  multipliant  tous  les  résultats  entr'euz , 

il  viendra 

...v^œ^TXf) <t) 

^»^(=±i),(=±3),(=±i). 4:-^) 

'°'f,.+.xL7x;r»V3';.V.7"+--;'^'''"''*'"''"^-"'^'''"^' 

il  est  facU.e  de  voir  que 


^mH^x^^) -^m" 

on .  conclut  de  là  quie 

^fCfuficCf  4  M  m  m 
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et  comme 

<"-^)='-^C-).  <^)="-^^G)'  <^)='-^*(0'  - 

il  Tiendra 
\n  /      n 

m 

d'oii  oa  tirera  réquatkm  du  théorème^  m  observant  que 

f(n^m)=^  —  (  11%  1080  ). 

m 

1x06.  En  supposant  que  les  nombres  m  Hn  zjtnt  un  diviseur 

commun  r,  nous  tirerons  encore  de  Téquation  (A)  la  fuivantc 

{r.xr.ir....m^(r^m)^(\r^m)t(y^m)....t(n^m)Y 

Pour  cela  nous  y  substituerons  successivemeat  r^  ir^  3 r, ••••/! 
à  la  place  de  ^ ,  et  nous  aurons 

,;,f  ^(tHt)^(vo jt) 

^-^    4(=±:)4(^)4(^)....4(=±-') 

'  =^  7 77-"^ xT — ; 5; 7"-"; — Xrfni)f(%r^ m). . . P(n^m) 


n 


T         r« ir« 3 r«  ••••••••••  ©iw      .  %  ^  %         ^      % 

I 

or  4f- -J=5P 4f_J^  et  ainu  de  suite  :  par  ces  valcais, 

les  deuflt  deroières^lignes  ci«dessus  donnent 

n    m        n 
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d*où  il  résulte 

et  conparaat  cette  équation  avec  la  demièce  du  n^  précédent , 
on  aura  celle  du  théorème, 

1107.  Lorsqu'on  prend  p:ss:n^^m^  Péquaâon  ("^^  devient 
\n'/\    n    /     mCm^^n)     . 

fluus  on  a  par  les  nP\  i  iSo  et  1184^  ^(n^^m^  m):=c:  — 


de  plus  4(  — )— -  $  îï  viendra  donc 

\»/   \    n    /  ,   !»«• 


a 


mw   ^ 


n*sin 
n 


Faisons  successivement  m=ii ,  m=i9  m^rz^  ,  etc.  et  multiplions  ; 
membre  à  membre  ^  les  équations  résultantes ,  nous  obtiendrons 

(i.x.j {n — i))V""* 


»'^*sm — sm  — •  •  •  .sm 


n  n 

Le  produit  sm — sm — fSm-^ — - — ~ — . 

Il        n  '  n 

i^évalue  par  le  inoyen  de  la  formule  (C)  du  n\  1094  y  en  finiant 

attcation  que 

wi  — çs  ism ,cos ss  ism  —  — •sm -*-; 

n  n    ^         n   7,  n    x  n     %  ^ 

Mmm  % 
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et  ainsi  des  autres.  On  aura  par  cette  remarque 

sin — sm — ..^sm  ^ ^ — =x'  'sin--sm — «««sin 


n         n  n  ni       n i  n     % 


X  sut «sia •••stn  —  ?-  ■    .  .  , 

n     X  n     X  nx     X 


d'oii  Ton  conclura 


prenant  la  racine  de  chaque  membre  de  cette  éqtfition ,  et  mettant 
au  lieu  de  la- fonction  4  l'intégrale  qu'elle  représente ,  il  viendra 

I  a  «— I 


Ce  beau  théorème  se  trouve ,  mais  sans  démonstration  ,  dans  un 
Mémoire  inédit  d*Euler ,  que  Prony  m*a  communiqué. 

I  io8.  Les  diverses  formes  d'intégrales  définies  l  dont  nous  nous 
sommes  occupés  depub  le  n\  1076  ^  suffisent  sans  doute  pour 
donner  des  notions  exactes  et  complètes  de  cette  branche  de  PAna- 
lyse  %  créée  par  Euler ,  et  faire  sentu:  son  importance.  Elle  est  mal- 
heureusement très-peu  avancée  ;  toutes  les  expressions  qu'on  est 
parvenu  à  évaluer  iont  circonscrites  dans  un  petit  nombre  de  formes 
très-particulières  :  les  mêmes  résultats  qui  revieiment  à  tout  moment 
font^votr  qu'on  n*a  presque  fait  que  tourner  dans  un  cercle  peu 
étendu  et  qui  paroit  entièrement  compris  dans  la  Théorie  des 
puissances  du  second  ordre.  En  effet  ^  on  obtiendra  par  les  for- 
mules du  n%  1071,  la.  plupart  des  théorèmes  énonob  dans  ce 
qui  précède^  ainsi  qu'on  Fa  déjà  vu  pour  quelquer-iins  dans  le 
n\  964.  Kramp  ,  dans  son  Analyse  des  rifracdms  astronomifues  ^ 
a  déduit  des  facultés  numériques  (  nom  qu'il  donne  à  ce  que  j'ai 
nommé  puissances  du  second  ordre  ) ,  quelques  résultats  généraux 
sur  les  intégrales  définies.  Ces  résultats  reposent  sur  un  théorème 

semblable  à  celui  du  n%  004  •  et  sur  des  transfimna- 


sin  191 V 

lions  de  l'expression  -: ,  décomposée  enïacteurs ,  d'après  les 
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foraittles  du  n^  1095.  Les  combinaisons  et  les  modifications  que 
ses  formules  éprouvent  dans  le  passage  des  nombres  entiers  aux 
nombres  fractionnaires ,  conduisent  l'auteur  à  des  conséquences  pa* 
radoxales^  qu'il  reconnoît  pour  telles  et  qu'il  ne  présente  que 
comme  un  motif  d'examiner  avec  l'attention  la  plus  sévère  ^  la 
Théorie  des  racines  et  des  logarithmes  des  quantités  négatives.  Ces 
difficultés  n'étonneront  point  ceux  qui  auront  fait  attention  a|ix  re- 
marques du  n"".  878  ,  sur  l'interpolation ,  et  à  la  manière  dont  je  me 
suis  exprimé,  en  parlant,  à  la  page  173  ^  de  Huterpolation  de  l'ex- 


sin 


pression  de    ■■  Le  Chapitre  consacré  à  la  Théorie  des 

%n  — •  ï 

facultés  numériques  est  terminé  par  une  méthode  pour  évaluer  ces 
facultés ,  soit  rigoureusement ,  soit  par  approximation ,  et  qui  dé- 
pend en  grande  partie  des  propriétés  des  coefficiens  du  développement 
des  puissances  des  polynômes ,  dont  les  Géomètres  Allemands  pa- 
roissent  s'être  beaucoup  occupés  depuis  quelque  temps ,  ainsi  que 
nous  l'avons  déjà  indiqué  au  n"".  1044.^ 

L'analyse  que  je  viens  de  faire  de  la  Théorie  des  facultés  numi* 
tiques  y  donnée  par  Kramp ,  suffira  au  lecteur  intelligent  pour  le 
mettre  en  état  de  comparer  cette  Théorie  avec  celle  des  pubsances 
du  second  ordre ,  en  observant  que  le  Géomètre  de  Cologne  ap- 
pelle base  le  premier  terme  de  la  progression  des  facteurs,  et  qu'il 
enseigne  non-seulement  à  changer  la  différence  de  cette  progression  ^ 
à  la  réduire ,  par  exemple ,  à  l'unité ,  comme  je  l'ai  fait  dans  le  ^ 

n"".  901 ,  mais  encore  à  donner  à  la  faculté  une  base  quelconque , 
ce  qui  s^effectue  aussi  facilement  que  le  changement  de  di£férence 
et  par  un  procédé  analogue.  Le  défaut  de  tems  et  d'espace  ne  m'a 
point  permis  d'entrer  dans  de  plus  grands  détails  ;  mais  j'y  reviendrai 
ailleurs  ^  si  les  drconstances  me  le  permettent.   , 

iioo.  La  formule  faS^^dxÇ  i  ^^ary^  éffle  à  —  [>1  T— "1        '^ •*"** ^^ 

m  L  »    1  '   pr«»  ^  évaluer  les 

entre  les  limites  *=o  et  Ar=  i  (  n\  1071  )  ;  se  rencoùtre  fré-  d«^î&^S 
quemment  dans  la  recherche  de  la  probalnlité  des  événemens  futurs    S'^^  nombres, 
d'après  l'observation  des  événemens  passés;  les  nombres  mtitp,xfxi 
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dépendent  de  cet  derniers ,  sont  alors  teHement  grands ,  qu^l  est 
impossible  d'eActuer  la  multiplication  des  ftcteurs  dont  est  formé 
k  produit  qui  eiprime  cette  inrégrale. 

On  a  recours  dans  ce  cas  à  une  approximation  qui  fair  connoitre 
les  premiers  chiffres  de  ce  produit ,  et  qui  suffit ,  parce  qu^  ne  s'a^t 
que  de  rapports  d1nt^;rales  semblables  à  la  proposée.  Les  formules 
du  ft*.  945 ,  donnent  immédiatement  cette  approûmation  ;  mas 
Laplaee  Ta  déduite  aussi  ^une  Théorie  générale ,  dans  laquelle  il 
s*est  proposé  l'évaluation  des  fonctions  de  grands  nombres ,  et  dont 
nous  allons  donner  un  extrait. 

Le  prittdpal  olqet  de  ces  recherches  est  d^dbtenir  les  int^;rales 
des  Fonctions  différentielles  renfermant  des  facteurs  élerés  à  de 
grandes  puissances ,  par  des  séries  d'autant  plus  convergentes  que 
les  exposans  de  ces  puissances  sont  considérables. 

Soit  ytlx—u'u^'i^'" 9dx  la  différentielle  \  intégrer  entre 

les  limites  jr=9  et  x^'i  u,  u\  «%•••#,  désignant  des  fonctions 
de  AT  9  et  5 ,  /y  5^  etc.  des  nombres  très-grands*  En  représentant  par  Y 
ce  que  devient^,  lorsque  x  devient  9  ^  nous  ferons >^=l€%  e  étant 
le  nombre  dont  le  logarithme  népérien  est  l'unité  ;  nous  tirerons 

T 

delà  rs^l-**.  et  cosÂdérant  x  comme  une  fonction  éee^  nous 

aurons 

dx  t     .  d^x   ^        JPx       i? 
dt    I       dt^  i«i       dr    1.1.3 

ea  observant  definre^  après  les  diffirentiattons ^  rao  j  valeur  qm 

Y 

irépond  à^celle  de  xtsz^  et  qui  change  y  en  Y.  L*équation  r=l— ^ 

If  «f  dx  ydx 

conduisante  <f/=2— •— ,  on  atara  -j- = -rr'^-p- ,  expression  dans 

laquelle  dy  introduit  au  dénominateur  les  exposans  s ,  s\  i%  etc.  Si 

dx  dx 

l'on  fait  pour  abréger  Tr>'7-B:r^  il  viendra  if/sss  —  ;  et  cette 

dy  y 

équation  foHrmra  le  flMiyen  d'exprimer  les  cocffidens  diflKrenâels 

ds     ^*  ^  ... 

rjr^  'JJ»^^^?^  ^f  !73r f  ^^^  ^^  traitant  y  comme  une fçnction 


j 
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iex,ttx  coflune  une  fonction  de  /  ^  «n  trouvera 

4lx  ^3t     dvdxvdv       fix       d»vdv  dx yd.vdv 

di~^ *    7?~di dt~''dx  *    dà         </«•    dt^  dj^ 
d^x     d%i>d*vdvdx      vdmvd*vdv 


dt^  daè"       dt  </x' 


'•  «  •  •CtC« 


En  général  on  aura  ^j^= — ^  ^J»r*»  '' — ^«"^"PP^^ant inconstant 
dans  le  second  membre;  et  représentant  par  Vzz  quedevient  v  quand  x 
tant  est  ^al  à  9,  ou  f  égala  zero>         .>.:_,  * 

sera  ce  qoe  devient  j-p  ,  pwU  on  obrîcndbv 

-   .  /      VdV    /•        Vd.VdV       ê 
x9=0-f  f — h—; —  ——^    •  -.'.'—■  ■  '■■■"■  H» etc. 

I       ^«    1.2  <xo  i*^*} 

dF  t      i.VdV   <» 

Le  second  membre  dé  la  derniàre  de  ces  équations  dépend  des  inté- 
grales comprises  dans  la  (oxmxXt  f^dir\  Si  ^  dans  cette  formule  ^  oa 
£iit  €"*=:  { 9  les  limites  de  t  étant  o  tt  l'infini ,  celles  de  {  seront  i 

et  o ,  et  l'on  aura  -^/i^M  *^  à  prendre  depuis  {^i  jusqii'à  t  ssso» 

ce  qui  donnera  i,2»|«»*,^  (n\  1071  );  il  viendra  donc 

r,xrf        dV     d.VdV    d.Vd.VdV 

pour  la  valeur  àtfydx,  depuis  x  ss  9 ,  jusqu'à  la  valeur  de  jt  ^  qui 
répond  à  r  infini,  l'renant  de  même  la  valeur  de  fydx ,  depuis  x=s:i¥^ 
jusqu'à  la  valeur  de  jt»  qui  répond  à  f  infim^  ce  qui  s'e&ctuen  tSL 
marquant  d'un  accent  les  quantités  Y  et  V^  pour  indiquer  que  dans 
ce  dernier  cas  elles  se  rapportent  à  tf',  on  trouvera  qu'entre  les  li- 
mites xsb  t  et  «=  9', 

^^,    .i/f^    rf.^i/F     d.Vd.VdV         \ ^^* 
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La  variable  t  a  entièrement  disparu  de  ce  résultat ,  dont  les  diffé* 
rentiations  'ne  sont  relatives  qu'aux  lettres  9  et  9'  ;  et  n  ces  lettres 
entroient  primitivement  dans  Texpression  de  y ,  il  ne  fàudroit  faire 
varier  que  celles  qu'btrodttiroit  le  chai^ement  de  x  en  f  et  en  9'^ 
dans  le  passage  de  ^  à  T  et  à  Y\ 

Pour  se  convaincre  que  la  formule  (J)  doit  être  en  général  très^ 
convergente ,  il  sufEt  de  remarquer  que  la  quantité 

ydx  I 

""        dy  sJu     s'i^  df 


udx    u'dx  *       fdx 

deviendra  d'autant  plus  petite  que  les  exposans  s^  /^  etc.  seront 
conridérablesy  si  toutefois  le  détiominateur  ne  contient  pas  des 
fiicteurs  de  la  forme  («—  a  )",  dans  lesquels  a  difière  peu  de  9  ou 
de  9'  ;  car  il  est  visible  que  la  substitution  de  ces  quantités  rendroit 
ce  facteur  très-petit  ,  et  que  les  termes  divisés  successivement  par 
(*— tf)*,  {x — aY^\\x — tf)**"%  etc,  deviendroient  de  plus  en 
plus  grands. 

.  1 1 1  o.  Pour  ce  cas  on  désignera  par  Y  ce  que  devient^ ,  lorsqu'on  y 

dy 
change  x  en  a  ;  et  puisse  {^x^^ay  est  un  facteur  de  ~- ,  ou  de 

T  Y 

^•1~-,   (x— tf)"^^  sera  le  £icteur  correspondant  de  1  —  ;  00 


(ir— ijr)"'+» 


d'oii  l'on  (conclura      *=(^|^-r !>')■'+ S        *-!r«=»'<f 

dx    d^x 

V  ne  devenant  point  infini  lorsque  x^spa.  Les  valeurs  de  3-  ^  -r— ,  etc^ 

di      df 

déduites  de  l'équation  V—  tf  =;=  vf  »  en  considérant  ^  dans  le  deuxième 
membre,  v  comme  fonction  àt  x^  x  comme  fonction  de  /,  et  né- 
gligeant les  termes  multipliés  par  f ,  qui  s'éyanouissentlorsque  x^s^a  ^ 

se  réduiront  à  V  •  *-rT'>     ,  .  3  ^c.  et  mettant  dans  ces  derniè- 

'    dx^       dx^  ' 

rçs  f^  au  lieu  4e  1^  I  pour  marquer  qull  fauty  changera?  en  a^  après  les 

di^entiations  | 
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dSffîrentiations ,  oo  aura 

I        dx    i,z      ax      1.1.3 
et  l'on  en  déduira 


fydx^r/dte      {y+—i +-7-. — 

^  ^  dx  1  di^    l.Z 

expression  dans  laquelle  il  faut  encore  effectuer  les  intëgratiolns  com« 
prises  dans  la  ioxmxSitffdtt         t  qui  se  transforme  en 


—  — ^/iî(l— )        lorsqu'on  fait  «"^      =H,  et  se  réAiit  par 

les  formules  du  n%  418^  au  cas  oh  Texposant  est  une  frao- 

iït+ 1 

tion  négative. 
En  intégrant  par  parties  l'expression /^i/e"""^",  après  Ta  voir  mise 


sous  la  forme  ftT^.  fdu      '  ;  on  trouve 

f^dif  = X 

m+i 


T  étant  le  nombre  égal  au  quotient  entier  de  là  division  devz  par;9o+  ij 
par  là  l'intégrale  proposée  est  ramenée  aux  suivantes 


I 


fdu  ,        /r^«  ,,.,,, f^'d  te  , 

dont  H  &udra  csdculer  les  valeurs  par  les  méthodes  appronmarîres; 
4ppmiict,  Nno 
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La  formule  (B)  doit  être  regardée  comme  un  mppIémcQl  i  U 
formule  (J)  pour  Tintervalle  dans  kquel  x  diffère  peu  de  a. 

On  parviendra  facilement  aux  valeurs  de  F,  -^ —  ,    -  *       ,  etc. 

dx  aJt 

au  moyen  du  développement 

ir-lj.=(*-4)**-{^+^(*-*)+C(*— )'+Z)(*-«)'+etc.}, 
pour  lequel  on  a 


en  faisant  après  les  différentiations;r=^  :  on  en  tirera  immédiatement 
les  puissances  de  v» 

un.  On  voit  mieux  la  nature  et  les  avantages  des  formules  (A) 
et  (B),  en  les  particularisant ,  c'est  pourquoi  nous  prendrons 
jr = x'f  I  —  X  y.  Nous  aurons  pour  la  première 

y_^_J^^^__,    x{i^x)     \ 

^    '  ^y         p—{p  +  i)»  ^ 

et  pour  exprimer  que  p  ^t  i  sont  de  grands  nombres  ^  nous  ferons 
pz=i  mf^Z  û  =  —  9  A  étant  une  très-petite  fractioa  ;  U  viendra  alors 

et  « 

i—(i+li)x 

ainsi  v  sera  de  Tordre  «^  et  l'on  voit  évidemment  que  tous  les 
termes  de  la  série  (J)  seront  ordonnés  suivant  les  puissances  de  «• 
Cette  série  est  donc  très  -  convergente ,  lorsque  le  dénominateur 
de  y  n'est  fH  tth^çvtii  à  Tune  ^a  à  l!autre  ^les  Uoûtes  de  in- 


tégrale y  et  pour  cela  il  faut  que  9  et  9'  diffèrent  beaucoup  de . 

En  effet  9  Pexposant  du  dénominateur  de  v  croissant  de  l'unité 
à  chaque  difiérentiation ,  le  terme  multiplié  par  a*  aura  un  dé- 
nonmatew  élevé  à  la  puiseance  %m — 1«  H  suit  de  là  que  «  doit 
être  moindre  que  le  quarré  du  dénominateur ,  ''pour  que  la  conver- 
gence ait  lieu ,  et  que  par  conséquent  la  formule  (J)  peut  être  em- 

ployée  depuis  *  =  o  jusqu'à  x  =  — —  —  J",  pourvu  que  a<Cjt'\ 


•      A     t  A     Th  é  0  à  I  B    des    suit  ESk        4(^7 

On  trouvera  dans  cette  hypothèse 

,j8»*'<  I  -  (  1  +  U  )  ^)H-.(i  +  l±i  sf' 
fydx  ==  ___5-  X 

0_l(i+ll±^,.etc.}. 

I 

La  même  série  peut  servir  aiissî  depuis  jc=  — |-<r  jusqu'à  Ar=i, 

I  -4"^ 


parce  que  la  suppodtton  de  :ib=i  i ,  donnam  j^ = o  et  v=r o  »  la  valeur 
A^  fydx  y  dan»  ce  dernier  cas ,  ne  diffère  de  celle  qui  répond  au 
premier  que  pir  le  signe  de  J^,  à  cause  qu'elle  est  prise  en  3ens  con- 
traire,  par  le  changement  de  signe  qu'a  subi  dans  l'expression 
de  la  limite ,  la  quantité  ^  c  il  suffira  donc  d'écrire  dans  la  série 
précédente  -^J^  au  lieu  de  J^^  et  de  changer  le  signe  du  résultat 
final 

1 1 12.  La  valeur  x  ss ,  qui  rend  nul  le  dénominateur  de  v  ; 

"dy 
faisant  évanouir  le  coefficient  différentiel  -j- ^xi^QKA^ixmàxhnum 

dx 

àt  y  {  n*.  149  )  ;  ôfl  ne  peut  donc  par  ce  qui  précède  obtenir 

l'intégrale  fyd^  dans  Te  voisinage  ^  ce  maximum.  Il  faut   alors 

itcoiuir  à  la  fornmle  (B) ,  dans  laquelle  a  représentera  — — ,  et 

rexposanc.m  sera  l'unité,  en  sorte  qu'on  aura 


r=/ir— Ij.,         ^=: 


x^F^a 


i^ir-iy' 


fy^^mu     {A-+-^-+-j^  _  +  «c.  ) w. 

11  est  visible  que  les  termes  de  cette  série  ne  seront  pas  multipliés 

1           I 
respectivement  par  m,^  «%  «',  etc.  mais  par  «e%  «,  «\  etc 

'1^  cause  du  radical  qui  entre  dans  l'expression  de  v.  Les  mté- 

^les  relatives  à  ;  se  ramènent  toutes  à  fdtt     ,  ou  s'obtiennent 

Nnn  2 
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algébriquement  :  on  a  par  la  formule  du  n*.  1 1  lo 

f^dn     =—  i  ^r'  - 1  r\  etc. 

Si  l'on  représente  par  <r  et  /'  les  deux  limites  de  r ,  on  troureia  entra 
ces  limites. 


il  ne  s'agit  plus  que  d^^obtenir  Pintégrate  fdtt 

Ce  résultat  se  simplifie  beaucoup  lorsqu'on  prend  /  et  /',  de  ma- 
nière qu'ils  répondent  aï»  râleurs  de  x ,  qui  rendent  y  nulle  j  et 

réquation  /=  V\  Y—  \y  montre  qu^il  finit   faire- pour  cela 
^  ==  —  inf  »  ^  —  +  inf.  Dans   cette  hypothèse  les  quantités 

i't      ,  «r"«       ,  s'évanouissent  (n^  140);  on  a  y2&«     =i/5F,  et 


En  faisant  m=i,   dans  le  développement   de  IF— Ijr,  îhp 
diqué  n\  11 10,  on  aura 

d'où  Ton  tirera 

y=  {^  +  ^(j?— a)+  c(*--«)»+  etc  }""' 

On  formeroit  d'une  manière  analogue  les  puissances  de  v^  que 
Ton  difiërentîeroit  ensuite  comme  Texige  la  formule  ,  puis  on  feroît 

m  =:  a  ,     supposition   qui   réduit   v    k   J     \   tt    Texpressioa 
^•*>'— "~"* -;-r*   ■    d^.\y^=z — 9  à  cause  que  la  valeur  4r=tf| 

•        jr  y 


j 
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propre  au  maximum ,  fait  évanouir  dy.  Il  suit  de  là  que  dan$  l'hy- 
pothèse établie  après  les  différentiations , 


ji=z 


i.idx^  lYdx^  ^ 


cl  que  par  conséquent  V=^  — -  \  en  sorte  qu'en  n'ayant 

^  dx^ 

égard  qu'au  premier  terme  de  la  série ,  il  vient 

fydx=  —  ou  ifydxy=2 _-; 

I  /    d^r  _f2. 

^  — in  dx^ 

dx* 
Dans  l'exemple  que  nous  avons  choisi ,  oh  y  =  âp'(  i  -^  jc  )% 

on  trouve  a  =  — ^  ;  et  calculant  d'après  cette  dernière  valeur 

d*y 

celles  de  F  et  de  -r-Tf  on  obtient,  en  conservant  les  dénomina« 

dx^ 

tions  adoptées  plus  haut  • 

Si  on  poursuivoit  le  calcul  ^  on  trouveroit  de  même  les  autres 
termes  de  l'expression  dt  fydx;  tous  rentreroient  dans  ceux  de  la 
série  qu'on  obtiendroit  en  développant  l'intégrale /y  ^jc^  en  produit 
indéfini  (  n*.i07i},eten  calculant  ces  produits  par  la  méthode 
du  n\  945. 

1113.   Si  les  limites  de  llntégrale yy^Jir  étoient  quelconques; 


l'intégrale /^/e  ne  seroit  plus  donnée  immédiatement  parla  cir> 
conférence  du  cercle,  et  si  l'exposant  m  du  facteur  ar— a,  dans  W^y^ 
surpassoit  i^  on  auroit  ausû  de  nouvelles  intégrales  à  évaluer. 


Pour  calculer  immédiatement  la  valeur  de  f die  , lorsqu'elle  ne 
doit  pas  être  prise  entre  les  deux  limites  infinies  de  /  ^  Laplace  donne 
deux  séries  que  nous  allons  rapporter. 
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1*.  En  développant  l'exponentielle  c     ,  suivant  les  puissances 
de  ^  j  et  int^rant  chaque  terme  depuis  r=o ,  jusqu^à  /=  ï*,  on  obtient 

fdec     =  T — -  -^-1 H»  1^  -i +  etc. 


Tïht  ^e  f  ût  tèra  pas  ttèr-grknd ,  cette  %èt\t  s^ft  cofitefgttite  |  et 
elle  tend  toujours  à  le  devenir  par  sa  nature  (  Int.  n®.  %%  ). 


■M 


1^.  On  peut  doMter  à  I9  diiéreùtièUe  dtt      la  forme 
— .xtdic     >eten  intégrant  ensuite  par  paitîes  relativement  au 

X  t 

w  ^  I 

second  factetlr ,  on  trouvera  cette  série 

— r* 

qui  paroit  convergente  au  moins  dans  ses  premiers  ttrmes  lorsque  T 
est  très- grand,  mais  qui  pourtant  finit  par  âtre  divergente.  Ce- 
pendant comme  les  termes  qui  là  composent  sbnt  alternativement 
positifs  et  négatifs ,  sa  partie  convergente  peut  encore  doitaar  des 


-t* 


limites  de  la  valeur  de  fdn  j  depuis  t  infini  ^  jusqu'à  /=z  T^;  ces 
limites  seront  resserrées  )e  ptos  qu'il  sera  possible ,  lorsqu'on  aura 
poussé  la  série  jusqu'à  la  fin  de  la  convergence  ^  c'est-à-dire ,  jusqu'au 
point  oii  la  âifiërehce  âe  deux  ternies  consécutifs  est  moindre  que 
diàns  le  rés^te  de  la  série. 

Ce  que  nous  avons  dit  précédemmentsur  les  intégrales  définies  de 
la  forme  fdxfl  -Y^  nous  dispense  de  suivre  Laplace  dans  léi  dètiiiHi 


oiiil  entre  relativement  à  l^ntégrale/z'^re  ^  lorsqu'elle  doit 

etif€  prïsé  àeifuis  /  =  0 ,  jusque  /  iti&ïà.  En  è^t ,  «bttelûtégrale  a  été 

1  ••■TV  ' 

transforniée  dans  le  û\  11 10  en  — I^lï^-}^^  •    tn 

m+  I         ^  C^ 

fmsam  c         ^=i$  tt  <!eUe«d  doit  vmblctfieat  %tx€  prise  eafre  tes 
l^tes  r=F  I  et  {  =  0,  quand  1*  .première  1-est  dc^uû  fz^o^ 


I 


jusqu'à  I  ii^ni;  Uê  th^orêoMS  4««  b!^*  (104  tt  $uiv.  «* apffUfmnt 

contient. 

1114.  Laplace  indi<^ue  ensuit;  çç  qn^  faut  faire  pour  appli* 
quer  sa  méthode  aux  intégrales  doubles  et  triples.  Il  montre 
d'abord  comment  on  pf ut  changer  leurs  limitas  variable;  ^  4*AU|f«9 
qui  soient  déternûnées.  S'il  s'agissoit  ^  par  exemple  ^  d'éy^lyer  I4  fqir- 
»Mle  ffydxdx\  ei}  int^r^^nt  en  premier  lieu  dfjpui^  4;'=  4:^ 
jusqu'à  9ç  —  X\  on  feroit  :p'=-ï-f  ir(JC'--X);  pp  transfprWTQit  ^ 
d'après  cetfe  hypothèse ,  l'expression  fjyàxdx  en  yi^  9u|re  4? 
la  forme  Jfy  (  X— X)  ^  ar  ^  i* ,  du  (  n**.  5  ^7  ) ,  dans  laquelle  l'in- 
tégration rçlativç  à  u  s'effectueroit  depuis  2^=0 ,  jusqu'à  «^z=x. 

Cela  poséj  nous  regarderops^  dans  ce  qui  va  suivre  l'intégrale. 
ffydxix\  comme  ayant  des  limites  constantes ,  savoir: 

jr=?9,      «=/*,      x'=V,      4f=M'. 
Représentant  à  l'ordinaire  par  Y  ce  que  devient  y ,  lorsqu'on  y 

change  «  et  x^  en  9  et  9',  on  fera  j^s^Ie  ,  ou  IF-t-1jk  =  /+/; 
substituant  ensuite  9+^  et  O^^^^  à  ;ir  et  à  «',  pub  développant 
1  Y*^\y  çn  série ^  par  rapport  aux-  puissances  de  {  et  de  {^  (  n"".  |%  )^ 
on  mettra  le  résultat  sous  la  forme 

en  rassemblant  dans  M  tous  les  termes  qui  contiendront  { se^l  oja  / 
combiné  avçc  (^^  et  dans  M  ceux  qui  pç  contiçudroot  k^  ^i  ça 
fera  séparément 

La  seconde  équation  fournira  immédiatement  par  \e  retour  des  suites  i  . 
une  expression  de(  ea/yk  l'aide  de  laquelle  on  tirera  de  la  première 
l'eYptession  de  {;  en  /  et  /;  il  ne  r^ter^  plusi  qu'à  tra^n^fçriQer  U 
produit  dxdx'^d^d^,  au  moyen  des  difFérentielIes  dt  tt  d/  f  et 
en  supposaiit  {=Ntf  {'=J\^V,  on  aurii  (  n*.  51$) 

ffydxdxf^Yjj-j^  -j^dids ,.       , 


^ 
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llntëgratîon  des  diffërens  termes  du  second  membre  de  cette  équktio] 


dépendra  des  formules  ffdtr\  fé^iét  ;  a  Ton  com- 
mence par  nnt^ration  relative  i  /,  et  qu'entre  les  limites  /s:0 
et  /  in^  ^  Ton  ait 

d.Ut  dMil   .  ,     ^ 


f- 


dt       dt' 

JTQ  sera  la  valeur  de/ydx\  depuis  x'=  9',  jusqu'à  la  valeur  de  x'^ 
qui  répond  à  t' infini.  Remplaçant  ensuite  V  par  /t^^  dans  y  et  dans  Q  9 
que  nous  changerons  en  conséquence  en  Y^  et  Q',  nous  aurons  Y'Q^ 
pour  la  valeur  defyd»\  depuis  x^=ia\  }usqu'à  la  valeur  dé  x'  qui 
répond  à  llnfini,  et  nous  conclurons  de  là  que  FQ — Y^Q^  est  la 
valeur  complète  de  fydx\  ou  que  pour  ohtenix  ffydxdx\  il  ne 
reste  plus  qu'à  intégrer  par  rapport  à  r  la  fonction  YQdf^—T'Q^dt. 
Faisant  alors /Q^r=i?,/QVr=:i?',  R  et  R'  étant  prises  depuis  r=o, 
jusqu'à  t=  infini,  on  aura  YR-^Y'R'^  pour  la  valeur  àt  Jydxdx\ 
depuis  ^  =  0  9  jusqu'à  la  valeur  de  x  qui  répond  à  /  infini.  Enfin 
dans  Y^T^  Rtt  R\  on  changera  9  en  ^ ,  et  représentant  les  résultats 
par  r, ,  Y\ ,  R,  et  R'^ ,  on  obtiendra  Y/l;^  Y\R\ ,  pour  la  valeur 
de  ffydxdj/^  depuis  ^=s:fjL^  jusqu'à  la  valeur  de  x  qui  répond 
à  f  infini.  Prenant  la  difiérence  entre  cette  quantité  et  la  précédente,' 
on  trouvera  qu'entre  les  limites  x'=  •'  et  x'=ft',  x=8  et  x=ii , 

ffydxdx'=rR^rR!^Y^R^+r^R\. 

Cette  formule  est  analogue  à  l'équation  (Jl)  du  n\  1109 ,  et 
ne  peut  pas  non  plus  servir  aux  environs  du  maximum  dt  y  i 
pour  en  trouver  une  qui  soit  appropriée  à  ce  cas  t  il  faut  conâdérer 
si  le  maximum  a  lieu  par  rapport  à  Tune  des  variables  seulement , 
ou  par  rapport  à  toutes  deux  en  même  tems,  c'est-à-dire ,  s^  ne  fait 

'évanouir  que  l'un  des  coefEciens  difiërentiels  -^ .  ^ ,  ou  s^  les 

dx    dx 

dy 
rend  nuls  tous  deux  (  n^  154  }.  Si  l'on  a  voit  seulement  -j^  =  0  « 

dx 


on  prendroit>c=:re  1  tandis  qu'il  faudroit  faire  jcslf  1 

A  Yçn  avoit  en  même  tems  -r^  =  o  •  -^  =  o. 

"^  dx  d^ 

M15 
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1115.  Sans  s'arrêter  à  ces  circonstances  particulières ,  Laplace 
indique  le  moyen  de  parvenir  à  des  formules  qui  donnent  Tintégrale 
ffydxdx'dx'\  entre  les  limites  de  ;ir ,  de  x  et  de  x\  qui  rendent  >^ 
nul.  Il  part  pour  cela  du  maximum  absolu  de  la  fonction  y ,  qu'il 
suppose  correspondre  à  x=a  ,  x'=ia' ,  x:=ui\  et  qu'il  désigne  par  Y; 
il  fait 


y=:re    ''    ''^'^'\       x=a  +  o       x'^a'+i\       x':=^a'+i\ 

et  développant  ensuite ,  suivant  les  puissances  Aei^^,  1%  le  premier 
membre  de  Téquation 

il  lui  donne  la  forme 

en  réunissant  dans  M  tous  les  termes  multipliés  par  {* ,  et  conte- 
nant i ,  i\  1%  dans  M'  ceux  qui  ne  contiennent  que  {'  et  {%  et  enfin 
dans  M"  ceux  qui  ne  contiennent  que  i'  seul.  Il  déduit  de  là  les 
trois  équations 

Ml*=t^,        M\'^=t\        M'{'^=t'\ 

qui  résolues ,  en  commençant  par  la  dernière ,  au  moyen  du  retour 
des  suites ,  donnent 

l=Ne,        i=N't\        l'zz^NY^ 

N"  étant  une  fonction  de  f"  seul ,  N^  une  fonction  de  /  et  1%  et 
enfin  N  une  fonction  de  /  ,  /  et  t\  Cela  fait  ,   il  transforme 

,  /.  ..      ,    ,  /,  .             ^-^^  ^-^'^  -/-A^^  ,  ,r,«  M    t  . 
ixdx'dx^—  df  dïdr^  en      — --—  — —-^tdidt   il  obtient 

dt       dt         dr 


Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  d'évaluer  les  int^rales  des  termes 
du  second  membre^  comprises  dans  la  formule 

ffftt!  é'  dtdidf^  ; 

les  limites  des  variables  t ,  J^  i\  étant  l'infini  négatif  et  l'infini  po* 
sitif,  on  reconnoîtra  comme  dans  le  n\  11 11 9  que  l'intégrale  ci* 
dessus  s'évanouit  toutes  le$  fojis  que  Tun  des  nombres  n  ^  ri^  n", 
Apptndic^^  Ooo 
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sera  impair  ;  et  dans  le  cas^où  ces  exposais  seroifent  pairs  ou  de  la 
forme  li,  i^y  ii\  on  trouvera  »  au  moy«  de  nn«égratioft  par 
parties ,  que  la  même  expressioii  se  réduit  à 

i.3.5..»(zî — i).i.3.ç.,.(xi' — i),i.3,5...(iî'— t)^* 


1 


r jstiltat  dans  lequel  le  ntHiiérateifr  de  IViposaot  de  ^  est  igà  aa 
aombre  des  variables  indépendantes  x  ^  x\  x". 

Si  Ton  veut  se  borner  au  premier  terme  de  la  série  qui  exprime 
l'intégrale  yy^x^ji/^jir%  terme  qui  suffira  lorsque  les  exposans  des 
facteurs  dey  seront  en  très-grands  nombres ,  on  aura ,  par  un  calcul 
semblable  à  celui  qui  termine  le  n"*.  x  1 1  x , 

d'Y     d^Y      ifT 
les  quantités  -r— ,  -— r-  9  -y-ir  9  désignant  ce  que  deviennent  les 

d3(r      dx        dx 

d^y      d^y        d^y 

coeffidensdiflërentiels  ^9  7^>  d^  ^  lorsqu*on  y  substitue 
M,  J,  tf%  au  lieu  de  x^  xf^  xf.  On  tirera  de  là 

i/""zr    i/ir^L'    ixr^ 

puis  cette  équation  approchée  fydxdx'dx'ss 

'  *  s. 

r    Y^  I*  ^ 

•^  <iC     •^  dx'^    ^  dx'^ 

d*oii  Ton  conclura  cette  autre 

4  1 

fydxdxfdxT^ ^  (—^«•)'     _ 

X/à^Y  d*Y    d^T' 

^    dx'  dx'»  7^ 


Bu  calculant  â  priori  YintéfftàtfdtdVdt't  ,  aousn*«roas 
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considéré  que  trdis  variables ,  mats  il  est  évident  que  la  méthode 
demeurera  la  même  qud  que  soit  le  nombre  des  variables. 

Examen  de  la 

1 1 16.  Nous  allons  acquitter  ici  l'engagement  que  nous  avons  pris  transcendance 
dans  le  n"*.  43  5 ,  de   faire  connoître  plus  en  détail  la  transcen*  J—f^. 


dsLtite  J ;  qui  se  change  en  /-p- 


/ 


En  développant  é',  nous  avons  déjà  trouvé  la  série 

~— =(U^-+ + + ^ +etc.)...(i). 

Si  Ton  fait  ;r=  1 ,  on  a  une  limite  naturelle  de  cette  intégrale  donnée 
par  la  série  convergente 

I        I  I  I  I  T  . 

I  +  -.  — +-.  -^ — -+-. —  +  etc.  =  «• 

X    i.x    3     1.2.3      4    x*2>«3«4 
et  ToÂ  trouve  avec  cette  valeur  de  « ,    . 


Cette  formule  donnera  facilement  les  diverses  valeurs,  à»  Ticttégrale 
depuis  Jir  =  *<-  y  }usq|u'à   jr  =?  i  ;  elle  fait  voir  que  la  valeur   de 


€*dx 

,  prise  depuis  x=ii  jusque  jr=o ,  est  infinie ,  car  la  série 

x 

est  de  plus  en  plus  convergente  à  mesuf  e  que  n  augpiente  et  se  réduit 

à  ^—1**  lorsque  n  est  infinie. 
n 

Si  Ton  se  servoit  de  la  série  (i)  pour  les  valeurs  négatives  de  jr^ 

/^dx 
•  est  imaginaire 

pottf  ces  valeurs ,  ce  qui  pourtant  ne  sauroit  être ,  ainsi  qu'on  peut     >^ 
.    s'en  convaincre  en  suivant  la  marche  de  cette  intégrale  par  les. 
valeurs  successives  de  la  fonction  différentielle,  d'après  la  méthode  du 
n^.  470  i  m^  on  parvient  à  un  résultat  réel,  en  changeant  le** signe 

Ooo  % 
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de  »  avant  Tnitégration ,  car  on  a 

-, =f^dx\ — +1 + etc.  l, 

— *  l— AT  l.l        1.2.3  ^ 

d'où  Ton  conclut 


/- 


é^'dx         ,  X     1   X*        1      x^ 

—  \x H +ctc 


i^^ 


X  T       2  1.2  3     1.2.3 

X  étant  pris  avec  le  signe  +  9  dans  cette  équation.  L'hypothèse  jr=<> 
donne  encore  un  résultat  infini ,  et  l'on  peut  fixer  l'origine  de  l'in- 
tégrale à  x=i  y  mais  il  restera  à  saroir  cequ^elle  devient  quand  x  est 
infini ,  car  il  se  peut  que  la  difiërence  entre  ta  partie  positive  et  la 
partie  négative  du  second  membre  demeure  finie,  quoique  chacune 

/c'dx 
,  prise 

depuis  x=:x  jusqu'à  x  iafini  négativement ,  auroit  une  valeur  finie. 

Pour  éclaircir  cette  difiiculté  considérons  Texpressîon  1"-^^% 

qui  répond  à  la  série  (i);  transformée  d'après  la  relation  ^=:{f 
nous  aurons 

îf-={'U+-f+-L^+j^  +  «c.) w.- 

les  vialdurs  «=—1  et  x  infini  négativement  correspondent  à  {=«~* 
et  à  {=0 ,  limites  dans  lesquelles  la  série  d-dessus  a  des  terme» 

infinis  et    un   imaginaire.    Si  Ton  intègre   j-—-  par  parties  re- 
lativement au  facteur  </{ ,  on  obtiendra 

etc. 
d'où  Von  conclura  l'équation 

/dr  f  i    .      I         Ï.2       1.2.3  1 

dont  le  second  membre  a  la  propriété  de  s'évanouir  lorsque  ^=0» 

et  se  réduit  à 

—e""{i  —  i  +  i.2— 1.2.3+  etc. } 


J 


/ 
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lorsque  î=<~*.  En  ajoutant  à  la  série  (a)  la  constante  E  +  \ — F, 
ou  £+liF+I— i  ,  et  en  observant  que  l— i  +llî=l(— k)  >  o°  «"" 

puis  fusant  pour  abréger  .£  + 1F=^,  et  comparant  cette  série 
avec   (  3  ) ,    en  supposant  dans  l  une  et  dans  l'autre  { = «*"',  on 

formera  Téquation 

i     t    1  I       t 

ji + +  etc. 

I       1  1.2  3    I.l.) 

=  — e""'{  I— I  +  1.2 — 1.2.3  +  ^^c.  }  , 
de  laquelle  on  tirera 

en  représentant  par  M  la  série  divergente 

I— •1.2+  I.2.3  — 1.2.3.4. ...  «etc.  ' 

dont  la  limite  rapportée  n%  1047,  est  0,4036524077;  et  par  JS^la 

série  convergente 

I      1       I        I 

i . H-. etc. 

2     1.2      3       1.2.3 

égale  à    0^796599599297  ;   on   aura  donc  -rf  =  0,577216.   Les 
séries  (3)  et  (4)  étant  égales  pour  une  valeur  de  {  doivent  le  demeurer 
toujours  ;  ainsi  la  première  s'évanouissant  quand  {  =  o ,  la  seconde  . 
esi^doit  faire  autant.  LTexpression 

donnera  par  conséquent  la  valeur  de  / ,  à  partir  de  ^=0 ,  pour 

toutes  les  valeurs  négatives  de  1  { ,  et  la  formule  correspondante 

/- 


==^+l(_^)+^+- -_+--__+ etc. (O; 


X  ^12  1.2     3   1.2.3 


celles  de  | à  partir  de  x  infini  négativement. 

1 1 17.  En  opérant  immédiatem^t  sur  l'expression  / — ; — \  nous 
allons  détemûner  de  nouveau  la  constante  A^  et  avec  plus  d'ezac- 
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é'Àx 

titude  que  ci-dessus.  Si  l'on  intègre  par  parties  la  dîfféreotidile ^ 

par  rapport  au  facteur  e'i/  «  ^  on  trouvera 


/fdx     e    e      re'd 
=— +— + 1  / — ; 


--  ^  -.»  ^    ^     ^       -.4 


/-^= 


i,3.4«.,»(/2— i)e' 


P^dx  ^ 


développant  ensuite  ef  suivant  les  puissances  de  x ,  on  aura 

/t*dx       pdx   ,       X     x^         y? 


î  I  T 


a.3f  •••(/x— •i)a:     i,3,,../x 


I 


+  etc. 


2,3,..(i2+i)    1  i%3f ..(/i+a-)    3  *-3«**('ï+3) 
en  désignant  par  A^  la  constante  arbitraire  et  en  observant  de  changjv 

,  a€n  d'éviter  les  imaginaires  pov  le  cas  oh  x 


le  terme  —  en 

X 


seroit  n^atif.   La  substitution  de  ce  développenient  dans  celui 
de  k^ y  obtenu  pins  haut ,  conduit  ^ 


/- 


i.3.4....(n — 1^«* 


+^.— 


2«3 • • «^        i»3 • • • «^ 


/ÎJC* 


(«— i)j»^ 


•  •  •' 


X 


X 

+ — + 


+ 


+  CtC».%..(AO- 


Ce  ffé$i|h8t  r^feraie  trois  séries  dont  les  deux  jmmièrçs  sont  finies  ; 


1 
I 


U    LA     T»  £  9  XI S    nES    SUITES.         479 

le  nombre  de  leurs  unaes  dépend  de  /s»  et  sïVaa  prend  n+i  au 
lieu  de  n  ^  on  aura  en  changeant  la  constante  arbitraire  Jj^  en  J^^  , 


f- 


4P  X  *■  X* 

4 1 ^ ■  +etc.»  •  •  (A^+ 1). 

^«+z^2(«+i)(i»+3r  3(/n-i)(«+3}C«+4) 

Pour  comparer  ce  résultat  au  précédent ,  il  faut  développer  dans 
Tun  le  terme  ]^*       ,  qui  ne  se  trouve  pas  -dans  l'autre  et  qui 

X 

donne  la  série 

1.3..../Z     1.3 a  t         I  X 

efiàçant  ensuite  les  termes  communs  9  et  rapprochant  de  la  cons* 
tante  A^,  le  terme  invariable •  il  restera  seulement 

^»=^*^..  +  — T— f  ou  ^n^x—^^^TTTZi 

équation  qui  montre  ce  que  devient  la  constante  lorsqu'on  introdint 
un  nouveau  terme  dans  la  série 

—  +  —  +  --5-+ etc. 

ou  que  Ton  passe  dn  dévetoppement  de 

T+i^ +^-5 V^^ 

à  cdliù  de 

— I — 7 •+*•!•  ••(«+0/-i=-«  Maintenant]! 

XX  J  «**• 

est  visible  que  puisque  la  constante  A  répond  au  cas  ck  Ton  déve- 
loppe immédiatement  ^  suivant  les  puissances  de  /r ,  la  constante  A^ 

9f     J        X  ' 
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et  Ton  aura  w<,=-rf-^i;  lorsqu'on  employera 

^      f         ^fdx  I  I  * 

— H — -f  2  / — ; — ,  il  viendra  Aj=A. =-rf— i— -.  En  con- 

X      3^      J     or  X.  r 

tinuant  ainsi  de  proche  en  proche  9  on  obtiendra 

A —A—  — i— ^  _'• 

au  moyen  de  cette  valeur  l'équation  {K) ,  ne  dépendra  plus  que  de 
la  constante  A ,  et  deviendra 

Çlil^  =^f  1+ J.+ii^ .'•*— ("-^M 


III  I 

a       3""4 « 

ttx*  (»— i)ji:'   -  jc        ^ 

+-^+-; %r, r  +  -7 TT^—v} r  +  etc.<...(iV')' 

Si  Ton  fait  x=  —  n^  dans  les  diverses  séries  qui  composent  le 
second  membre  de  cette  équation ,  .et  qu'on  en  cherche  la  limite  en 
supposant  n  infinie  ^  on  verra  d'abord  que  la  première ,  multipliée 
p^r  c*^  doit  s'évanouir  ;  quant  aux  séries 


X*\^  •  •  *Tt  2«^««**l!} 


4- 1 -I -1^  etc. 

»+i     2(n+l)(«+2)     3C'»+0(''+*)(«+3) 

elles  se  détruisent  réciproquement ,  car  les  termes  ?—  -et  H , 

^    ^  '  AT        n+i 

devenant  —  -  et  +  — —  t  sont  égaux  lorsqu'on  suppose  n  infinie; 

il  en  est  de  même  d^  termes z-  «*    ,    .    x/ r $  changés 

2«*  i(n+i)[n+i) 

(n — i)n     '             n^ 
en  -—  et  -7 rz r  »  etc.  on  aura  donc 

2  il*  ,2(«+l)(«+2} 


/- 


e'dx     _  I^^ï^ I  I 


X  234  n 

La 


A   LA    Théorie   des   s  vite  s.      481 

La  valeur  de  la  constante  A  ne  dépend  donc  que  de  celle  de  la  série 

III  '    I 

I+-+-+- +-, 

X     3     4  n 

dont  la  somme,  lorsque  n  est  très-grand ,  est  l/z+C  (  n*.  939  ) , 
C  représentant  le  nombre  0,577115664901532;.  Il  suit  de  là  qu*à 
la  limite,  ou  lorsque  a:  =  — -n,  on  a 


/ 


et  qu'en  prenant  par  conséquent  cette  limite  pour  l'origme  de  l'in- 
tégrale on  aura  A^=^C^  ou  ^^=0^5771x5664901 53 25  ^  résultat 
beaucoup  plus  exact  que  celui  du  n"*.  précéda 

Mascheroni,  en  poussant  le  calcul  indiqué  dans  le  n**.  939,  jusqu'au 
centième  terme  de  la  série  i  +  7  +  î-  +  etc.  a  trouvé 

{7  ou  ^=0^57711 5  664901  531860  618111  090081  39. 

La  relation  qui  existe  entre  A  t\  M  {^  n*".  précéd.  )  ,  savoir  ; 
Az=iL'^r\M — i),  donnant  Jlf  =  e (^ — ^i)+i,  le  conduit  à 

itf:^ 0^403651  637676  805915  7. 

Qt\Xt  valeur  de  la  limite  de  la  série  divergente 

i— i.i. +  1.1. 3—1  •1.3.4+ etc; 

est  beaucoup  plus  approchée  que  celle  du  n**.  1047 ,  que  d'après 
Euler ,  nous  avons  crue  vraie  jusqu'au  dernier  chiffre. 
Il  fkut  observer  que  tout  ce  qui  précède  repose  sur  les  séries 

qui  sont  divergentes  et  ne  peuvent  par  conséquent  donner  immédia- 

■p^  et  de    # ,  à  moins  qu'on  ne 

tienne  compte  du  complément  (  Int.  tC.  5  ) ,  lorsqu'on  s'arrête  à 
un  terme  particulier  ;  c'est  ce  qu'on  a  fait  pour  la  seconde ,  en  déve- 

/^dx 
■■      -  ;  mais  quant  à  la  première  ^  on  ne 

Apptndicu  P  P  P 


^fr  Cs. 


t. ri.  I 


J 


r^i* 


X      s-J 


J    4 


.A. 


^  ■ 


î       s.x^î    x^x,      T.«---    x—nx^T 


•-5!> 


^X.» 


Ses  &:r«  ^ 


/t= 


^--•-v 


« 


-^ 


•^ 


v> 


^     #- 


«    ' 


/"^ 


*-*-! 


x_  • 


I  /x 


;/ 


--V 


'c  »  ^î  »  -'^  » 


«ers^-ï^  ,  et  cccî 


fezc^T^tlott  ^  -j — ,  q«  est  èffL  a 
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II 19.  II  nous  rcsteroît  à  chercher  une  série  qui  donnât  l'intégrale 

/— ^  f  depuis  r  =  0  jusqu'à  {  infini  positif. 

En  s'appuyant  sur  la  forme  des  séries  (i)  et  (2),  Euler  pcnsoit 
que  si  cette  intégrale  étoit  considérée  comme  réelle  entre  ç=o-ct  ç=  i , 
elle  devoît  être  regardée  comme  imaginaire  entre  {=  i  et  ç  infini , 
ou  vict  versa.  Cette  conséquence  paroît  d'abord  difficile  à  admettre 


I 


parce  qu'en  suivant  la  marche  du  coefficient  différentiel  r— ,  dont 

les  valeurs  successives  forment  celles  de  Knt^rale  (  n*.  470  ) ,  on 
voit  qu'il  demeure  toujours  réel ,  en  passant  à  la  vérité  du  négatif  au 
positif  par  l'infini.  Cette  difficulté  est  une  des  objections  que  faisoit 
BernouUi  contre  le  système  de  Léibnitz ,  sur  les  logarithmes  des 
nombres  négatifs  (  n"".  494  )  ;  mais  le  passage  par  l'infini ,  paroît 
rompre  quelquefois  le  lien  de  la  continuité ,  ainsi  que  je  l'ai  montré 
dans  le  n*.  cité  ;  et  il  en  résulte  que  quoique  l'on  puisse  avoir  sépa- 
rément sous  une  forme  réelle  les  deux  parties  de  l'intégrale  pro- 
posée )  elles  ne  sauroient  être  représentées  par  une  même  expression  ^ 
et  qu'il  est  par  conséquent  impossible  de  déterminer  la  constante 
arbitraire  ^  de  manière  qu'elle  demeure  la  même  dans  toute  l'étendue 
de  cette  intégrale. 

1 1 10.  Nous  allons  présenter  ici  le  germe  de  l'une  des  branches  de  *    ^^*B*  ?/?  '"**" 
l'Analyse  9  qui  semUe  promettre  la  plus  ample  moisson  de  décou-  pour  exprimer  les 


vertes  et  de  laquelle  on  doit  le  plus  espérer  pour  le  perfectionnement  fonctions  données 
du  Calcul  intégral»  Nous  avons  déjà  fait  observer  plusieurs  fois  différentielles. 
(n**.  6759  697^  9^5  )^  que  le  nombre  des  transcendantes  distinctes 
pouvoit  être  très-grand ,  et  qu'il  existoit  probablement  des  fonctions 
dont  les  coefficiens  différentiels  ne  pou  voient  s'exprimer  parla  variable 
indépendante  seulement ,  ce  qui  rendoit  impossible  la  séparation  des 
variables  dans  les  équations  différentielles  d'où  dépendoient  ces  fonc- 
tions. Quand  même  on  auroit  l'analyse  complète  des  transcendantes 
iex/;//ciV^,  c'est-à-dire,  exprimées  par  des  intégrales  à  une  seule  variable^ 
ou  relatives  aux  quadratures ,  on  nesauroit  encore  rien  sur  la  nature 
de  celles  qui  sont  impUcius^  ou  données  seulement  par  des  équations 
différentielles  dans  lesquelles  les  variables  sont  mêlées.  La  difficulté  de 

Ppp  X 
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séparer  les  variables  dans  une  équation  différentielle  tient  sans  dpute 
quelquefois  à  la  manière  dont  elles  sont  liées ,  même  algébriquement  ^ 
dans  son  intégrale.  Si  cette  dernière  étoit  par  rapport  à  Tune  et  à  l'autre 
d*un  degré  supérieur  ,  et  qu'on  ne  sût  pas  la  résoudre  généralement  ; 
il  ne  seroit  pas  étonnant  que  ne  pouvant  parvenir  à  l'expression  finie 
de  la  fonction  par  Téquation  primitive  ^  on  ne  pût  pas  non  plus  obtenir 
une  semblable  expression  de  son  coefficient  différentiel  ;  mais  outre 
ce  cas  ^  dans  lequel  le  facteur  propre  i  rendre  l'équation  différentielle 
intégrable ,  doit  être  susceptible  d'une  forme  finie ,  on  sent  qu'il  peut 
en  exister  d'autres  dans  lesquels  la  relation  primitive  entre  la  fonction 
et  la  variable  indépendante ,  ne  puisse  être  exprimée  algébrique* 
ment.  C'est  pour  ceux  là ,  que  l'on  rencontre  presque  toujours  lors- 
qu'on veut  appliquer  les  Mathématiques  à  la  Physique  y  qu'il  faut 
se  préparer  des  ressources  particulières.  Euler  a  encore  donné  dans 
ce  genre  une  nouvelle  preuve  de  la  fécondité  de  son  géme ,  en  in- 
diquant le  parti  qu'on  pouvoit  tirer  des  intégrales  définies  :  voici 
comme  il  présente  la  chose» 

Soît  y  z=zjydx ,  y  étant  une  fonction  de  a:  et  de  it ,  l'inté- 
gration ne  devant  avoir  lieu  que  par  rapport  à  la  première  de  ces 
variables  y  et  se  terminant  à  s=a  ;  de  cette  manière  jr  se  réduit  à 
une  fonction  de  u  seul ,  et  ses  coefficiens  diff^entiels  sont 

dy     d^y 

Y"  %  ^^  f  etc.  Il  est  visible  que  la  variable  x  y  qui  disparoit  après 

l'intégration  y  introduit  dans  l'expression  de  jr  une  généralité  ^  beau-- 
coup  plus  grande  que  celle  des  formes  employées  jusqu'ici  ;  aussi 
est-il  arrivé  9  comme  nous  le  verrons  bientôt ,  que  des  équations 
différentielles  en  y  et  «  ^  dont  on  n'avoit  pu  obtenir  l'int^rale 
sous  une  forme  finie  ont  eu  une  solution  de  cette  nature  ^  la  trans^ 
ctndanct  de  la  relation  entre  y  tX,  u  étant  rejettée  sur  la  nouvelle 
variable  x.  Euler  n'est  d'abord  parvenu  qu'à  former  l'équation  diffé» 
rentielle  par  le  moyen  de  l'intégrale  ainsi  qu'il  suit» 
En  différentiant  complètement  y  ^  on  a 

/dV 
j^àx    (  n%  55X  ), 

/dV 
- — ^x  étant  prise  entre  les  mêmes  limites  cjyL^fKdx. 
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La  fonction  y  resterait  encore  indéterminée ,  si  Ton  ne  fixoit  pas  en 
même  tems  l'origine  de  intégrale ,  et  c'est  ce  qu'£uler  fait  en  suppo- 
sant qu'elle  s'évanouisse  lorsque  xz=zo.  Maintenant  si  l'intégrale  fFdx 
devient  nulle  dans  cette  circonstance  quel  que  soit  d'ailleurs  », 

dy  dy 

il  en  arrivera  autant  à  -\-  >  puisqu'on  a  y'\'dy^=^y^-j'du  =i  o  ;  il 

/dV 
- —  dx^  depuis  j^=o,  jusqu'à  :r=4r" 

En  poussant  jusqu'au  second  ordre  la  différentiation  sous  le  signe; 

d^y      pd^V 

il  en  résultera  -j^^r^i  dx^  et  si  l'on  désigne  par  Ir^  Af  et  A^, 

des  fonctions  quelconques  de  «  ^  il  viendra 

d^y  dy  d^V         dV 

Lorsque  l'intégration  du  second  membre  pourra  s'effectuer,  et 
qu'après  la  substitution  de  x^=za,  il  donnera  pour  résultat  une 
fonction  de  u ,  que  nous  représenterons  par  U^  la  valeur  yz=ifVdx 
satisfera  évidemment  à  l'équation 

On  voit  que  la  difficulté  de  la  méthode  consiste  à  cfaoisb  la 

d^V        dV 
fonction  V^  de  manière  que  la  fonction  dx{L  — -.4-jtf-—  j^jjy^ 

soit  intégrable  relativement  à  or  ;  et  Euler  observe  qu'il  faut  exclure 
celles  de  la  forme  PQ$  P  étant  une  fonction  de  û  seul  et  Q  une 
fonction  de  x  st\x\  ;  car  elles  conduiroient  à 

^=i./C...     |=^/C^-,     %=^f<l^' 

d^y         dy  .     d^P  dP 

résultats  dans  lesquels  l'intégrale /Q^x  n'entre  que  comme  un  facteur 
constant. 

1 1  z  I .  Prenons ,  pour  premier  exemple , 
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nous  aurons 

d'où  nous  tirerons  Texpression 

+         xpMK^'^%pMustr^         l, 

qull  faudra  rendre  întégrable  par  rapport  à  x.  Euler  prend 

xTCiâ+x^y-'Cc^-^-x^)^'^ 

pour  la  fonction  priinitîre  dont  Texprcssion  précédente  est  dérivée  ; 
et  en  diffîrentiant  il  obtient 

a^-'Jx(u^ + x^y^c^—x^y 

développant  et  comparant  de  part  et  Vautre  les  termes  aftctés  d'une 
même  puissance  de  x  »  il  trouve 

%pL+%pMu+xNu*z=inc^ — Bu^+x(P'-^i)€*'^%(f+i)a?^ 
^=— il— z^"/— x^— iCf+i^  =  — n — xp — 2j.    - 

Si  ^  de  la  première  de  ces  équations  divisée  par  «*,  on  retranche  la 
seconde  y  il  viendra 

4p(p-^i)L^Nu^:=:Cn+x^+%)u*'^i(p—i)c^; 
et  mettant  pour  A^  sa  valeur  donnée  par  la  dernière ,  on  aura 

d'oîi  l'on  déduira 

xpu  p 

L'intégrale  définie,    de  laquelle  nous  sommes  partis,  s'évanouira 
d'elle-même  lorsque  4;=o^  tant  que  n>o;  faisant  donc  x=ia. 
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réquàtîon  différentielle  cherchée  sera 


%pu  p 

—  (n+%p+%q)y^a*(a*+u^)^'(c^^a^)^*- 

et  sera  satisfaite  par  l'équation 

l'intégrale  indiquée  étant  prise  depuis  :c=o  jusqu'à  x=tf. 

En  supposant  a^=iç^  ce  qui  fait  évanouir  ("c'—a'/j  lorsque 
l'exposant  q  est  positif ,  on  a  seulement 

(c^+u^)ud^y^{(n'^'%p'^l)(c^+u^)^l(p+q)u^}dudy 

+  ip(n  +  %p  +  iq)uydu*=Oi 

rintégrale  définie  restant  la  même  que  ci-dessus  ,  doit  être  prise 
depuis  x=:o ,  jusqu'à  x=c. 

Si  l'on  fait 

n+ip — 1=«,        n  +  4p  +  iq'^i=sll^ 

on  trouvera 

l'équation  différentielle  et  l'expression  de  y  se  changeront  en 
(c*'htt^)Uify—(tU^+fiu^)dydu+(m+i^nXfi--A+n)uydtâs:iO, 


La  solution  ci-dessus  peut  aussi  convenir  à  l'équation 
x^(a+bx')dy+x(c  +  cx^)dxdy+(f+g^)ydx^iszo; 

que  nous  avons  traitée  par  les  séries  dans  le  n*".  644*  En  y  mettant 
d'abord  i  pour  y  et  faisant  ensuite  * 


+  à  7-+1 

l^x  ^        (a  +  tx)^       y, 
on  la  transformera  dans  cette  autre 

x^(a+bx*)dy+x{ia^C'{>%ah+(ilh>^+ini+iih)x''}dydx 

+  {f+ah^ch+ah^+(g+(b—e+ni+ihXn+h))x''}ydx^^Oi 

la  quantité  h  restant  arbitraire  9  on  en  disposera  pour  faire  dispa* 
roitre  la  première  partie  du  coefficient  du  dernier  terme ^  afin  qu'il 
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devienne  divisible  par  :i:  ;  on  tirera  de  cette  condition 

f^ah'^ch+  ah*=Of  OU  tf A'+^'tf— c^A-|-/=o(*). 

Pour  achever  de  rendre  notre  transformée  identique  avec  Téquatioa 
à  laquelle  nous  voulons  la  comparer ,  il  faut  y  faire  a^=  u\ 
Euler  n*a  point  poussé  le  calcul  plus  loin^  parce  qu^  traite  la 
même  équation  par  un  autre  moyen  que  nous  ferons  connoître 
plus  bas, 

1112.  Soit  encore  f'=«'»«'jtY^— */>  on  tire  de  là 

dF  d^V 

du  du^ 

et  il  faut  rendre  întégrable ,  par  rapport  à  a:  ^  la  fonction 

e^xrdx(c^xy{m^Lx^^mMx'¥N). 

Pour  y  parvenir  on  suppose  qu'elle  correspond  à  la  fonction  pri- 
mitive e^x^^(c — */*';  difFérentiant  cette  dermèce,  et  compa- 
rant le  résultat  avec  la  précédente ,  il  vient 

d*oîi  Ton  conclut  l'équation  différentielle 


(*)  La  transformation  que  nous  indiquons  Ici  se  déduit  de  la  deuxième  du  n*«  6a2. 
En  comparant  l'équation 

*.*(4  +  ^*-)d-y  +  *(c  +  €A«)iyi/*  +  (/+,A«)Vix^O 
à  celle  de  cet  article ,  on  a 

et  si  Ton  veut  prendre  pour  R  UQe  fonction  telle  que  la  transfermée  conserve  la 

m£me  forme  que  la  proposée ,  il  faudra  supposer  J?=     V    .   . — »  l^-tt  f  étant 

*(**  +  ***) 
dR 
indéterminés.  Développant  ensuite  la  fonction   — 4"^*4"'^f  9Û  anra  pour 

d  X 

dénominateur  commun  (« +  ^x*)%  on  disposera  de  ft  et  de  f  de  manière  à 
réduire  ce  dénominateur  à  4+^x*.  Ceci  suffit  pour  indiquer  la  marche  qu'il  £iut 
suivre  dans  ce  calcul. 
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et  la  solution       y  =/«^'jcV x(c  —  x /^ 
l'intégrale  étant  prise  depuis  jc2=o  jusqu'à  x=ia. 
Lorsqu'on  fait  /»=  i  et  c=a  ^  on  a  seulement 

ttdy  —  (au  —  n — p  —  \)iydu  —  {"«+  \  )aydu^c=zo 

y^fe^x'^éxCa-^xy^ 
en  supposant  d'ailleurs  />+i>o  et  ix+i>o,  pour  que  l'intégrale 
ne  devienne  pas  infinie  quand  «=tf  et  quand  ar=o« 

Si  l'on  suppose  y  =  /^''"^  ou  {  =  --~  1  on  obtient  cette  trans- 
formée du  premier  ordrfe 

ud[+u^du'''^u[du'{'(n'\'p+%)[iu^^(n+i)adu=:^0f 
â  laquelle  on  satisfait  en  prenant 

_  fe^xT-^'dxÇa^xy 
^^  fi^x''dx(a—xy  • 

Euler  transforme  cette  expression  de  plusieurs  manières ,  en  faisant 
succèssirement 

et  il  obtient 

udv+uv*du+(n+p+%)vdu^^ia^udu — i^  ("/z— />>  </tf  =  O  , 
«""•"^'rf^+tt"*—^Vrfii  —  i  a^u  du—i(  n—p  )adu=Of 

enfin  il  obtient  en  dernier  résultat  l'équation 

Jy + jy  r-^ /  ,    \; «/r=0  , 

qui  se  tire  immédiatement  de  la  transformée  en  ;;  et  »,  en  y 
disant 

Il  transforme  aussi  l'équation  du  second  ordre  entre  y  et  u^  tt 
parvient  à  un  résultat  remarquable  par  sa  simplicité.  Après  avoir 
mis  cette  équation  sous  la  forme 


du 


-^ady  +^  —  — . -ip-  =  o  ; 


u 
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il  fait  u^^be^  et  parvient  à 


en  prenant  <//  pour  constante.  Cette  dernière  équadon  revient  à 

m 

et  est  satisfaite  par  y^^^ft     ofix(ai—xy. 
Pour  transformer  celle-ci  Euler  prend 

— /P^r  dy       ^  .        dt 

y  t 

ce  qui  lui  donne 

dtdi 

d\  +  xPdtd[—bqat^  'dtà^ + f f « + f /> + f + 1  ) ^ + ^dtiF 

et  pour  faire  disparoitre  les  termes  muldpliés  pa'r  d[  ^  il  fait 

La  valeur  de  P  »  qui  résulte  de  cette  équation  \  le  conduit  à  cdle-cx 
dont  la  solution  est 

_:.,./J!±«:±î±l  i/. 

Ces  formules  se  simplifient  par  la  supposition  de 
P  =  »f      f^Ci^+i)*— x=^o,  ou  î  = 

A/l-f-  I 

r 
et         *  =  ±-  =  =fci(xn+ 1), 

il  vient  alors 

— ; a 

d^l—a\fi''+^        di^Of  OU  d^i^a*g^^\de^Oy 


•         V 


€t        {=^  /  ft  x^'dxCa^xjr^ 

OU       î=e     f    r/eî     ;c      ^^     dx(a^x)     H 


L 
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1123.  La  supposition  de  y  =/^Ar('fl* — x^y~^cosbu!*x  conduit 
aussi  à  une  équadon  différentielle  de  la  même  forme  que  celle  du 
n%  précédent,  on  en  déduit 

dV 

-— =  ~*  tf  i^'x  (a*— :t»)^»sin  *  tt^x 

du  \ 

UU 

d^V  dV 

et  substituant  dans  l'expression  fdx  (  L 1-  jlf — — I-  A?'  ) ,  on  a  la 

fonction 

,  fA^cos*i<^;r— .*yAfa^'j?sin*K*Ar~*î(f— t)Itt^*Jfsinte*^l 

/^*(a  -X  T  {  -h^^^Lu^^-^x^  cos  ^ic^x  1  * 

à  laquelle  on  assignera  pour  intégrale  la  fonction  primitive 
(a^'^x^ysinbafx  ^  qui  s'évanouit  lorsque  :r=:o  et  lorsque  Ar=^if. 
La  difFérentiation  de  cette  dernière ,  et  la  comparaison  du  résultat 
arec  la  précédente,  donneront 

W h¥ — 

U  faut  observer  que  Téquation  différentielle 

d^Y        dv  d^y       dV 

se  réduit  à. 

lorsque  l'intégrale  du  second  membre  s'évanouit  à  la  limite  x  =  tf  s 
ainsi  Ton  aura  seulement  dans  l'exemple  qui  nous  occupe , 

du^^  u  du     ^         »      J'       "» 

et  y  —fdx(  <»' — *»^'"'co$  *«♦*. 

Si  Ton  îsât  p^=.  i- —  et  ^  =  - ,  on  tombe  sur  un  cas  particulier 

xq  q 

très^remarqoable ,  savoir: 


L  =  -T-r- ,      M=  -=—£-? — Phf— i i      N=.  i^bu\ 


Qqq  »' 


49*  Ch.  IIL  Application  du  Calcul  intégral 


I 


pour  lequel  on  a       y:=zfdx(a* — x^  )    *f    cos-«^j:, 

l'intégrale  étant  prise  de  manière  à  s'évanouir  lorsque  x=o  et 

On  a  montré  dans  le  n*.  641  y  que  eette  dernière  équation  &!Sè^ 

rentiellç  répondoit  à  celle  de  Riccati  ;  on  passe  de  l'une  à  Tautre  en 

ftdu 

faisant  ^=e       ,  d'où  il  résulte 

di  +  j^du  +  a^u^^-^duzsi  o  , 

'—1 


vr'fxdx(a^—x^)    »f    sin— «^x 

_  1  £y  _      '  ^ ^ f 

^       y  du~  —q—i 

fdx(a^^x*)    ^1    COS— «*JP 

les  intégrations  relatives  à  x  s'effectueront  toutes  les  fbb  que 

sera  un  nombre  entier  positif.  En  posant  donc  ""^^^    =:i ,  on  aura 

4^= : ,  et  il  lâendra 

21+1 

di  +  Cdu+a*u  ^+^  du=:o; 

équation*  qui  comprend  la  seconde  classe  des  cas  d'int^aUlité  que 
nous  avons  trouvés  dans  le  n*.  5  50,  L'équation  du  second  ordre  et 
sa  solution  sont 


y^fdx(a^^!^)\o%  ( — (^  1  ;  +  1  ;  ifi^'^nx). 

1 1 14.  Dans  ce  qui  précède  nous  sommes  partis  de  Hntégrale  fVdxy 
pour  arriver  à  l'équation  différentielle^  mais  cette  méthode  est  indi- 
recte ,  puisque  c'est  toujours  Téquation  qui  est  donnée  9  et  qu'on 
cherche  l'expression  de  la  fonction  qu'elle  détermine.  Euler^  en 
conséquence ,  retourne  soti  procédé  ;  il  suppose  que  l'on  ait  le  dé- 
veloppement en  série  de  la  fonction  cherchée  (  n*'.  677  et  suiv.  >, 
et  il  tâche  d'obtenir  la  limite  de  cette  série  au  moyen  d'intégrales 
définies  en  s'aidant  des  procédés  indiqués  dans  les  n"*'.  1058  et  suiv. 
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Pour  faire  connoitre  la  marche  d'Euler,  nous  commencerons 
avec  lui  par  déterminer  la  somme  de  la  série 

^+5i+Cj'+ +Af  j*->+ JV5'+  etc. 

dans  laquelle 

i?= — ^^,    C= — T-r^>   Dz=z ^a..N=^    .  \^  M. 

in^k  ^n'\'k  3/»+*  m+k 

U  est  visible  que  cette  série  rentre  dans  celle  qui  a  été  traitée^' 
n*.  1064  9  mais  comme  dans  l'équation  de  cet  article  ^  nous  n'avons 
point  dégagé  la  somme  de  l'équation  à  laquelle  nous  sommes  par- 
venus )  nous  reprendrons  en  entier  ici  les  Calculs  d'Euler.  Soit  donc 

l^A  +  Bs+  Cs^^  Ds^ +  M i*-"+  A^i'+  etc. 

nous  en  tirerons  de  là 

iii  =  x5j+i^^*+3^^' +  (i— i)Af/-'+;jV/+  etc. 

as 

multipliant  cette  équation  par  m ,  la  précédente  par  h ,  et  réunissant 
les  produits^  nous  aurons 

ds 

+  (//B+A)JVi*l-etc. 
nous  parviendrons  semblablement  à 

ds 

+(i«+*)JVj*+etc. 
et  en  observant  que 

(B+A)i?=A^,(x/i+*)C:=(«+A)S,...(ta+Jl)iV=((i-- i)«+A)3f,etc. 

nous  aurons 

^tîpl+k[:=kAJfhJs+  (/B+A)S*»+(a/»+A)a»+  (3m+A)Z)i«+etc. 

XLS 

Mais  d'après  Tune  des  équations  ci-dessus  ^  la  partie  qui  suit  le 

terme  kJ^  dans  le  second  membre  de  celle-  ci,  est  égale  à  ^C-j^ + *n  l 

nous  pouvons  donc  former  l'équation 

nsdr     ,  ,    .  ,    ms^dz    .  , 
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[ds^k  —  hs)  __       kAds 


ou 


à\-^ 


dopt  llat^;ratlott  fera  connoître  s. 


ds(k—hs)_kds  ^  {mk^nh)ds^ 


=  + 7 v-f 

n5  «(«— /WJ) 


rA-— ffl^ 


en  intégrant  il  lâent  s^{n^^ms)  '"^  pour  le  Êicteur  qiû  rend 
intégrable  l'équation  en  ^  (  n"".  556  ),  et  au  moyen  duquel  oa 
arrive  à 


nh'^mk  k 


^ 


nh'^mk 


d*oii  Ton  conclut 


—  1 


mn 


—  —  & 


nk'^mk 


.— •! 


rintégrale  étant  prise  de  manière  à  donner  {=^ ,  lorsque  5=0. 

Euler  considère  en  particulier  les  cas  oîi  m=o  ^  et  /2=o  »  dans 
lesquels  la  valeur  générale  de  [  devient  illusoire ,  et  en  remontant  à 
réquation  diffîrentielle  ^  il  trouve  pour  le  premier 


hî       k  hsk 

Ak 1 


et  pour  le  second 


n 


{  = 


m 


n  remarque  encore  que  l'int^ation  indiquée  s'efiectue  toutes  les 
fois  que  &  est  un  multiple  de  n. 

II 25.  Passons  à  la  série 

'^^'+55'«+ ce  «'+Z>Z>V +  jtfjtfy-' + JVJVV+etc 

en  supposant  que 


xn'+k 


3»+*' 


/a'+A' 
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Soit 

y^JJ'+BB'u+CC'u^+Diyt^ +MM'ié-'+NN'i^+  etc. 

et  considérons  la  série 

z=J+Bux+Cu*x^+Du^x^+Eu*x^+  etc. 
en  y  faisant  ux=:si  nous  aurons  alors  par  le  n*.  précédent 

k  mk-^nh     k  nlf^tnk 

Formons  ensuite  Téquation 

Fs=z/PiJx^fPdx(A+Bux+Cu^x*+DuW+ttc.)^ 

dans  laquelle  nous  regarderons  la  quantité  u  comme  constante ,  et 
nous  chercherons  à  déterminer  la  fonction  P,  de  manière  qu'en  efic« 
tuant  les  int^atîons  relatives  à  ^r,  on  obtienne  la  série  proposée. 
Pour  cela ,  il  faudra  qu'entre  les  limites  assignées  à  la  variable  x , 
on  ait 

fPxdx—^jPJx,  fPx^dx^S^fPix  ^  fPx'dx^^jPdx^  etc. 

car  il  en  résultera 

V=  {Ajf+BB'u+CCu^+Diyu'+etc.y^fPdx^ 

A'F        AfPidx  , 
^      fPdx  fPdx      ' 

les  intégrales  indiquées  étant  prises  entre  les  limites  convenables. 
M^is  si  Ton  compare  chacune  des  intéffdltsfPxdx^fPx'dx^  etc» 
à  celle  qui  la  précède  ^  on  aura  ces  relations  ; 

fPxdx=%JPdx,  /Px^dx=^fPxdx^  /P'x^dx=:%/Px^dx^ttc. 
f  où  l'on  conclura 

or  9  en  observant  que  ces  relations  ne  doivent  avoir  lieu  qu'aux  li- 
mites des  intégrales ,  00  verra  facilement  qu'on  peut  supposer  en 
général 
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pourvu  que  la  fonction  :t^Q  s'évanoubse  à  ces  limites.  Dîfférentions 
cette  équation  et  divisons  ensuite  ses  deux  membres  par  x^"^^  nous 
aurons ,  après  avoir  fait  disparoitre  les  dénominateurs , 

^in''\'h!)Pxdx=(im''^m'+h')Pdx-\.xd(l^i(ldx. 

Cette  dernière  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  i ,  se  partage  né«- 
cessairement  en  deux  autres  qui  sont 

n'Pxdx  =  rriPdx+(ldx^  KPxdxz^(V^ni  )Pdx^xd<l^ 
et  desquelles  on  tire 

divisant  Tune  des  valeur^  itPix  par  Tautre ,  il  vient 

~qd'x'~    n'x~^m'      *  °"     Q~"     x(n'x—m')     * 
dO     (h'-^m')dx  ,(m'k'^-m'n'—KTi)ix 

ce  tjm  donne       ^r^      ^^      +-       „,^„,^_^^ , 

Q=:««'        (n'x—m')      ««  Xetmsn 

£iisant  la  constante  égale  à  l'omté  >  et  substituant  la  valeur  de  Q 
dans  celle  de  Pdx ,  nous  aurons 

£ k'm'—h'n' 


*'  1       ! 


Pdx^x^        dx(ni—n'x)     «« 
Mous  déduirons  de  là 
(itJ'^h!)fP7^dx^((i—\)ni'>tK)ÎPoè-'dx 

<+---7— I  7-7 +1 

-.*;     «         (m'^n'x)      n,n'        ..^ 

mais  comme  la  partie  intégrée  doit  s'évanouir  aux  deux  limites  de 
l'intégrale ,  il  £siudrà  prendre  cette  intégrale  depuis  jr==o ,  jusqu'à 


m' 


,3r  =  -7-.  On  aura  alors 

fP^dx^^±=l>^fPxr^dx, 

pourvu  jquc 

.       A'  ^  k'm'—h'n' 

l  +  -T~î>0^  — —  +  i>0, 

/w  mn 


et 
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et  avec  ces  conditions ,  il  vient 


h' 


h'm'-^h'n' 


—  1 


_  A'/Pidt  _  J'/s'^'        idx(m'^n'x) 


m  n 


y— 


fPdx 


h' 


k'm'-^h'n' 


en  observant  que 


A 


dx(ni^^xy      «'«' 


Ir«— Al» 


—  — 1 


Ah— *« 


cette  dernière  intégrale  doit  être  prise  de  manière  à  donner  {=^ 
lorsque  {=o  ^  et  il  faut  changer  dans  sa  râleur  s  taux ,  puis  re« 
|;arder  u  comme  constant  dans  llntégration  relative  à  x. 

Il  est  visible  que  l'on  peut  échanger  dans  les  résultats  ci -dessus ,  les 
coefiiciens  A^  B ^  C^  etc.  avec  les  coefficiens  jf^  B\  C\  etc.  parce 
que  ceux  de  la  première  suite  sont  de  la  même  forme  que  ceux  de  la 
ceconde  ;  il  suit  de  là  que  l'on  peut  obtenir  deux  expressions  de  la 
somme  y  en  y  changeant  m^n^hy  k^tnm\n\  k',  h\  et  récipro- 
quement. 

Il  est  à  remarquer  que  la  fonetion  Q  nVst  introduite  dans  le  calcul 
que  pour  donner  les  limites  des  intégrales  fPdx^  et  que  les  conditions 


i  + 


h' 


m 


i>o. 


JtV— A'/j 


f^f 


niri 


+  i>o, 


n*étant  pas  remplies  lorsque  ni'=o ,  ou  n'=o  y  il  faut  déterminer  Q 
d'une  manière  spéciale  pour  chacun  de  ces  cas.  Les  deux  valeurs 
de  fdx  se  réduisent  dans  le  premier  â 


p..=«^. 


nx 


on  en  tire 


d(l_  dxÇHx—l^) 


h'    k' 


«V 


,  et  Qrse»'**"': 


on  a  dans  le  second  cas 

qdx 


Pdx 


m 


/» 


Pdx^ 


xdQ 


*'*+«'— A' 


7  » 


k'x     k' 

dO       (k'x-^m'—h'^ix  k'dx      h'— m'  dx     ^      ~  zr  "ZT  — « 

Q    -  —m'*  -        m'   ^     m'      x\  ^  * 


jfpptndice. 


Rrr 
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1 1 16.  Nous  allons  appliquer  ce  qiû  précède  à  l'équatioa 

d'après  laquelle  on  peut  développer  jr  dans  une  séiie  de  la  forme 

^jc*+5*'*"+C**+^+2>  ***'•+ etc. 

«  étant  donné  par  Téquation  du  second  degré 

«(«— t;tf+«<:+/=o,  (  n'.  644). 
Si  l'on  fait  pour  abréger  *(-«-,  i;*+««+f=*,  on  aura 

B  =  —- A, 

—  n*b  —  (1»  —  ï^« *—««—*  w 

— 4/1**— it'i*— 0«* — xne — h 
^n(^na+(iA — i)a+c) 

^  ~  in  (ina+(  %  *—  i  )a+c) 

Les  facteurs  du  dénominateur  de  ces  expressions  sont  de  la  forme 
de  ceux  de  la  série  du  n"".  précédent ,  et  le  numérateur  étant  une 
fonction  du  second  degré  se  décompose  en  deux  facteurs  du  premier» 
par  la  résolution  de  Téquation 

r;— i/n-^+^-i*- i)(i  — i)ii*+(i  — i)«e+A  =  a, 
qui  donne  . 

ce  qu'on  réduit  à 

en  vertu  de  l'équation  d*oii  dépend  «t.  Si  pour  abréger ,  on  f<ue 
l/( i  —  t)* — 4 bg  =  qy  il  viendra 


({— i;n=: ^^         — » 

d'oïl  il  résultera 
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Soit  à  présent  zT^sUf  et* 

^^AJ'+SB'u+CCu* +MA£V-+iVJVV; 

nous  aurons  dans  cette  forme 

valeurs  dont  la  comparaison  avec  cdles  du  n*.  précédent ,  nous 
montre  qull  faut  y  changer 

m  tn  nbf  A  en  ^(i«t— 1}*+  ?<— ij» 
n  en  — /i^,  it  en  o^ 

w'  en  H^j  hf  en  7(*^"^*)*+a*  +  i:f> 
I»'  en  na^  k'  en  ( i  a  —  i ) a  +  c. 

Mous  chercherons  d'après  ces  dernières  ^nominations  l'expression 
de.  {9  et  pour  éviter  toute  ambiguité,  nous  y  écrirons  t  an  Heu 
de  Xi  nous  aurons  s:=^ui^=zt^t^  et 

Nous  conserverons  dans  l'expression  de  y  les  lettres  m\  n'^  h'  et  k\ 
mais  nous  changerons  u  en  x*,  et  faisant  attention  que  y  est  divisé 
par  x^^  nous  obtiendrons 

—  1 


mn 


y~~  h'  k'm'—AW 


n'n' 


m'     b 
les  int^rales  étant  nulles  lorsque  <=so ,  et  terminées  à  t=t—j^=-  ; 

en  observant  d'ailleurs  les  conditions 

A'  Uni—h'n' 

'  +  -7  — i>o,  ,,      +  I  >  O , 

m  ntn 

(  1  flt  — -  I  )  ^-f- ^ -f*? 

dont  h  première  se  réduit  à  \, >  o  , 

Rr  r  1 
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à  cause  que  la  plus  petite  valeur  de  i  est  lunîté,  et  la  seconde 

devient  i i — 1^— 1  +  i  >  o. 

xnab 

Il  est  facile  de  voir  aussi  que  Tintégrale  définie 

ft^        dt{m' — n't)  '  '»''*'      peut  être  remplacée  par  une  cons- 
tante arbitraire ,  et  que  Ton  aura  enfin 

h'  Vm'—h'n' 

—  I 


Le  coefficient  A ,  qui  entre  dans  la  valeur  de  { ,  étant  arbitraire  , 
la  dernière  expression  de  ^  est  une  intégrale  complète  puisqu'elle 
renferme  les  deux  constantes  A  et  C. 

La  possibilité  d'échanger  entr'eltes  les  quantités  n  et  n\  k  et  1C^ 
en  prenant 

na  pour)»,  — nh^yxtn^  (i«t — i)tf4-cpour  t,  eto  pour  Jt'^ 

conduit  à  une  seconde  solution  ,  dans  laquelle  on  a 

l^Aks^^in—ms)   '^  fs""        ds(n^ms)    ^         , 
la  fonction  {  devant  être  égale  à  A  lorsque  j==o  ,  et 

l'intégrale  relative  à  /  devant  s'évanouir  lorsque  r  =  o ,  et  lors- 
/  y 

que  /  =c  -7.  Les  conditions  de  cette  expression  sont  -7  >  o  ^' 

h' 

et  I  —  -7  >  o ,  à  cause  que  A'==:o.  La  relation  entre  r  et  i ,  dé- 
m 

livrée  du  signe  d'intégration ,  est 

di        Ak  —  i(k^hs) 


ds  s{n-^ms) 

II 17,  Euler  donne  encore  deux  solutioi»  de  l'équation  différen- 
tielle proposée  ;  il  les  tire  de  la  série  descendante 

yz=z  x'^^A+B x-^+C x'^''+Dx-^''+  etc.  ) 


j 
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pour  laquelle  «  est  déterminé  par  Téquatibn 
Faisant        «  («—  i  )  a  +  «^  +/^=  ^9  î^^  trouve 


i/2(i/r^— (ice^— l)i — e) 

L'expression  de  A"  se  décompose  ainsi  : 

en  posant  V^(a — cy — j^fz:=:p.   Par   cette   opération  le  dévelop- 
pement de  y  peut  être*  mis  sous  la  forme 

^=cJA'+BB'u+  CCu^ 4  • .  •  +MM'i^}+NN'ià+  etc. 

en  y  changeant  jc~^  en  iir ,  et  prenant 

(i— Ona— ^(a^— i)tf  — ic  +  i/> 
AT  = — —- M  ; 

//ÏP  — (Zflf—  I  )  p  — e 

comparant  ces  valeurs  avec  celles  du  n^.  1 115  ,  nous  verrons  que  les 
lettres  m^k,  neik  doivent  être  remplacées  par 

et  les  lettres  m',  h\  n!  et  A',  par       ' 

na^     — î(i«— O^  — ï^  +  T/'j      ^^  et  — (l«— 1)3  — e. 
En  faisant  s=^uc=:  x^t ,  nous  aurons  ' 

h    .  h 

r  A'  Vm'—h'n' 

yr=C ai^ft  "»•  ""  t <// ( tn'—n't )     '«'«•     , 


i 
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les  limites  de  Tint^rale  reladtre  i  t  étant  déterminées  par  la  condi- 
tion qu'à  Tune  et  à  Tautre ,  On  ait 

k'  kW—h'n'  , 


t^i^ni-^fit^    **  =0. 

Si  Ton  permute  entr^elles  les  lettres  analogues ,  en  prenant 

nh  pour  n^      — na  pour  fi 

—  K^*— i)tf— ic+^/^  pour  A,  — K^*— 0— i^— i/^po" 

—  (  1  «e^— 1  )  *— :«  pour  A ,  et  o  .pour  it', 
l'expression  de  \  se  déduira  de  l'équation  différentielle 

ds  j(«  — /»*) 

et  l'on  aura 


en  obserrant  qu'aux  deux  limites  de  l'intégrale  relative  à  /,  * 


!«'  (  /»'—  n'r  )     "*''*'  =  o. 

1 1 18.  Eclaircissons  ce  qui  précède  en  rappliquant  à  Téquation 
particulière 

x'(i'^x^)d^y^x{t+X^)dxdy+xydx^=Oi 

en  la  comparant  avec  celle  du  n^.  i  ti6  ^  nons  aurons 

tf=i,      *=— I,      c=— I,    e=î»— 1,    /^o,    g»ï,    »=i, 

«(d-^l)-^«&xr09  d'oii  «:^0,  «ssl  et  fTSSskx. 

Avec  ces  données ,  et  en  aywt  i^d  aux  deux  valevrs  dont  «  est 
susceptible^  nous  obtiendrons  par  les  formules  da  n""*  cité,  les 
quatre  résultats  suivans 

t = (  I  +  «v)"*"^  ' ,    y=^Cs*fî^\jKt +0*'. W 


Ts^ -^lïT+T) »>'=^/'    î'^('+')         •—(4). 


I 


^ 
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Les  valeurs  de  «  relatives  à  la  série  descendante  du  n*.  11 17, 
étant  +1  et  — I ,  conduisent  de  même  à  ces  quatre  autres  résultats: 

{=(1+^)     ,        ^=— /<'{^i+/)  w. 

^^-^  +  t(,=r=.).  ^=c,/.''-V(.+.f' (7) 

^^>^-t(.+(>d=.)o;  ^=  c^rfj^,+,5-«4. ...  .,(8) 

Pour  répandre  sur  le  sujet  qui  nous  occupe  toute  la  clarté  qu'on 
y  peut  désirer ,  il  nous  reste  à  montrer  comment  les  valeurs  de  y 
satisfont  à  réquatiôin  proposée.  La  chose  est  u^^iacik  à  Tégard  de 
celles  qui  sont  comprises  dans  la  formule 

en  prenant  le  signe  inférieur  ^  par  exemple  ^  il  vient 


•'/(I +0X1 +»•/)' 


I  (  I +*  0 


d'où  il  résulte 


'(I +0(1 +*•')' 


et  rbtégrale  du  second  membre  étant 


9 
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s'évanouit  lorsque  /=o  ^  et  lorsque  t  est  infini  :  ic'est  donc  entre  ces 
limites  que  doit  être  prise  celle  qui  exprime  la  valeur  de  y. 

Venons  à  Tune  des  formules  oh  {  n'est  donné  que  par  une  équation 
différentielle  ;  prenons  la  quatrième  :  en  n  ayant  égard  qu*au  signe 
supérieur ,  nous  aurons  à  traiter  Téquation 

£n  la  m^ldpliant  par  s  V^7+7  %  «t  llntégrant  »  nous  en  dreroq» 


i*^i  +  / 


et  en  observant  qu'on  doit  avoir  {=^i  lorsque  i:=s0|  nous  trou- 
verons ^s=— i-rf,  d'oîi 

i^(/i-h5-^i)_       %A %A 

Substituant  ces  vsleurs  dans  les  suivantes 

et  les  résultats  dans  Téquation  proposée ,  nous  obtiendrons 
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le  second  membre  de  celle*ci  a  pour  intégrale  l'expression 

v> ' ' — i — ~ 

— V^ — ^7T~?"'^ 

qui  devient  nulle  lorsque  r  =  —  i ,  et  lorsque  1  =  0  (  *  )  ;  c'est 
donc  entre  ces  limites  qu'il  faut  prendre  Hntégrale  qui  exprime  j^.  En 
y  remplaçant  {  par  sa  valeur ,  die  prendra  la  forme 

Sx  Ton  ëfcrit  .^t,  zn  lieu  de  /,  on  aura 


et  l'intégrale  devra  s'évanouir  lorsque  r  =  o  et  lorsque  r=T, 

II 19.  Laplace  a  montré  le  premier  que  la  sommation  des  séries 
par  les  intégrales  définies ,  conduisoit  aussi  à  l'intégrale  de  l'équation 
diffifrentielle  partielle 

5S-v-^4>4v+*'t=° <^^ 

^ans  quelques-uns  des  cas  où  elle  échappe  à  la  méthode  du  n"*.  771  : 
c'est  ce  que  nous  allops  faire  voir ,  en  suivant  à  peu  de  c^ose  près 
la  marche  qu'il  9  tenue. 
Il  e^l  visible  que  la  série 

B^(u)JtC  p'(u)+Dp''(u)+  etc. 

+ BA(y) + CAry)+DA'(y)  +  etc. 

prise  dans  le  n\  jjx  pour  la  valeur  de  { ,  peut  être  remplacée  par 
celle-ci  :  * 

Afàu  ^(u) +SfJ  ufdu  9(u) + Cfdufd  ufd  up(u)+  etc. 
+ jijdv4{v) + BJd  vfdy4(v) +CJd  vfdvfd  v4Ck;  +  etc. 


(*)  Pour  «'en  convaincre  dans  le  dernier  cas ,  il  suffi  t  de  développer -, 

njvaflt  les  puissancw  de  /. 

Appendiet,  S  s  s 
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En  réduisant  les  intégrales  doubles  ^  triées ,  etc.  en  int^ales 
simples  au  moyen  des  formules  du  &*•  487 ,  on  changera  la  pre- 
mière partie  en 

Afdu^(u) 

B 

H {ufdu  p(tt)'^fudu  p(u)  } 

C 

{u^fdu  f(u)^xufudu  f(u)+fu^dup(u)} 


1.x 
D 

etc. 


{u^fdtt  ^(u)^^iu^fudup(u)  -{-lufuU  u  f(u)^u^dttf(u)) 


maintenant  afin  de  distinguer  les  facteurs  où  la  variable  u  se  trouve 
hors  du  signe  intégral  de  ceux  oîi  elle  en  est  affectée  ,  on  écrira  dans 
les  derniers  /  à  la  place  de  tf  ;  on  pourra  après  cela  passer  les 
autres  sous  le  signe /,  en  observant  de  les  r^arder  alors  comme 
constans ,  et  on  aura  par  ce  moyen 

.,    .  .r .    B(u—t)  ,  C(u^ty    DÇu—ty  . 

^fdiT(u^t)p(0  , 

T(U'^t)  désignant  la  somme  de  la  série  renfermée  entre  les  acco- 
lades ,  et  les  intégrales  étant  prises  depuis  /=o  jusqu'à  r=ir.  On  trou- 
vera de  même  que  la  seconde  partie  de  la  série  proposée  revient  à 


jdi-iÇt)  {A,+ + — — ; — +      ■  +  etc.  } 

en  observant  que  les  limites  de  l'intégrale  sont  ici  r=o  et  /=y; 
on  aura  donc 

i^fdtT(u^i)f(0^fdiT,(v^tH(t). 

Pour  déterminer  les  fonctions  T(u — t)  et  r,('v— /^,il  faut 
connoître  d'abord  les  relations  que  les  coefiiciens^,  B,  C^  etc. 
^1 9  <^ii  ^1 9  ^c.  ont  entr'eux  et  qui  s'obtiennent  en  substituant  dans 
l'équation  proposée  ,  au  lieu  de  { la  série 

Afdup(u)  +  Bfdufdup(u)^Cfdu/dufduç(u)  +  etc. 
+  AJdv'^(v)+BJdvfdv4(y)  +  CJdv/dyfdV'^(i^)  +  CtC 
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on  aura  relativement  à  la  fooction  f ,  les  suivantes 


+PA= 


dB  JfÂ  dA 

dv  dttdv  dit 


Q^+MJ=o 


dv  dudy  dtt  dv 


on  en  trouvèrent  de  semblables  entre  jf^^B,^  C, ,  etc.  Si  Ton  pouroit 
tirer  de  ces  équations  les  valeurs  des  coef&cieos ,  la  question  seiott 
rameoée  à  sommer  les  séries 


'^  + 


B(u. 


■sl+^ 


—^+~ i-+etc. 


-*.+- 


-0  ^  c.Çv 


Appliquons  ces  idées  générales  à  différens  cas  particuliers  afin  de 
iure  mieux  connmtre  le  parti  qu'on  en  peut  tirer;  soit  l'équatioii 


^Z     .      àr         dr 


•  W. 


dudy  ^  '^  dtt  ^  dr 
dans  laquelle  p^  q,  m  désignent  des  constantes.  En  traitant  cette 
équation  par  la  méthode  du  n".  771 ,  on  retrouve  à  cbaqut  trans- 
formation la  condition  pq — m=o ,  et  il  est  par  conséquent  impossible 
d'd>teniT  par  ce  moyen  l'intégrale  de  la  proposée  sous  une  forme 
fimc  lorsque  cette  condition  a*est  pas  remplie  ;  mais  les  équations 

dJ^      . 

_+;,^=o 

dB        ^     d-A        dA       dA 
dv  dudv         dtt         dv 

dC        „     ,fS         dB        dB 


I 


qu'on  obtient  par  la  méthode  précédente  conduisent  fecîlement  à  une 
série.  En  e^ ,  la  première  donne  par  l'intégration ,  Â^^r"». ,  «  étant 

Sss  1    ^ 
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une  fonction  arbitraire  de  u  ;  et  en  la  différentiant  par  rappcMrt  à  ir , 

on  en  tire 

d^A  dA   _ 

dvdu  du  ' 

ce  qui  réduit  la  suivante  à 

âB  dA 

dv  dv 

Pour  satbfaire  à  celle-ci  on  fera  B^siC^f^ ,  /8  étant  une  fonction 

inconnue  de  v  et  de  iir.  La  substitution  des  valeurs  de  if  et  de  ^^ 

donnera  apr^  des  réductions  évidentes 

dli 
j^-(P9-m)^=.0i 

en  se  bornant  à  satisfaire  à  cette  équation ,  on  aura  seulement 

et  Ton  déduira  de  là 

dv 

dB 
q— — \rmB:=^^^t  ^^Av(pq  —  m)^'^r^é,q(pq^^m) 
dv 

dB       „       ,    ,  ^     J^B        dB  <U 

valeurs  qui  changeront  Téquation  d'où  dépend  C^  en 

j^^pC+r^'{(pq-^)(^—^^q^—(pq'^m)^<tv)=0. 

Faisons  d*abord  C^n^r^^'y  ;  Téquation  précédente  deviendra  divisible 
par  ^""'^  et  nous  aurons 

'^  +  (P1-''n)(J^+ftq'^-'(pq—m)Uv=Oi 
il  ne  faudra  plus ,  pour  ramener  cette  équation  à  la  forme  des  autres , 

dâL 

que  supposer  -- — hA^so,  ce  qui  déterminera  la  fonction  arbi* 

du 

traire  «  ^  en  donnant  a  =  r^^,  puis  il  viendra 

dy 

—  —  ('/yf  —  ^^•fitv=o,  d'oïl 
dv 

(pq^m)Uv^                              (pq^m/v^ 
y  = : j  Lszc  ^^«t, ♦ 
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L'équation  D  étant 

dD  .    „      J^C        dC       dC         ^ 

se  réduiroit  au  moyen  des  valeurs  de  C,  de  «»  et  en  supposant 

i>  =  r"/,  à 

di      (^/>f— i»;v 

'«t  =  o; 


</v 


i.i 


l*on  aiiroit  par  conséquent 

1.1.3        '  1.1.3 

n  suit  des  calculs  ci-dessus ,  qu'on  employeroit  aussi  à  la  recherche 
des  cuefficiens  ^,  B^  C,  etc.  que  » 


{pq—m)v 


2?.=  « 


c^^-^J/'y~'")'^'i 


i.i 


et 


Î-.S 


etc. 


(  ;>  f  —  w  )»v 
1*1.3 


etc. 


1.1.3 


et  que  les  séries  qu'il  faut  sommer  sont 

r  =  e-^'-*'»{i+— i ^+ ^ ^+ îî ^+Ctc.} 


r.=e-''-^'*{i+— ^^ ^+ i i.+ i ^+etc.}  ; 

lorsqu'on  fait  pq  —  m-=zn. 

Si  nous  désignons  cette  somme  par  3^ ,  y  sera  une  fonction  de 
v(tt — t)  ,  pour  la  première  série ,  et  de  «(v— ^) ,  pour  la  seconde, 
mais  de  la  même  forme  dans  Tun  et  Tautre  cas ,  et  la  fonction  c^^^^y 
sera  une  valeur  particulière  de  {•  En  faisant  pour  abréger  t(«—r)=s0  , 
nous  aurons 


/«  *-fr-fi» 


=  — ^e 


.yJ^^-f^^U^ 


dy  di 


dhdu 


il 
du 

dz  dy  dB 

dy  ^  ^7  dUv* 


i 


■T^ 
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mais  comme  --  =  v,  --^=5tt  — r,  il  viendra 

du  dv 


La  substitutioo  4e  ces  yaleurs  dans  Téquation  proposée  la  changera  en 

•^+5^+(i»-/^f)j^=0 W, 

les  deux  constantes  qui  entrent  dans  la  valeur  complète  de  y  se  dé- 

dy 
terminent  par  la  condition  que>^^=i  et  'yz^=^Pl^^'n  ^  lorsque  ft 


X 


d^ 

condition  qui  résulte  de  deux  premiers  termes  de  la  série  dont  y  est 
la  somme.  La  somme  de  la  seconde  série  se  tirera  de  Texpresâon 
de>^ ,  en  y  supposant  fl=tt(v — 1),  et  prenant^,  pour  représenter  >", 
dans  ce  nouvel  état  ^  la  valeur  complète  de  {  sera 

[  =  e-^^'^-{fydtp{t)^fy,di^{t))  , 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  1=0  jusqu'à  /=tf  ^  et  la  se- 
conde depuis  r=o  jusqu'à  /^^v. 

Si  lV>n  vouloit  s'assurer  que  ce  résultat  satisfait  à  l'équarîon  pro- 
posée ,  il  faudroit  observer  qu'en  général  lorsqu'une  intégrale  Tdt 
doit  6tre  prise  depuis  i^^o  jusqu'à  tss^u  ,  i  doit  être  considéré  comme 
une  fonction  implicite  de  «  ^  et  que  l'on  doit  avoir  par  conséquent 

<A-.70) 

djfTdt)      d./Tdi      d.fTdt    dt 

du  du  dt       *  du^ 

d.fTdt     rdT  j   ,    ^         ,    dfTdi     ^      dr 

lorsque  /:=  i  ;  ainsi  en  représentant  par  2/  ce  que  devient  alors  T, 
on  auroit 
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1130.  Laplace  applique  encore  sa  méthode  à  Téquation 


dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  le  n''.  774  ^  on  satisfait  aux 
équations  qui  déterminent  les  coefficiens  Aj  B  ^C^  etc.  en  supposant 

^  =  (ii+v)-%  ^.=  («+v)-^, 

C=i85(«+v)-',  C,=  iB.2?.(«+v)-«, 

etc.  etc. 

«  ^  jB  9  etc.  «,  y  iB, ,  etc.  étant  des  constantes  telles  que 

3>.=:(;,+  i)(3_j)+/»    f3>.=  (f+*)(î— /')+^ 
etc.  J  etc. 

Les  termes  généraux  de  ces  suites  seront 

et  Ton  aura 

T  =  («+v)-'{i  +  — — — h--^(-— ) +etc.} 

On  fera  7=(«+v)^'y  ^  en  considérant  y  comme  une  fonction  de  la 


quatmité  — —    que    l'on  représentera  par  f^  et  Ton  obtiendra 

réquation  en  y ,  comme  dans  le  n"".  précédent ,  par  la  substitution 
des  fonctions 

dT  dT  d^T  dr         dt  d^z 

r>  -T"»      rr^      -p-T-,  au  Heu  de  î,   7>,     ,yi,      -j-^, 
du  dv         dudv  ^     du        dv         dudv  ' 

qui  donnera 

«(i-9)^+{»(f-r-»)+ï}5^+(/'f--p-'«):K=o....W. 

Pour  former  r, ,  il  suffira  de  changer  dans  cette  équation  ptnq^ 
q  tïL  p  ttytn  y^\  Ton  aura  7'i=r^+v^'*/f  ;  les  constantes  des 
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expressions  de  ^^  et  àty^  se  détermineront ,  comme  précédemment  ; 
par  le  moyen  des  deux  premiers  termes  des  séries  7  et  T,  :  enfin 
on  obcieridra 

L'une  des  fonctions  jr  et  ^^  peut  aussi  se  déduire  immédiatement  de 
Tautre  ;  car  Téquation  (b) ,  transformée  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut  9  se  change  en 

et  redevient  (b)  lorsqu'pn  fait  yt=(i — ^)^y*  La  détermination  des 
constantes  arbitraires  de  j^  ne  change  point  cette  relation ,  car  lorsque 
6=0 ,  on  doit  avoir 

et  les  deux  dernières  de  ces  valeurs  résultent  aussi  de  Téquation 
j^,=  (  I  —  9  y^y ,  quand  on  la  combine  avec  les  premières.  Main- 

I — -J    9  on  aura 

1131.  Il  est  bon  de  remarquer  que  Ton  peut  changer  les  limites 
des  intégrales.  Si  à  /,  Ton  substitue  ut  dans  la  première  et  v/  dans  la 
seconde ,  et  que  Ton  désigne  par  y  et  jr*  ce  que  devient  alon  y , 
on  aura 

les  intégrales  devant  être  prises  toutes  deux  entre  les  limites 
r  =  o  et  /=  1. 

Si  Ton  représente  par  K  et  K^  les  valeurs  des  intégrales /yi//f(f) 
tXfy^dt'^^t) ,  prises  depuis  /=o  jusqu'à  i  infini ,  les  quantités 

seront  les  valeurs  des  mêmes  intégrales  ^  à  partir  de  /  infini  ;  mettant 
au  lieu  de  /  9  dans  la  première  »  k+^'  et  dans  la  seconde  y  v+t'  ; 

désignant 
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désignant  par  Y  tt  par  Y^  ,  ce  que  deviennent  y  et  y^ ,  on  aura 

fyÀtp{t)'k'fy,dt^{f) 
=  K  +  K,-'fYde'f{u+t')—fY,di'4i^  +  ^l' 
Les  limites  des  intégrales  du  second  membre  ser  ont  visiblement  /' 
infini  et  t^=  o  ,  lorsque  celles  du  premier  seront  /  =  o  et/  =  ii, 
/  =  o  et  Y=v;  puis  comprenant  la  quantité  constante  A^+  iST, 
dans  les  fonctions  arbitraires  ,  et  changeant  le  signe  des  intégrales  , 
on  pourra  y  à  une  expression  de  la  forme 

l=fydipO)  +fyidt'{{t)  , 
dans  laquelle  les  intégrales  sont  prises ,  Tune  entre  /=o  et  r=tf  t 
et  Tautre  entre  /;=o  et  t=^r ,  substituer  celle-ci 

l=fYd/9{u+0+fY,da{y  +  nf 
dont  les  intégrales  seront  prises  depuis  e'  infini  jusqu'à  /=a 

1 131.  Ce  qui  précède  renferme  la  substance  de  ce  que  contient 
le  Mémoire  de  Làplace,  relativement  à  l'intégranon  des  équations 
différentielles  partielles  par  des  intégrales  définies ,  et  se  lie  parfai- 
tement avec  les  travaux  d'Euler  sur  les  équations  différentielles  à  deux 
variables ,  sur* tout  lorsqu'on  rapproche  les  n"*'.  768  et  1 1 2^ •  En  fai- 
sant dépendre  de  l'équation  (b)  la  sommation  des  séries  7  et  T^,  et 
réduisant  par-là  l'int^ration  de  Téquation  différentielle  partielle  (a) , 
à  celle  d'une  équation  différentielle  à  deux  variables ,  Laplace  a 
réellement  ramené  l'intégrale  de  la  première  à  ne  dépendre  unique- 
ment que  des  intégrales  définies  ,  toutes  les  fois  que  la  seconde  sera 
susceptible  d'être  traitée  par  la  méthode  d'Euler  ,  ou  que  les  séries  T 
et  7,  seront  analogues  à  celle  du  n^  1125, 

La  méthode  par  laquelle  Parseval  somme  la  suite 
jt J"  ^  BB'+ ce  +  etc.  (  n\  1067  ), 
conduit  aussi  à  un  résultat  semblable  ;  car  il  est  visible  que  la  série 

nv{u  —  i)      n^v^(u^i)\    n\\u'^t) 

I  -4 1 1 +  etc. 

i.i  x.i.i.i        i.i.3.i.2,3 

à  laquelle  nous  sommes  parvenus  dans  le  n"".  1129,  étant  mise  sous 
la  forme    • 

I  4- -{ A " +  etc. 

Appmdict.  Ttt 
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en  faisant  nf{u — /)  =«%  résulté  des  deux  séries 


et  *•       .  et» 


1+  -x+ x^'\ x^+  ctc.  =  e«» 

I         i.i  1.2.3 

ctt         at*      I  «*  l  * 

1  +  —  -h 7+ — +etc.=«     , 

IX     i.ix'      i.i.3Jr 

multipliés  terme  à  terme;  et  on  en  trouvera  par  conséquent  la 
somme  en  substituant  successivement  cos^  +  r — isiniet 
cos^-—  r -^i  sin^y  à  la  place  de  jr.dans  la  fonction 


i  -(-0 


X 

9 


«^X  €       =  t 

on  aura  par  là 


JUcos  i'-l'S^  r  -^iccH  S  tin  X 


multipliant  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l'exposant  dans 
la  première  formule  par  cosj-^  ^^-i  sin^^  et  dans  la  seconde 
par  cos'+  V^«— I  sini,  on  verra  âcilement  qu'elles  se  réduisent 

toutes  deux  à  e  ,  d'oh  Pon  conclura  que  la  série 

I  ^ 1 H hetc.=-/«        dsj 

I.I        I.l.I.X         I.2.3.I.2«3  V 

l'intégrale  étant  prise  depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^  =r  v  ^  et  l'on  passera 
à   7*:^-e  /e  ^5.    Cette   expression   deviendra   celle 

de  r, ,  lorsqu'on  y  supposera  nu(  y— /^  =  «•  ;  et  on  aura  enfin 


J 


•  
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1 133.  C'est  d'une  manière  analogue  que  Parscval  a  mtégré  Téqua- 
tion  différentielle  partielle  à  quatre  variables , 

Elle  se  transforme  en  — -  =  4  a^-r-— ,  lorsqu'on  fait  ^' 

de       ^    dudv*      ^ 

*+yy — 1— «,  X — yv — iï=v, 

ce  qui  donne 

M_di    di      di  fd^    <^r\yzrr 

dx     .du      dv   *         dy     \du       dvJ 

^K.__      '^i  .      <^{        d'I 


d^  du^  "*"  ^dudv   '    «/v 


M 


d'i  d-i  </•{  ^î 


dy^  du^  dudv         i/v*  ' 

faisant  ensuite  44*=*'  et  î=-rf  +  i?r+  C/*+  Z)i'+£/<+  etc. 
il  vient 

•  ^^      ^J         ifg    ^      d^D  V 

\dudv     dudv       dudv        dudv  /' 

d'où  Ton  tire  les  équations 


£  = 


i.x  dudvi  2.3   i/uiv 

^      d^C\         _        h^      d^D 


3.4  dudv 7  ^  4,ç    dudvy  y 


5 «6  dudv\  6m j  dudv 

etc.  J       etc. 

qui  déterminent  les  quantités  C^  E^  G^  etc.  au  moyen  àt  A  , 

Dy  Fy  H ,  etc.  au  moyen  de  ^,  et  l'on  aura 

**!•     d^A         V^à         d^A          ^V         1^^ 
^  j^  —  -f. . —  -4. --f.  etc. 

I.l    dudv      I.Z«3.4  i/nc^v*       1.2...6  dtf^dv^ 

î~l      ^        b^ê     d^B         b^r"         d^B  bh^         d^B 

i.x.ldudy     i.x...^du\lv^      I.2...7  tftt^'tfv* 

expression  que  Ton  doit  regarder  comme  complète ,  puisque  les 

Ttt  1 
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lettres  jf  et  B  peuvent  représenter  des  fonctions  arbitraires  de  m 

et  y  (*)•  Il  est  visible  que  la  seconde  suite  étant  désignée  par  T ,  la 

dT 
première  sera  -j— ,  pourvu  qu'on  y  change  B  en  ^  ;  et  il  suffit 

par  conséquent  de  trouver  la  somme  de  Tune  de  ces  suites. 
Occupons-nous  de  la  série 

*•/»     d^B         Mr*         d^B           *V        d^B 
B  i  + 7-r+ TTTT+ T3TT+  «^^*     ' 

Pour  en  trouver  la  somme  par  le  théorème  du  n*.  1067 ,  il  £iue 
observer  qu'elle  résulte  du  produit  des  suivantes  ^  multipliées  terme 
à  terme 

dudv  d  u  d  v* 

5- H 1  — etc. 

s        I.2.35'      i.i.3.4.5r 

.1 

La  seconde  est  le  développement  de  sin  --  ;  et  si  Ton  diffërentie  la 

première  par  rapport  à  xf  et  à  v  successivement ,  en  la  représentant 


(*)  L'artifice  employi  cl- dessus  ^  pour  transformer  Tiquation  proposée  ,  qui  ex- 
prime les  conditions  du  son  »  lorsque  l'on  ne  donne  que  deux  dimensions  à  l'air ,  et 
celles  des  vibrations  d*une  surface  plane,  est  analogue  à  celui  du  n®.  769. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  dans  sa  Mécanique  analjrtique ,  Lagrange  a  donné 
sous  la  forme 

l'intégrale  complète  de  l'équation 

qui  se  npporte  au  mourement  des  fluides.  Les  relations  des  quantités  A^  B^  C,  D,  etc. 
qui  représentent  des  fonctions  de  x  et  de  ^ ,  s'obtiennent  fiicilement  par  la  substitu- 
tion de  la  valeur  de  ^  »  et  Lagrange  trouve 

^^^^"1      \dx»^  dy'  J.i.i       \dx»     \dy'  /i.a.j 
Ici  fbttctioni  ^  et  B  restent  arbitraires  (  Méc«  tnalyf  page  474  )• 
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par  7,  on  reconnoîtra  qi^elle  dépend  de  l'équation 

d^T        X     -      B 


dans  laquelle  e^setB  sont  regardés  comme  constantes  ;  on  en  auroît 
donc  la  somme  si  Ton  pouvoit  intégrer  cette  équation  qui  ne  ren- 
ferme que  les  trois  variables  T,u  et  v ,  ou  du  moins  y  satisfaire  ; 
mais  en  faisant  pour  abréger 

I  1 


on  verra  facilement  que  l'expression 

T=p  {fdufBdy^\pJuY*Bdv^+K*pdu^fBdv^^ttc.  }  , 
donnant 

-— -  =  p  B^  p  KfdufB  dv+p  K'J*du*/*B  d  V»—  etc. 

dudv  ^ 

rérifie  l'équation  ci-dessus. 

Un  calcul  semblable  à  celui  du  n*.  1 1 19  ramènera  les  intégrales  de 
la  formtp'd^f^Bdv^  à  ne  dépendre  que  A^fdufBdv.  En  n'ayant 
d'abord  égard  qo'à  Vy  et  remplaçant  B  par  -{(u,  v) ,  on  trouvera 

r^(u,v)iv-^fyj'y^\^(u,y)dy, 

pourvu  qu'après  l'intégration  du  second  membre  on  fasse  ^=sv  ^  et 
on  aura 

J^dtf^f-^(u,v)d^:=.f-du^  fSZZ:yyL^(u,y)dyl 

puis  en  observant  que  l'on  peut  intervertir  Tordre  des  intégraHons  ; 
le  second  membre  de  cette  équation  deviendra 


/r 


rv    yTiy  f^(u,y)du'' 


I«X««***«««  9n 


la  dernière  intégrale  étant  prise  depuis  x=iOy  jusqu'à  x=»:  on 
aura  donc  enfin 
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J  J  I«l«««/V>«l«X«»«lll 


X«I 


i«z.3«i«x.3 
La  série  comprise  entre  les  accolades  se  transforme  en 


+  etc}. 


1— -— + 


+  etc. 


I.1.3.I.2.3 
lorsqu'on  y  fait  1^a(ii — x)(v— ^)  =  *  et  dépend  des  suirantes 


*V 


1+  — + 

I  1.2 


X + . 


1.2.3 


—  +  etc.  =  « 


1 

— «  — 


^  +  ttc.=ze 


1  r( -^**^'--  "'^«^+.**  *^-  **^^Vr= V^«os(  2  *sinr) , 


on  en  obtiendra  donc  la  somme ,  en  substituant  à  jt  les  expressions 

cosr+  y — I  sînr,  et  cosr— l^ — isinr.  Un  calcul  absolument 
semblable  à  celui  du  n"*.  précédent  donnera  pour  cette  somme 

OU  fJr cos ( 2  *^x(tt — ^ar) (v— ^).sin  r) , 

et  Ton  conclura  de  là  que 

T=prr\^fdrcos[xVh{u^x)  (v— j^). sinr )  j  4  ( *, J^ )  ^xdy  , 

oii  il  faut  se  rappeler  que  Tintégrale  relative  à  r  doit  être  prise 
depuis  r^o  jusqu'à  rssx  ^  tandis  que  celles  qui  se  rapportent  à  x  ety 
ont  respectivement  pour  limites  x=o  et  ^=tt  3  y^=o  et  y=v. 

Pour  achever  la  sommation  que  nous  nous  sommes  proposée  ,  il 
nous  reste  à  remettre  dans  la  valeur  de  7  celles  de  a  et  de  /^  ^  qui 

9  et  à  combiner  le  résultat  précédent  avec  Tex- 


tont 


*Vi 


et 


i^cs 


pression  sin-^  en  mettant  dans  l'un  et  dans  l'autre 


cosf  +  V  — I  sin  q  et  cos  q  —  y — I  sin q ,  au  lieu  de  i  (  n*.  1067  ). 
Les  détails  de  ces  calculs  étant  assez  compliqués  ^  nous  les  suppri* 
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merons  i  et  désignant  par  les  lettres  Q  et  Q'5  ce  que  devient  après 
ces  substitutions  le  produit  des  fonctions 

/r/ircos(i  Kx(tt — x){y—y).%\nr)   et  sin-, 

nous  aurons 

^'+^  TXT + «*=•  -^Jj—J^^^-T^<^^^(^'^yy-'y* 

rintëgrale  relative  à  q  étant  prise  depuis  7=0  jusqu'à  f =7.  Mettant 
dans  cette  dernière  expression  ^{x^y)  au  lieu  de  4(^»^)>  pour  y 
tenir  la  place  de  ^ ,  et  différentiant  par  rapport  à  /^  il  viendra 


\ii^f- 


A-if-j- +etc.=  . 

iudv  i.l  dt 

et  enfin 

Q+Q' 


m- 


^*4(*>>^)^*^j^ 


Il  est  aisé  de  voir  que  chacun  des  termes  de  ce  résultat  renferme 
implicitement  quatre  intégrations  successives.  Nous  donnerons  plus 
bas  une  autre  manière  de  satisfaire ,  avec  des  intégrales  définies ,  à 
réquation 

de  \d9^     d^)\ 

1134.  Dans  le  Mémoire   cité  au   n*.  1109,  Laplace,   après 
avoir  obtenu  des  séries  qui  donnent  les  valeurs  approchées  des      Application  dçt 
intégrales  dans  lesquelles  entrent  comme  exposans  des  nombres  très-     ™*  ^'  * 

grands  y  développe  une  méthode  pour  ramener  à  des  intégrales  définies  rlîitégration  *^*d« 
les  fonctions  détermmées  par  des  équations  aux  différences.  Voici  ^qu;>^<ion<  ^^  ^^^ 

-,        •     ■        ^^        ^  1.    j  fércoces  et  diffi» 

l'esprit  de  cette  méthode.  itntîclles. 

Soit  l'équation  du  premier  degré  et  d'un  ordre  quelconque  aux 
diâërences  *  « 

2:=^j.,+2?Ajr,+  CAV,+  etc (i), 

dans  laquelle  A^  B^C  ^  etc.  représentent  des  fonctions  rationnelles 
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tt  entières  de  la  variable  x ,  et  peuvent  être  mis  par  conséquent  sous 
Tune  ou  l'autre  de  ces  formes  (  n*.  903  )  ; 

-^=tf4-tf,Jc+tf|Jt:*+etc.  ^=tf+tf,W+tf.[r]+etc. 

1  s 

J?=*+  *,jc+*,«*+etc.  i?=*+*,M+*,[ar]+etc. 

Dam  le  premier  cas  on  fera  y  =ifr^vdu  ;  on  supposera  que  les 
limites  de  l'int^ale  soient  indépendantes  àtx,v  étant  une  fonction 
de  u  seul ,  et  il  en  résultera 

Ajf,=/e"»'(e-"»— i)vrf«,        A'jr.=?=:/«"»'(r»— i)Vi«,  etc. 

Si  y  pour  abr^;er  y  on  fait  e^*'=  «,  on  aura 

de,  .     .     ^«  •  «„,  ^^* 

et  substituant  dans  Féquation  (i)  ces  expressions ,  ainsi  que  les  pré- 
cédentes y  on  obtiendra 

ft{a  +  b  (r»— 0+  c  (e-»— t)*+ctc.  ) 

^(^.+*.(^-'— o+^.c^-'^-ir+ctc.  )1 

X=fvdu\      ^^ 

1+  5;ï(^.+*.(^"'^-0+^.(^"''*-0*+etc.)| 

etc. 

Dans  le  second  cas ,  on  fera  y=:fu^v  du ,  u'=  «1  on  aura  par 
conséquent  . 

Aj^,=/«(« — i)f^»f        A*^*=/«(tt— i)»Vi/K,  etc. 
M«'=«-,      [*]«•=«•_,  etc. 

*(tf  +  *(« — ï)+^  («—!)•+  etc.) 

^  etc. 
Ce  résultat  et  le  précédent  sont  compris  dans  la  formule 

^=A.«(^.  +  ^^  +  P^  +  (,0  +  etc.}, 


I 
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Mf  N  f  P  y  Q)  etc.  étant  des  foncdons  de  u  seul.  Comme  ce  n'est 
que  dans  *  que  se  trouve  la  variable  x ,  on  peut  la  faire  sortir  entiè- 
rement  du  sigoe/en  intégrant  par  parties  (  n%  361  ) ,  et  l'on  aura 

d(Pv)    ^(Ov) 
+  eonst.+  a.  {  A^v—    \  • '^+    \  ,  ^ —etc.  } 


du 
+  etc. 


-{Qv-ctc.} 


Maintenant  puisque  la  fonction  v  est  indépendante  de  j?  ^  il  faut  que 
la  partie  soumise  au  signe  d'intégration  dans  Féquation  ci- dessus , 
soit  nulle  par  elle«même  »  ce  qui  fournit  l'équation 

d(Nv)     J'(Pv)      d'(Qv) 
jlfy.—  — T^^^+ — Tir^'^ — 7-=^-— ^c.=o. ^...ri)* 

du  du*  dw  ^  *" 


pour  déterminer  la  fonction  v  ;  et  il  restera  ensuite  à  satisfaire  à 
l'équation 


du  di^ 

du  du 


(j) 


+  etc. 

qiû  fera  connoître  les  limites  de  l'intégrale /«e  vdu. 

Il  est  à  remarquer  que  Téquation  (x)  est  précisément  celle  qui  ex« 
prime  les  conditions  d'intégrabilité  de  la  fonction  différentielle 

^rf„(M.  +  JV^  +  pg.+  <20  +  etc.}; 

V  peut  donc  être  regardé  comme  le  facteur  qui  rend  intégrable 
réquatioa 

\/lppmdke.  V  v.v 


s 
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de  l'ordre  immédiatement  inférieur  à  celui  de  Téquation  (i)  ;  et  il  est 
facile  de  voir  que  Tordre  de  celle-ci  dépend  du  degré  oii  montent  les 
puissances  de  x  dans  les  coefficiens  de  la  proposée  (i). 

Pour  montrer  comment  on  doit  employer  Téquation  (3)  ^  nous 
supposerons  d*abord  que  Ton  ait  X=o  \  et  supprimant  la  constante  j 
il  £iudra  que  ce  qui  reste  de  Téquation  s'évanouisse ,  lorsqu'on  y 
substitue  pour  u  les  deux  valeurs  relatives  aux  limites  de  l'inté- 
grale fttvdu.  On  remplit  une  fois  cette  condition  en  donnant  à  sr 
une  valeur  qui  fasse  évanouir  en  même  tems  les  quantités 

dû,  d^0L 

*'     Tu'     1^'  ^^^' 

savoir  :  u  infini  lorsqu'on  prend  *  =  C^'^  et  «=o  quand  «=:k*; 
mais  c'est  au  moyen  des  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression de  V  ^  que  l'on  obtient  la  seconde  limite ,  en  déterminant 
ces  constantes ,  de  manière  que  chaque  ligne  de  l'équation  (  3  ) 
s'évanouisse  d'elle-même  :  on  obtient  ainsi  un  nombre  d'éqyations 

Pv iJE-i-j.  etc.  =  o 

du 

Q    — etc.sQ 
etc. 

égal  à  celui  des  constantes.  On  éliminera  toutes  ces  constantes,  à 
l'exception  d'une  seule  ;  les  valeurs  de  »,  tirées  de  l'équation  finale, 
seront  autant  de  limites  de  l'intégrale  favdux  on  les  introduira 
dans  les  expressions  des  autres  constantes ,  et  on  en  déduira  un  pareil 
nombre  de  valeurs  de  v ,  que  nous  représenterons  par  v\  v%  y*\  etc. 
Par  ce  moyen  on  aura,  successivement  les  expressions 

y=fttv'du^      yz=ifttv''du^      y=^fAy"du+  tic. 

qui  satisferont  à  la  proposée ,  et  comme  elle  est  du  premier  degré 
par  rapport  à  la  fonction  ^  et  à  ses  coefficiens  différentieb ,  on 
pourra  faire 

A\  A\  A"^  etc.  étant  des  constantes  arbitraires  /  et  toutes  les  inté- 


A    LA    Théorie   des   suites.      525 

grales  ayant  pour  une  de  leurs  limUes  la  valeur  qui  rend  <t  et  ses 
coefficiens  différentiels  nuls ,  et  pour  l'autre  les  diverses  valeurs  de  u 
déterminées  d'après  ce  qui  précède. 

On  sent  qull  y  auroît  lieu  à  des  discussions  délicates  et  né- 
cessaires sur  la  possibilité  de  déterminer  «,  sur  le  nombre  et  lat 
nature  de  st$  valeurs,  circonstances  desquelles  dépend  le  succès  de  la 
méthode  et  la  généralité  des  résultats  ;  mais  on  ne  peut  ici  que 
les  indiquer  comme  objet  dé  recherches. 

Lorsque  X  n'est  pas  nul ,  il  faut  premièrement  que  cette  fonction 
puisse  être  ramenée  à  la  forme  que  prend  le  second  membre  de 
l'équation  (3)  après  la  substitution  de  l'expression  complète  de  v» 
afin  qu'en  comparant  de  part  et  d'autre  les  termes  semblables  pai^ 
rapport  à  jp,  on  puisse  obtenir  des  équations  qui  ne  renferment 
que  u  et  les  constantes  arbitraires  introduites  par  l'expression  de  v. 
Cest  par  ces  équations  qu'on  déterminera  comme  ci-dessus  les  limites 
de  l'intégrale /et  v^i;^  ;  mais  on  ne  pourra  pas  dans  le  cas  actuel 
multiplier  chacunie  des  valeurs  particulières  de  y  par  une  constante 
arbitraire ,  et  Laplace  propose  en  conséquence  d'ajouter  à  la  somme 
de  ces  valeurs  l'expression  de  y ,  dans  le  cas  oii  ^=0  ,  ce  qui  satis- 
fait évidemment  à  l'équation  proposée,  puisque  cette  partie  fait 
évanouir  par  lui-même  le  second  membre  de  l'équation  (3). 

Il  est  visible  que  l'esprit  de  cette  méthode  consiste  à  donner  à 
l'expression  de  y  une  forme  telle  que  l'on  puisse ,  après  la  substi- 
tution dans  l'équation  proposée ,  rendre  entièrement  indépendante 
de  X  la  partie  qui  demeure  soumise  au  signe  d'intégration  ;  elle 
peut  s'appliquer  à  un  système  d'équations  du  premier  degré  aux 
différences ,  entre  un  nombre  quelconque  de  variables ,  et  .en  ramène 
l'intégration  à  celle  d'un  système  d'équations  différentielles  du 
premier  degré  ,  mais  cette  dernière  est  le  plus  souvent  sujette  à 
des  difficultés  aussi  grandes  que  celle  du  système  proposé. 

1135.  Lorsqu'on  n'a  qu'une  seule  équation  du  premier  degré  aux 
différences^  l'ordre  de  l'équation  (i)  dépendant  du  plus  haut  ex-« 
posant  de  la  variable  x ,  il  en  résulte  qu'on  ne  peut  guères  résoudre 
généralement  que  celles  où  cette  variable  ne  passe  pas  le  premier 
degré  y  et  que  Ton  peut  représenter  par 

Vvv  1 
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y  ttT  étant  des  fonctions  du  premier  degré  de  y^  et  de  ses  dîffi^ 
renées.  La  supposition  de  y=^f^  vdu^  conduit  alon  à  des  résultats 

de  la  forme 

dlNv) 
iwy— — ^»- — ^==0,        const.  +  «A^v  =  o; 
du 

A'       ^ 
le  premier  donne  r = —  «  \  J!  ^tant  une  constante  arbi- 

traire  ^  et  le  second  conduit  aux  limites  de  llnt^rale. 
Prenons  pour  exemple  Péquation  du  premier  ordre 

En  y  supposant  j^^s/ii'v^tf,  ou  «  sir*,  on  obtiendra 

/  N      d{uv) 

d'oii  Ton  déduira  v=-^'e"*,  puis  l'on  aura -^ir*^'<"*==  o  j  ce  qui 
peut  arriver  de  deux  manières  «  i%  lorsque  «  =  o ,  i"".  lorsque  u  est 
infini  ;  on  aura  donc  y^-^^A'ft^ifdu  ^  Tint^rale  étant  prise  de- 
puis »  =  G  jusqu'à  u  infini 

Nous  sommes  retombés  ici  sur  un  des  résultats  du  n"*.  iiio  ; 
car  l'intégrale  de  l'équation  j^,^.,— (  jp  +  i)^,=  o,  est 

y^—Aix-]  (  n%  971  ). 

1 136.  La  méthode  que  nous  venons  d exposer  convient  aussi  aux 
équations  difiérentielles  :  Laplace  le  montre  sur  l'équation  très» 
générale , 

+  (tf"+*"*)^  +  CtC 

La  supposition  de  j^«=/<i  vdu  »  et  de  «=<''*%  conduit  dans  ce  cas  i 
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et  llût^ation  par  parties  fournit  les  deux  équations 

f  /    .    .         ,.,  ,  ^      rf.vfA— A'tf+*V— etc.) 

V  {  tf  — tf'ii+aV— a'V+  etc.}+ ^ 7- ^=0 

'  du 

«--^(i—y^+AV— etcO  =  o; 
la  première  étant  de  la  forme 

,,     d.vN  Mdu    NJv+vdN 

vM+— —  =  0,  ou  —77-+ — n5 ~^' 

du  ^       .     N,  Nv 

donne 

f  Min 

NvJ—j^^A,  ou  v  =  ^e  — ; 

réquation  des  limites  revient  à  €''^vN=o  :  elle  est  satisfaite  lorsque  U 
est  infini  ^  et  par  toutes  les  valeurs  de  x^ ,  qui  font  évanouir  la 
fonction  ^,  ou  qui  sont  les  racines  de  Téquatiôn 

b — y  tf  +  ^  V-^  etc.  =  o  ; 
ces  valeurs  étant  désignées  par  m\  ni\  etc.  on  aura 

y=A'fAvdu+A'f^vdU'^A"fAvdu+  tic. 

en  observant  de  prendre  la  première  intégrale ,  depuis  ur=Lni. 
jusqu'à  u  infini  ^  la  seconde  »  depuis  u  :=:wP  jusqu'à  u  infini  ^  et 
ainsi  de  suite. 

II 37.  Si  l'on  représente  par 

5Ar+7>+;'=0, 

une  équation  daps  laquelle  S^  T ^  V^  soient  des  fonctions  du 
premier  degré  par  rapport  à  {.,,  et  à  ses  difiérences  partielles ^  ou 
à  ses  différentielles  partielles  ^  et  qu'on  y  fasse  {^y^s^/z^x^vi//, 
on  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 

ffvfvdt{^lA^Î1x^Py^^o^ 

M^  N ,  P  ^nt  contenant  que  les  variables  t  et  u.  Pour  lui  donner 

la  forme  fvdtX M'a  +  N'  j-  j  »  il  &"«  regarder  11  et  l' comme  des 

fonctions  de  /-^  et  observer  que 

di  \i      udt/ 
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X     Py       X    y  du 

faisant  alors  i'g^=zet,^  et  posant  — [--— =  — h*^— r  • 

'^  i     Ni       i     udt 

P       du  du     Pdt 

c'est* à-dire.  —-=—-,  d'où  il  suit  — =-tt — ,  on  aura 

Nt     udt  u       Nt 


fvdA  Ma  +  ^^2"!  ~^* 


En  Intégrant  par  parties  ^  on  obtiendra 

d{Niv) 
itly  — ■■      , — i-.  =  o,      A/v«  =  o. 
di 

L'expression  de  v  ^  tirée  de  la  première  de  ces  équations ,  ne  con- 
tenant point  de  fonction  arbitraire  »  ne  donnera  qu^une  valeur  parti- 
culière de  la  fonction  { ;  mais  on  peut  y  introduire  une  fonction  ar« 
bitraire  de  b  constante  que  doit  renfermer  l'expression  de  u  tirée  de 

du     Pdt 
l'équation  différentielle  — en-——,  et  pour  cela  il  faudra,  en  dé- 
^  u       Nt 

signant  cette  constante  par  »,  supposer  [^siffti'i^v^{u)dtdm. 

Il  ^t  facile %e  s'assurer  que  cette  formule  satisfera  aussi  à  l'équation 

proposée  j  les  limites  de  l'intégration  relative  à  m  n'étant  assujetties 

qu'à  la  seule  condition  d'être  indépendantes  des  variable^  x  tt  y. 

Celles  de  l'intégration  relative  à  t  doivent  se  déduire  de  Véqua- 

tion  NtVA  =  o ,  et  chacune  des  valeurs  de  /  en  xt  donnera  pour 

l'expression  de  [  un  terme  dans  lequel  on  pourra  mettre  une  fonction 

arbitraire  distincte  de  celles  qui  entrent  dans  les  autres. 

1 138.  .Ces  recherches  présentent  un  moyen  très-simple  et  très- 
remarquable  de  satisfaire  aux  équations  différentielles  partielles  à 
coefficiens  constans  }  il  suffit  pour  cela ,  si  la  fonction  {  ne  dépend 
que  de  deux  variables ,  de  prendre  [=^fn'pfp{p)  dp ^  f{p)  dési- 
gnant une  fonction  arbitraire.  En  effet ,  on  a 

-A.:=fn'pf\np{p)dp,        ■j^=fn'p,\ppip)dp, 
■^r=.fn'pf{\nyp(j>)dp,       '^,^/ny(\pyf(p)dp, 
^=^/ny(ln)(lp)f(p)dpi 
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en  substituant  ces  râleurs  dans  l'équation 

elle  deviendra 

et  sera  satisfaite  si 

ji(Vny+B{\n){\p)+C(\py+E\n+F\p  +  G=o. 

On  tirera  généralement  de  celle-ci  deux  valeurs  deU;  si  On  les 
désigne  par  IP  etlP^,  on  aura^ 

i^/P'/^9(p)dp+/F'pff(f)dpi 

les  limites  de  p  doivent  être  indépendantes  de  ;r  et  dej^^  mais  sont 
d'ailleurs  arbitraires. 

Il  est  visible  que  le  même  procédé  peut  s'appliquer  à  toutes  les 
équations  du  premier  degré  de  quelqu'ordre  qu'elles  soient  ;  pourvu 
qu'elles  n'ayent  point  de  terme  indépendant  de  ^ ,  ou  de  ses  coefBciens 
différentiels.  Une  modification  facile  à  trouver  ^  suffit  pour  le  rendre 
applicable  aux  équations  du  même  genre  qui  contiennent  plus  de  trois 
variables  ;  nous  prendrons  pour  exemple  l'équation 

et  nous  y  satisferons  au  moyen  de  l'expression 

qui  donne 

^r=^ffm'n'i»{\myfiH,p)dndp, 

^,=/fm',^f(,\nYfin,p)dndp 

^,==ffm'n'pyOpyP(n,p)dndp, 

et  conduit  par  conséquent  à 

f/m'nYfin,p)dndp{ilmy-a'{{{ny+(lpy))^0. 
Nous  déterminerons  m  en  posant 

Omy^a'ilny+ilp*), 


.    / 
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d*oii  il  suit 

et  nous  conclurons  de  là 

Ces  solutions  beaucpup  plus  faciles  à  obtenir  que  celle  du  n*.  x  133  , 
paroissent  aussi  plus  sitnples  à  befucoup  d'^rds  :  ce  serait  une 
chose  importante  que  de  discuter  leur  généralité  comparatiTement  à 
celle  des  autres  j  et  même  à  cçlle  des  int^rales  exprimées  immédia- 
tement par  les  yariables  de  l'équation  ;  mais  ^  comme  nous  l'avons 
remarqué  9  n**.  761  ,  765 ,  il  reste  encore  bien  des  difficultés  à 
éclaircir  dans  la  Théorie  des  équations  di^entielles  partielles, 

1)39.  On  aura  aussi  par  des  btégrales  définies  les  différences  ^  les 
différentielles  et  les  int^rales  de  toute  fonction,  qui  dépendra 
d'équations ,  soit  aux  différences  ^  soit  différentielles ,  int^rables  par 
les  méthodes  précédentes  ;  car  cette  fonction  étant  exprimée  par  des 
terme  de  la  forme  J'ftfv du,  o\x  A'fc^vdu , 
04  aura 

^^z^J'fu'vdu{\u)\         t.^yj=LA'J^vdu^u^\)^ 
OU  bien 

dxf^ 

les  int^rales  f^yjio^,  et  Xy^,  se  déduiront  de  ces  formules  en 
rendant  négatif  l'exposant  n. 

Nous  prendrons  pour  exemple  la  fonction  —,  qui  est  Tint^rale 

X 

dy 
de  l'équation  a?  —  +  m^  =  o. 

Cette  équation  étant  traitée  comme  celle  du  n"".  ptécéd.  on  en  tire 

d.vu 
du 

d'Où 
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d'où  V  =J'i^%    y=^  ^A'ft-*'tl'-Hu , 

X 

et  les  limites  de  rint^;rale  seront  if=o  et  u  infini*  La  constante 
devant  être  telle  que  la  fonction  se  réduise  à  =si ,  lorsque  x=i , 
et  l'intégrale  définie  derenant  Aox%  fr^ti^^âu^  il  en  résulte 

L'expression  que  nous  Tenons  d'obtenir  peut  être  employée  à 
trouver  les  diBërences  ^  les  différentielles  et  les  intégrales  à  indicts 

X 

Jraciionnaircs  de  la  fonction  —  (  n*.  1074  )  ;  on  en  tire 


en  y  changeant  le  signe  de  m  ^  on  aura  A*.x*,  Laplace  s'est  particu- 
lièrement attaché  à  déterminer  ces  fonctions  par  des  séries  conver« 
jgentes^  et  il  a  donné  sur  cela  des  détails  où  l'on  ae  sauroit  entrer  ici» 
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CHAPITRE    IV. 

Des    équations    aux   Différences    mêlées. 

Théorie analy  1140.  ^ovs  aTons  fnontré  suffisamment  dans  ce  qui  précède 
tions  aax  difié-  que  le  Calcul  dlffirentid  et  le  Calcul  aux  différences  pouvoieni 
rcnces  mêlées.  s'appliquer  Tun  à  l'autre  ;  mais  nous  n^aTons  considéré  qu'iso- 
lément les  questions  oii  il  s  agit  de  déterminer  une  fonction  par 
la  connoissance  de  ses  relations  avec  ses  coefficiens  différentiels  , 
ou  avec  ses  différences.  Pour  compléter  le  tableau  des  divers  points 
de  vue  »  sous  lesquels  on  peut  être  conduit  i  la  redierche'  d'une 
fonction  au  moyen  des  circonstances'  que  présentent  les  chan* 
gemens  dont  elle  est  susceptible ,  il  nous  reste  à  examiner  le  cas 
oii  la  condition  qui  doit  la  déterminer  mène  à  une  équation  con- 
tenant en  même  tems  des  coefficiens  différentiels  et  des  di£i» 
rences  ^  et  que  nous,  appellerons  iqunnon  aux  dxfflrmcts  mcUes. 
Ce  genre  d'équations  >  dont  Condorcet  et  Laplace  se  sont  oc^ 
cupés  les  premiers ,  n'est  pas  une  simple  combinaison  de  formules 
analytiques  ^  il  répond  dans  la  Théorie  des  courbes  à  des  que»- 
-^  tions  aussi  difficiles  que  variées ,  et  quelques-unes  de  ces  questions 

s'étoient  déjà  offertes  aux  Géomètres  dès  l'origine  du  Calcul  diffé- 
rentiel et  du  Calcul  intégral, 

dy 
L'équation        a— +  bty'\rcytszo 

ds 

est  une  des  plus  simples  de  celles  qu'on  peut  se  proposer  entre  les 
coefficiens  différentiels  et  les  difiérences  ;  elle  n'est  que  du  premier 
degré  et  du  prenûer  ordre ,  tant  par  rapport  au  coefficient  diflS£refi- 
tiel,  qu'à  l'égard  de  la  fonction  et  delà  différence.  Si  Ton  sup- 
pose À  :r  =  I ,  on  y  pourra  foire  y  =  Ce"*  :  elle  se  changera  >a 
am  +  b{  e^— -  i)  +  ^;=oi  et  toute  détermination  de  m  qid  satisfera 
à  cette  dernière  équation ,  donnera  une  valeur  de  y  renfermant  une 
constante  arbitraire.  \ 
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Oa  satisfermt  tocott  par  la  suppositioa  de  yss^i^^  à  l'équatioa 

^  did^e  de  la  précédente  par  le  terme  a  -— ,  dans  lequel  W  ca* 

ractéristiques  1/  et  A  se  Crourent  coittbinées  ;  on  auroU  dans  l'hyper 
thèse  établie 

et  pour  déternûner  ivi ,  on  troureroît  féquatlon 

tf/n(e*— 1  )  +*/»  +  c(«* — I  )  +  /==o, 

A  ne  considérer  que  les  équations  qui  déterminent  m  ^  on  ne 
soupçonaeroit  pas  que  les  deux  équations  aux  différences  mêlées ,  que 
nous  venons  de  rapporter ,  pussent  ne  pas  admettre  deux  intégrales 
de  la  même  généralité;  mais  si  l'on  fait  attention  que  la  seconde 
contient  des  termes  affectés  en  même  leau  des  deux  caractéristiques  d 
et  A  ^  il  sera  facile  de  reconncMcre  que  tandis  que  la  première  peut  > 
être  envisagée  comme  le  résultat  de  Télimittation  de  deux  cons- 
tantes arbitraires  entre  trois  équations  de  la  forme 

r =^ ,        d^rmo^        A  ^=0 *...*•• (1)  ; 

la  seconde  en  suppose  quatre  de  la  forme 

^=0,        dr=o\^       AF^O,       i/Af^MO ^.^..(i)^ 

entre  lesquelles  on  peut  éliminer  trois  quantités» 

Le  dernier  système  d'équations  offre  aussi  la  possibilité  d'éliminer 
entre  les  équations  F=30  et  A^r=  o  ^  une  fonction  arbitraire  du  genre 
de  celles  qui  complètent  les  intégrales  des  équations  aux  difiërences 
(  n*.  998  )  ;  nommant  f^=:o  le  résultat ,  <in  aura  encore  à  éliminer 
une  constante  «ntre  les  équations 

r=o.      dr==o , .....(3). 

Les  équations  qui  sont  le  produit  de  cette  dernière  génération ,  sont 
toujours  telles  qu'en  y  regardant  Ay  comme  une  nouvelle  variable  ^ 
elles  satisfont  aux  conditions  relatives  à  l'intégrabilité  des  équa- 
tions différentielles  à  trois  variables ^  et  se  distinguent  par-là  de  celles 

Xxx  2 


\ 
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qui  râultent  des  équations  (i)  ou  des  équations  (i).  En  cooâdérant 
les  équations 

dF'=o^      et  ur=o (4), 

dans  lesquelles  d  V  représente  une  fonction  différentielle  quelconque 

du  premier  ordre  et  à  deux  variables  ,  on  obtiendroit  des  équations 
aux  différences  mêlées  qui  pourroient  être  mises  sous  la  forme  d'équat 

Jty 

tion  aux  diffîrences  contenant  les  trois  variables  x^y  et  — .  Biot , 

wLX 

dans  un  Mémoire  quH  a  présenté  à  Tlnstitut  »  et  dont  nous  avons 
tiré  une  grande  partie  de  ce  Chapitre ,  désigne  sous  le  nom  SiquA^ 
lions  aux  difflrences  successives  celles  que  donnent  les  systèmes  (3) 
et  (4) ,  parce  qu'elles  résultent  immédiatement  ou  d'une  différence 
succédant  à  une  difierentiation  >  ou  d*une  différentiation  effectuée 
sur  une  différence. 

II 41.  Toute  équation  aux  différences  successives  doit  être  sus- 
ceptible de  deux  int^rations  distinctes ,  l'une  par  rapport  à  la  ca- 
ractéristique A  et  l'autre  par  rapport  à  la  caractéristique  d\  mais 
il  n'est  pas  indifférent  de  commencer  par  la  première  ou  par  la  se- 
conde de  ces  intégrations.  Lorsque  celle  des  différentielles  peut  s'ef^ 
fectuer  la  première  ,  le  résultat  que  l'on  obtient  d'abord  contient 
une  constante  arbitraire  ^  et  Tint^ration  aux  différences  introduit 
ensuite  une  fonction  arbitraire  ;  mais  si  l'on  intègre  d'abord  par 
rapport  aux  différences,  on  sera  souvent  obligé  de  particulariser 
la  fonction  arbitraire ,  pour  effectuer  l'intégration  aux  différentielles. 

Soit  pour  exemple 

dx  dx       ^\    dxJ  * 

Cette  équation  ne  renfermant  que  les  variables  x^^ùy  que  nous 
représenterons  par  { ,  peut  être  considérée ,  sous  la  forme 

comme  une  différentielle  à  deux  variables  ;  elle  rentre  alors  dans  la 
classe  de  celles  qui  s'intègrent  apr^  une  différentiation  (  n*.  573  ). 
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On  a^  =  aAr  — ^tf*,  tfoîi  il  résulte 

Aj^  =  tf*  — ^4%        >^  =  2(tf*— ia*)  +  »(sin»*,  C0%9x)l 
ou 

En  commençant  par  considérer  l'équation  proposée  comme  une  dif- 
férence ^  on  lui  donnera  la  forme 

dy 

dans  laquelle  /^  =  -^  ;  et  pour  Tint^er  ^  il  sera  commode  d'en 

dx  I 

prendre  d'abord  la  différence  ([n%  1009  );  on  trouvera  par  cette 

méthode 

xùk^p  —  i(aA/>AV?  + A7f*)  =  o, 

ce  qui  donne  les  deux  facteurs 

en  intégrant  le  premier  ^  qui  est  le  plus  simple ,  on  obtiendra  àp:=:ai 

et  de  là  p^^zax — ^tf\ 

Cette  dernière  équation  est  intégrable ,   mais  elle   ne  le  seroit 

plus  en  général  y  si  l'on  remplaçoit  la  constante  a  par  la  fonction 

9  (  sin  T  jf  ,  cos  T  :r  )  y   qui  est   aussi  constante   par  rapport  aux 

différences. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  le  second  facteur 
X — ^{iAp  +  A*p)=zOf   est  relatif  à   l'intégrale  indirecte  de 
l'équation  aux  différences  (  n*.  1009  )• 

Il  n'est  pas  possible ,  dans  l'état  actuel  de  l'Analyse ,  de  donner 
des  procédés  généraux  pour  l'intégration  des  équations  aux  diffé- 
rences mêlées  ;  nous  nous  bornerons  à  observer  qu'on  peut  les  trans- 
former en  équations  différentielles  d'un  ordre  indéfini  f  en  y  substi« 

dy 
tuant  au  lieu  de  a^  et  de  a  -- ,  les  séries 

dx 

dy  h      d^y    A*       dPy      A' 

3 — +-7^-T-+-7^—         +etc, 

dx  I       dg^  1.2       dx    I.2.3 

d^y    h       JPy      A' 
dx^    I        dsr    1.2 

n  restera  ensuite  à  satisfaire  à  ces  dernières  équations  de  la  manière 
lar  plus  générale ,  ce  qui  sera  souvent  très-difficile  (  n"".  999  ). 
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1141.  La  déterminadon  de  Téicndue  des  iotégrales  des  dittiMi 
espèces  d'équficmii  âvy  différences  mêlées ,  tst  sinceptible  de  &- 
eussions  très-délicates ,  comme  celle  de  retendue  des  intégrales  des 
équations  diflKrentielles  partielles ,  par  rapport  aux  fonctions  arbi» 
trsûres  qui  peuTent  y  entrer  (  n*.  761  )  ,  et  Ton  y  appliqueront  les 
considérations  employées  dans  les  n^.  764 ,  765  »  804. 

On  prouveroit  par  les  considérations  développées  dans  les  ir*.  1005 
et  1006,  que  les  équations  aux  difiérences  mêlées  ont  aussi  leurs 
buigraUs   indinaes  ,    qui  répondent  aux   solutions   particulières 
des  équations  diffisrentielles ,    et  qui  se  déduisent  également    de 
Kntégrale  dirtcn  par  la  variation  des  constantes  arbitraires  qu'elle 
contient ,  en  assujettissant  la  fonction  donnée  par  cçtte  int^rale  ^ 
A  satisfaire  encore ,  dans  ce  nouvel  état ,  à  Téquation  aux  diflS6rences 
mêlées.  Cette  condition  établit  entre  les  arbitraires  des  relations  qui 
sont  exprimées  par  une  nouvelle  équation  aux  différences  mèlées« 
Lorsqu'on  détermine  les  arbitraires  par  son  moyen ,  on  obtient  une 
seconde  équation  primitive  qui^  satisfaisant  à  Téquation  proposée , 
représente  des  courbes  ayant  à  chaque  point  mên^  tangente  que  quel- 
qu'une de  celles  qui  sont  comprises  dans  l'intégrale  proposée^  et  même 
sécante  pour  deux  points  dont  les  ordonnées  sont  éloignées  d'une  quai^ 
tité  égale  à  la  différence  de  l'abscisse.  Voilà  ce  qui  arrive  lorsque 
l'équation  proposée  ne  renferme  point  les  caraaérlstiques  a  et  ^  ap- 
pliquées l'une  sur  îautre  :  si  le  contraire  avoir  lieu^  l'intégrale  directe 
et  l'int^rale  indirecte  devroient  s'accorder  non-seulement  dans  les  va- 
leurs de  jk  , -7^ ,  Ajr,  mail  encore  dans  celles  de  a^;  et  alors, 

dx  dx 

en  déterminant  xonveniAlement  la  constante  arbitraire ,  il  seroit 
possible  de  faire  passer  par  deux  points  dont  les  ordonnées  soient 
éloignées  d'une  quantité  égale  à  ia  diâérence  de  Tabscisse,  deux 
courbes  données ,  l'une  par  l'intégrale  directe ,  l'autre  par  l'intégrale 
indirecte  ^  qui  auraient  à,  chacun  des  points  dont  il  s'agit  même  tan- 
gente 9  et  entre  ces  deux  points  même  sécante.  Ces  résultats  étant 
très-analogues  à  ceisx  qu'on  trouve  dans  ies  n**.  cités ,  il  n'a  pas 
paru  nécessaire  de  les  exposer  en  détail. 
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1143.  C'est  principalement  par  la  nature  des  questions  géomé-  ^^^^^^^^^^^^ 
triquçs  qu'elles  peuvent  exprimer ,  que  les  équations  aux  (tifférences  férences  mêlées,  à 
mêlées  doivent  intéresser  ceux  qui  cultivent  les  Mathématiques.  U  Î^I^^Çe?"*  ^*''' 
première  de  ces  questions  est  le  problême  des  erajtcioires  réciproques 
qui  a  beaucoup  occupé  Jean  Bernoulli  et  Euler  ,  qui  l'ont  résolu  l'un 
et  l'autre. par  des  moyens  fort  ingénieux  et  fort  élégahs,  mais  indi- 
rects 9  quand  on  les  compare  à  celui  qui  résulte  de  l'emploi  des 
différences  mêlées.  Voici  Ténoncé  de  ce  problême. 

Trouver  une  courbe  M'C  M ,  fig.  6 ,  nUe  qiien  la  faisant  tourner  ^^G.  6. 
sur  un  de  ses  points  ,  autour  (fun  axe  donné  AC  ^  pour  la  plaur  dans 
une  situation  contraire  à  Urpremiire^  comme  on  le  voit  en  N'CN,  u  la 
faisant  mouvoir  ensuite  parallitement  à  elle-même  le  long  de  cet  axe  ,  elle 
coupe  par^tout  la  première  MX  M  sous  un  angle  donné. 

Si  le  point  C  désigne  celui  sur  lequel  la  courbe  M  CM  a  tourné  ^ 
autour  de  l'axe  AO^  pour  passer  à  une  situation  inverse  N'CU ,  l'angle 
Ai'C^  sera  double  de  l'angle  M'CA^tt  sera  d'ailleurs  égal  par  l'hypo- 
thèse à  l'angle  M'MO{*).  Maintenant,  menons  par  le  point  ilf  l'ordon- 
née MP  perpendiculaire  à  l'axe  AB  ;  l'angle  OMP  sera  égal  à  QNP^  à 
cause  du  parallélisme  supposé  dans  le  mouvement  de  la  courbe  N'CNi 
et  parce  que  cette  courbe  est  placée  dans  une  situation  contraire  à 
celle  de  M  CM,  l'angle  QNP  doit  être  le  même  que  Tangle  Q^M'F, 
formé  par  cette  dernière  et  l'ordonnée  P'M\  prise  de  l'autre  côté 
de^C^  à  une  distance  jfP'  égale  à  AP.  Il  suit  de  là  que  l'angle  MMO^ 
composé  de  CMP  et  de  OMP  ou  de  QNP^  est  égal  à  CMP+  Q^MP'i 
telle  est  en  dernière  analyse  la  condition  du  problême ,  et  c'est  ainsi 
que  l*envisageoit  Jean  Bernoulli. 

En  faisant^P=»Ar,  PM=y,  AP'=x\  P'M^y,  l'angle  M!CM=%c^ 

dx  ^  dx 

on  aura       tang  CMP=  —  ^,  tang  Q'MP^e^z  -— ^  j  et  posant  pour 

Oy  dy 

abréger  ^=P^  "^"^^  ^  viendra 

angl.^tang=-^  +  angl.(  tang  ==:  -y)  =  ac 

x'+*  =  o, 

kmm^mmtm     i  n  m         *  ■      i     i  l  i  i        i    i^i^—— 

('^)  Il  faut  se  rappeler  que  les  angles  formés  par  les  courbes,  sont  les  moines  que 
ceux  de  leurs  tangentes» 
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Voilà  les  équations  de  la  question  écrites  en  différences  mêlées.  Il 
£iut  bien  remarquer  que  la  dernière  équation  exprime  la  loi  de  U 
variation  de  x ,  et  que  chacune  des  équations  ne  doit  pas  avoir 
lieu  par  elle-même  ^  mais  seulement  que  Tune  étant  posée  j  l'autre 
en  est  une  suite  nécessaire. 

Ces  équations  sont  £siciles  à  int^rer  :  en  effectuant  d*abord ,  suivant 
le  procédé  du  n*".  988  ^  l'intégration  relative  aux  différences  »  on 
trouvera 

angl(tang  =  -)  =  c  +  -B(  —  1  ) 

*  =  *(— i)S 
^  et  ^  étant  des  fonctions  arbitraires  de  sin9-{  et  de  cost^.  La 

variable  z  s'élimine  facilement  ;  en  faisant  —  =  C  ^  il  vient 
arc^tang  =  -^=c+ûlf ,  ou  -=stai^  {c+Cj:}  9 


d'oîi  Ton  conclut 
P  = 


I  I  •— tangctangCjir 

tang(c  +  C4f)~  tangc4«tangCx 


On  peut  mettre  cette  valeur  sous  la  forme 

I  +C0S1C  — sinictangCjc 

sifli^+  (  I  +  cos2c)tangCx 

I  +  cos  1  c 

I  I— - 
cosic 


ûaxc    sin  ic 


smic 


tang  Cx 


I+C0S2C  ^ 

1  +  — ; tangCx 


smic 


et  en  observant  que  la  constante  C  doit  être  regardée  comme  une 
fonction  arbitraire ,  qui  ne  change  point  lorsqujs  Ton  y  met  — x^  au 

!•        j  r  i  +  cosic         ^        -,  ,1  .  xr 

heu  de  ;«:,  on  fera  — »  ■    . — tangCjtsJIfjiry  en  désignant  par  Ji 


SitiXC 


une  fonction  quelconque  de  x  assujettie  seulement  à  demeurer  cons- 
tante quand  on  passe  de  +^  à  — xi  on  aura  ainsi 


p^=^QOtxc^ 


1      ft+JCxj 
ihicli— JTatJ 


1 


résultat 
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résultat  semblable  à  eelui  qu'a  trouvé  Euler  par  une  voie  très* 

4ifi&:ente. 

dy 
Si  Pon  y  remet  -^^  au  Heu  de  p^  on  en  tirera 

dx 

^  ^mC        \\ — X.X} 

Lorsqu'on  prend  JiC=o«  on  trouve  d'abord  la  ligne  droite  ^  qui  doit 
«n  effist  satisfaire  à  la  question  proposée  ;  posant  ensuite  X=^^, 
il  vient 

«xpresâon  qui  ne  dépend  que  de  Intégration  de  la  fraction  ra«. 

dx 

tionnelle 


x-+'-^i* 


Bernoulli  et  Euler  ne  se  sont  pas  bornés  à  résoudre  généralement 
le  problême  des  trajectoires  réciproques ,  ils  ont  eu  spécialement  pour 
but  de  chercher  parmi  ces  courbes  ^les  qui  pouvoient  être  algé« 
briques  »  et  sous  ce  point  de  vue  tous  leurs  travaux  rentrent  dans  le 
Calcul  intégral  indùcrminé  {  n*\  532^  et  suiv*  )« 

1144.  Parmi  le  nombre  assez  grand  de  questions  qu'Euler  a 
résolues  sur  ce  sujet,  nous  choisirons  encore  la  suivante  qui  est 
peu  connue. 

Trouver  tonus  les  courtes  ultes  qt!cn  menant  par  chacun  de  leurs 
points  deux  droites  A  M,  MM',  fig.  7,  faisant  U  mime  angle  avec  ^^^'  7* 
la  tangente  TM ,  tapremihe  itant  dirigée  à  un  point  fixe  k%  la  suonde 
terminée  à  la  courbe  en  Mf,  la  ligne  NfA  fasse  avec  la  tangenu  M't  U 
même  angle  que  MM'  (*)• 


^nva*M«B«a 


(*)  Ceux  qui  connoîssent  les  lois  de  la  riflcuoa  de  h  lumière ,  Terront  que  le 
rayon  parti  du  point  A ,  et  dirigé  suivant  JAf ,  seroit  réfléchi  deux  fois  par  la  courbe 
cherchée,  la  première  de  M  en  NV^  la  seconde  de  AfenA^  et  retoumeroit  par 
conséquent  au  point  d*oîi  il  est  émané.  Ce  problème  a  été  proposé  dans  les  aet0 
irudttonm ,  ann«  1745  (  en  septembre  )• 

Appendice.    ^  ^ YJ 
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Les  conditions  de  œ  proUème  $cm  contenues  dans  les  deux 
équations 

zngUJM  7=  angle  Jlf'Jlf/,        angje  J  M/r^  angje  MMT^ 
dont  une  doit  donner  la  loi  des  Tariations  de  x.  Soit 

JP=x,  PM=y,  JP'^x',  P'M^y,  ^=p ,  ^/,  ^=/i 

en  menant  JifQf  paraflèle  i  Ysae  AB  des  x  ^  et  prc^ongeant  MF 
lusqu'au  point  Q  ^  on  aura 

à.x  * 

en  n'ayant  point  égard  au  signe  de  y  qu'on  peut  supposer  négatif 
dans  la  figure  citée.  Cela  posé ,  si  Ton  observe  que  les  angles  MM^Q^ 
MOTf  tt  O  T\  sont  égaux ,  et  que  Poa  cooiidàre  ks  angks  extérinizs 
des  tf iangtes  OMT ,  AMT ,  on  trouTcra 


tang  3f iH  *=tang  (P  TiM  +  Af  AfÇ)  =  ^         , 

tang  JM  r=  tang  (PAM-^PTM)^ zJl — £f  ; 

i+^P      "^^^ 
m 

la  preimère  condition  à  rempUr  donnera  l'équation 
y^px      p^P 


(0. 


*  +  /»>'      \-k-pP 

La  rdation  de»  angles  des  triaogks  OM'  T  et  ^ilf  7*  conduit  de 

mêmeà 

tangiHilf  r=— tang  (  P'T'M'+MM'Q  )  =a  —  ^— ^ , 


ttng^iir/s   tu%{P'Aif+p*rAe)=:z 


x' 
d'oii  Ton  conclut  pour  la  seconde  con£tion 


(0. 


»t 
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Tkans  maintMaiildcséqiiatioiis(i)  tt  (i) ,  les  talturs  de  P\  nous 
obtiendrons 

■  ,=2=v-r^ (,) 

,=?'riz^wy.... (,). 

ce  qui  nous  donnera  relation 

de  lacfuèlle  îl  résulte  qu*  la  fonction  ^^^^"^  ^  ne  change  point 
lorsque  jt  devient  ip'.  Telle  est  l'hypothèse  dans  laquelle  il  faut 
intégrer  Téquation  (3) ,  qui  répond  alors  à  —  =  tonst^  et  donne 

AX 

y  =  X  X  C0/X5/  4-  ^  (  cMi/)  ;  nous  aurons  donc 

•^  l /F*x — ^py — x)         \  f^x-^xpy  —  xi 

La  caractéristique  f  désignant  une  fonction  arbitraire ,  donne  à  ce 
résultat  une  tris^grande  généralité  y  mais  aussi  on  ne  sauroit  dans  cet 
état  rintégrer  par  rapport  aux  différentielles. 

Il  est  intéressant  de  connoitre  ce  qu'exprime  la  fonction 

y^'tpx—fy  ^  ^1^^^  ^  .  ^^  parvient  en  la  mettant  sous  la  forme 
p^x^^xpy — X 

et  en  observant  que       />  =  tang  PTilf ,   *i-- —  ï=  tang  ^  M  T. 

•  py 

eUe  se  change  alors  en  *^  tang  (  ^  iH  T-^P  TM) ,  et  montre  que  la 
différence  des  angles  ^ilTet  PTM^  ne  doit  pas  varier  dans  le  pas- 
sage du  point  M  au  point  M\  ce  dont  il  est  encore  facile  de  s'assurer 
immédiatement  par  les  considérations  géométriques* 

Biot  ^  dont  nous  suivons  ici  le  mémoire  ^  donne  à  la  fonction  f 

Yyy  1 
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fflusieuf s  formes  desquelles  il  résulte  succfessivement  un  cercle  ^ 
limite  d'une  infinité  d'ellipses  ^  et  l'assemblage  de  deux  droites ,  limite 
d'une  infinité  d'hyperboles  :  nous  ne  rapporterons  p(ùnt  les  calculs 
qui  mènent  à  ces  résultats ,  et  dans  lesquek  il  ne  s'agit  que  d'intégrer 
une  équation  difierentieUe  du  premier  ordre  ;  nous  dirons  seulement 

qu'il  feut ,  pour  arriver  au  cercle ,  prendre  p  r\      — ^^  =  o  » 

et  faire  ^  pour  obtenir  l'ellipse  et  l'hyperbole  y 

Si  on  prend  les  limites  des  équations  (3}  et  (5)  dans  la  suppo^ 
sîtion  oh  X  devient  infini  ^  y^petP  demeurant  finis ,  ce  qui  place  le 
point  ji  à  une  distance  infinie  de  lar  courbe  (*) ,  on  obtiendra. 

d'où  l'on  conclura 

En  faisant  p(  -r-^- j  =  o  ,  on  aura  seulement 

V  —  i'' 

y  —  ^^      d'0iix+py=\/x'+y% 

ce  qui  revient  à 

._jL, :  =dx^  et  donne  yx'+y^=zx+C. 
Vx^+y^ 

Cette  dernière  équation  appartient  à  une  parabole. 

L'équation    ,^ -  —  — ^  =  o ,  nous  apprend  que  toutes  les 

courbes  qui  résolvent  ce  cas  de  la  question  proposée  ^  ont  ^  aux 
points  M  et  M\  des  tangentes  parallèles  ou  perpendiculaires.  En 
effet,  en  réduisant  ses  deux  membres  au  même  dénominateur,  et 
passant  tous  les  termes  dans  un  seul ,  on  lui  donnera  la  forme 

et  l'on  en  tirera  par  coifiéquent       py +i=:o,  /— /;  =  o. 


••n 


VJ 


(*)  Dans  ce  eu  du  probUffie4e  rayon  lamiaeoz  vient  puallèlenentà  l'axe  JÊB. 
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1x45.  Les  deux  questions  que  nous  venons  de  résoudre  se  rap-^ 
portent  aux  différences  successives  ;  en  voici  une  très-âmple  qui 
mène  à  une  équation  aux  différences  mêlées  proprement  dites. 

Trouver  les  courbes  dans  lesfuelles  la  somangente  AT,  fig«  3  \  soie  à    Fîg.  3. 
la  sousicanu  AS,  dans  un  rappoft  tùnsùmi,  m  suppo'skra ^ que ' la 
seconde  ordormit  A'B'  soit  éhignée  de  la  première  AB  d^unt  quantité 
AA'égaUâh. 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  problême  conduit  à  une  équation  de  ta 


•\  ' 


r  dy        ^y  ' 

forme  ^=za'^. 

dx  h 

Si  Ton  met  dans  cette  équàtioir,  à  la  place  de  Ly  ^  son  développe- 
ment en  série  ^  on  aura  Téquation  différentielle  d^un  ordre  indéfini 

-  dy         d^y  h  iPy   h* 

à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  jr  =s:^  e""^  pour  vu  que  m  soit 
déterminée  par  l'équation 

(a — i)m  +  a h^ |.ctc.  =  0, 

2  2.3 

d'oh  Ton  conclut  d'abord  m=:o^  puis 

4 h -I 1-  etc.  =a, 

a  2        2.3      3..3.4 

Si  on  désigne  par  m\  m",  m'\  etc«  les  valeurs  données  par  cette 
dernière  9  il  viendra 

y=^A  +^'e-'*+^V+etc. 
expression  dans  laquelle  on  pourra  faire  entrer  autant  de  termes 
qu'on  aura  trouvé  de  valeurs  distinctes  pour  m.  On  s'assurera  p^r  k 
f  etour  des  suites  qu'il  en  existe  au  moins  une  réelle ,  dont  on  peut 

obtenir  le  développement  ordonné  suivant  les  puissances  de  -^^ 

a 

et  Ton  aura,  pour  résoudre  la  question  proposée,  l'équation 

renfermant  deux  constantes  arbitraires. 

Feu  Charles  (  de  l'Académie  des  Sciences  )  a  transformé  l'équation 
aux  (tifférences  mêlées  qui  nous  occupe ,  en  une  autre  où  la  variable 
entre  comme  exposant  de  diffiirentiation  ou  d'intégration.  Pour  y 
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.h 

.ptnrenir  ^  nous  ftroos  ^  ss^^  ce  qm  changera  Péquaâon  proposée  en 
aoM  en  timons  snccessitMMnt 

etc* 
n  est  facile  de  conclure  de  là  et  même  de  Rassurer ,  à  priori ,  que 

/.^y+WW^^+WW*-^ +WW*^^. 

Je 

Le  second  membre  de  cette  équation  étant  multiplié  et  divisé  par  c^, 

X 

son  numérateur  deviendra  le  développement  de  ^  ^  ^  et 
Ton  aura  par  conséquent 

X 

Si  Ton  avoit  cliercfaé  les  valeurs  antécédentes  I  y  ou  correspon- 
dantes à  des  indices  négatifi  ^  on  auroit  eu 

X 
»  p 

jr^=  -^A  r^*"- 

Ces  résultats  ne  paroissent  pas  propres  à  faire  connoître  Téquation 
primitive  de  la  courbe  cherchée ,  mais  ils  conduisent  à  une  cons- 
truction discontinue,  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée 
dans  le  n*.  1003  »  P^^^  ^^  équations  aux  diffi^ences.  En  effet  ^ 
on  V  oeut  supposer  v=sEsf ri.  •  désignant  une  fonction 
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tf«k«9  et  àéàvàxt  de  cette  fbncâûa  tf^ptès  b  loi  établie,  les 
Takttr»  des  ordonaéei  ^,  ;  jr. ,  j^^ ,  etc^  cofrcspondantes  aux 
abscisses  :ir4-&»<y4*i^j  ^4-  )^  »  etc»  U  ^  évident  que  cela  revient 
à  pendre  sur  la  cmube  représentée  par  I^éqnalion  jricf  (jr),  une 
portion  BB'^  dans  laqvelle  le  rapport  de  AT  et  AS  soit  conforme 
aus  données  de  la  question ,  et  à  se  servir  des  points  infertnédiairey 
pour  obteiûr  des  portions  de  courbes  antérieures  et  postérreures  à  la 
partie  BBf ,  en  calculant  les  ordonnées  de  ces  portions  par  le  moyea 
de  leurs  différences  avtit  celles  de  la  poftion  BB\  ainsi  qu^on  l'a 
indiqué  dans  le  n^.  cité.  Si  l'on  vouloit  rapporter  les  ordonnées  j^. 
^t  j^.9  à  leurs  abscisses ,  il  £au  droit  prendre  pour  première  abs«^ 
cissc  jp^-Ajl.  et  x+nhi  on  auroit  alors  *- 

1146.  Le  Calcul  aux  différences  mêlées  trouve  aussi  son  appli-» 
cation  dans  des  recherches  purement  analytiques  ;  Français  de 
Colmar  a  montré ,  dès  Tan  5  ^  l'usage  qu'on  peut  en^  faire  »  pour 
arriver  à  l'expression  immédiate  d'une  transformée%ielconque  de 
l'équation  différentielle  partielle 


dudv  du  dv 

traitée  par  la  méthode  du  n*.  771  (*)•  En  eâêt ,  pour  peu  qu'on 
ait  réfléchi  sur  cette  métho  de ,  on  voit  bien  qu'il  doit  entrer  dans 
l'expression  des  coeiHciens  P,^ ,  Q»  9  ^1»  9  ^^  difiérences  ou  des 
valeurs  successives  de  l'indice  n ,  avec  des  différentielles  prises  rela- 
tivement aux  variables  x  et  y.  Il  faut  se  rappeler  aussi  que  la  déter- 
mination des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  d'une  nuhière  trans- 
cendante dans  les  intégrales  des  équations  diffërentielles  partielles , 
dépend  d'une  équation  aux  difiërences  mêlées  (  n%  993  )• 


(^)  Le  Mémoire  ob  se  trouvent  ces  recherches  m*a  été  envoyé  le  i5  nîrôse 
an  6 ,  et  H  étoît  connu  d' Arbogast  avant  ce  tenu.  Il  en  avoît  en  des  essais  que 
)'ai  vus  entre  ses  mais»  en  Tan  %. 


I 
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Je  termiûerai  ici  la  loiq;ue  tâche  que  je  me  suis  imposée ,  en  ob« 
servant  que  la  durée  de  l'impression  a  été  assez  conndérable  pour 
que  la  science  ait  £ût  pendant  cet  interrallé  des  progrès  que 
Ignore  ;  qu'il  a  même  été  publié  quelques  ouvrages  dont  Textrût 
n'a  pu  entrer  à  la  place  que  \t  lui  aurois  assignée  dans  le  corps  du 
mien  ^  s'ils  m'eussent  été  connus  à  tems  ;  tds  sont  :  les  Disquisiaones 
analydcaàtïA,  Pfaff,  qui  contiennent  des  recherches  très-étendues ^ 
sur  la  sommation  des  suites  d'arps  de  cerdes  dont  les  tangentes 
6>rment  des  progressions  données  et  sur  l'équation  diffi^entielle 

traitée  lï*.  644 ,  enfin  sur  le  retour  des  suites  ;  l'Analyse  des  ré- 
fractions de  Kranîp  ^  et  d'autres  écrits  dont  on  trouvera  l'indication 
dans  la  table.  J'avois  annoncé  aussi  le  dessein  de  traiter   à  part 
la.  Théorie  algébrique  des  siries  ricuntnus  ^  mais  ayant  publié  de- 
puis les  principes  de  cette  même  Théorie  ^  dans  le  Complément 
des  EUmens  (TAlgïbre  â  t usage  de  t Ecole  cmirale  des  Quatre^Nations  ^ 
f  ai  cru  pouvoir  la  suj^primer  ici  »  puisqu'on  y  suppléera  parfaite- 
ment en  ajoutant  à  ce  que  j'ai  dit  dans  l'ouvrage  cité ,   ce  qu'on 
trouve  dans  C|)^i-ci   sur  la  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles en   fractions  simples  n^.  36S-371 9  et  ce  que  contiennent 
les  n**.  1043  f  1044. 


FIN, 
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861.  — •  Inconvénient  qu'il  y  auroit  a 
changer  sa  notation.  Comparaison 
de  celles  qu'a  oropcaées  Lagrange  » 
avec  celles  de  Warmg  ^  d'Euler  et  de 
Fontaine.  Nou ,  862.  ««Poiir  l'histoire 
du  Calcul  différentiel ,  voyr{  la  Pré&ce. 

Ctf/»/ intégral  :  sa  définition  ,8,3^8.    ^ 

Cëlcul  intégral  indéterminé  ^  512*— '(42. 
-'«Comprend  l'intégration  oes  équa- 
tions diflérentiellesa  plusde  deux  va- 
riables ,'qui  ne  satisfont  pas  aux  con- 
ditions d'int^mbilité  ,  800. 

CiWintégôl des  diffbentiellespaitîel- 
les ,  ou  calcul  inté^nd  aux  dîiwrences 
partielles:  sa  définition ,  716. 

Cédèttl  direct  des  différences  :  sa  définir 
tion ,  859.— Sesrapports  aTecleCal* 
cul  différentiel ,  862. 

C^ul  direct  des  fonctions  génératrices  : 
^calcul  inverse ,  lotl. 

Calcul  inverse  des  di^rences':  sa  défini* 

'  tion  ,896.  ^^  Comment  ce  calcnl  se 
distingue.,  du  calcul  différentiel  f>ar 
rapponauûcéqnattons ,  971. 

Caracurisiîque  des  surfaces  limites,  339. 

Caractérisdfue  des  surfiicet  courbes  :  leur 
lia'ison  aver  la  correspondance  des 
équations  différentielles  partielles  du 
premier  ordre  ,  et  des  équations 
différentielles   qui   ne  satisfont  pas 


aux  conditions' d'itttégrabîliié ,  811; 

Centre  des  courbes  ,  217* 

Centre  des  surfaces  du  second  ordre  «315. 

Centres  absolus  de  courbure  d'une  courbe 
à  double  courbure  ne  sont  pas  sur  ses 
développées,  ^52,  35 j. 

Cercle  :  son  équation  ,213.— Peut  avoir 
une  infinité  de  centres^  35 1  JVb/c-i-Soa 
aire,  495.— Analoigie  entre  le  cercle  et 
l'hyperbole  équilasere/496u--^  rectî» 
ficanottpf  02.— Ren£enne  sous  un  péri* 
mètre  donné  le  plus  graadeipace,8{  3. 

Cerde  Couchant ,  260» 

Ceide  osculateur  ,  a6a  ,  a62.  — »  Son 
centre  déterminé  comme  étant  è  égale 
distance  de  trois  points  consécutif 
de  U  courbe  proposée,  a8^  — -  Dé« 
dttitde  l'intersection  de  deux  normales 
consécutives  ,UidL  —  Serti  construire 
it%  écpatjons  différentielles  du  second 
onlre ,  639.  J\8ar«. 

ChéwUs  :  sa  formule  d'interpolation  par 
leisinns  et  les  eaponenrieUes ,  882.  ^«- 
Sa  rn^vise  sur  les  solutions  partico- 

.  Uèrei  des  iquations  différentielles , 
1010.  —S'occupe  des  équadons  au^s 
.différences  mêlées,  114$* 

Ctdufit:  réduit  l'inté^don  des  équations 
diffrfntîffllff  partielles  du  premier  or- 
dre contenant  m  variaUes'«  à  celles 
d'un  pareil  nombre  d'équatiom  diffé- 
rendcUes  entre  m  «1-  a  variables ,  7^0. 

Ciromféretice  du  ceccle&  son  ^expression 
«n  décimales,  bu.  38.  —  Expression 
de  la  circonférence  du  cercle  par  les 
imaginaires ,  i86«  —  Celle  de  ses  ex- 
pressions que  l'on  doit  à  Wallb^^;. 
— »  Usage  de  l'expression  qne  wallis 
en  a  donnée  dans  l'interpolation  de 
certaines  suites,  c.6f.-^.Cetteexpres- 

Zzz  2 


\ 


S48 


TABLE 


ftîoo  obtenue  par  les  pmsiaiices  du  se- 
cond ordre ,  964.  — «  Ses  expressuM» 
en  piodHtcs  indéfinis  ;  celles  de  son  lo- 
g^nthme ,  1093. 
Cûuraut  :  sa  théorie  dcscoorbes  àdoid>le 
covahfut^préamktUdm  chap.  V,  wm.L 
^^  S'occape  du  déycloppement  de  h 
(oncûtm  (i+m.cos^)^,  466.  NoUm 
—Remarque  les  équations  qui  s'intè- 
grent après  une  dîftérentiation ,  578. 
Coefiâens  difiérentiek  :  leur  définition  , 
•11.^  Les  fi»€tions  de  deux  rariables 
en  ont  olnsieurs  dans  chaqueordre ,  )o. 
—Us  oemenrent  les  mêmes  dansqnid* 
ip'ordre  qu'on  effectue  les  difiéren6ar 
tions  partielles  d'où  ils  résultent ,  17 , 
38.  —  Méthode  pour  trouver  les.  ». 
d'une  fonction  implicite  donnée  par 
une  équation  entre  ceux  variables  »  49. 
—Us  ont  chacun  autant  de  valeurs  que 
la  fonction  dont  ils  dérivent ,  46— 48. 
—  Transfonnationnies  coefficiens  dif* 
férentiels  relatib  à  y  dans  ceux  qui  se 
rapportent  à  JT,  lorsque  les  variables  x 
et  y  sont  liées  entr^eues  par  une  équft- 
tion,56-^8.— Sont  les  limites  du  rap- 
port des  accroSssemens  de  la  fonction 
et  de  sa  variable  »  91.— Us  deviennent 
infinis  dans  certains  cas  ,  loa.-— ^ur- 

Î[uoi,  ia8,si9,  13t.  — La  même 
onction  peut  en  avoir  dans  certains 
cas  de  finb,  de  nuit  et  d'infinis»  1)1. 
—Nombre  des  coefficiens  difiérenriels 
qui  s'évanouissent ,  lorsque  xsaa  dans 
la  ftmcrion  Jr(jt^— «K 133. 

CoeKmns  indéterminés  (  attention  qu*il 
£iut  avoir  dant  la  méthode  des  ), 
Int.  21. 

Combinaisons  :  calcul  des  combinaisons 
appliqué  aux  indices  :  son  utilité,  1044. 

Condorcaj  sa  théorie  des  équadons  de 
condition ,  86.  —  Propose  une  mé- 
thode générale  d'intégradon  »  566.  — 
Ses  remarques surla  (fétermination  des 
fonctions  arbitraires,  qui  entient  dans 
les  intégrales  des  ^nations  diffiren- 
tielles partielles, 993.^— Détermine  les 
équations  de  Gonaition  rektives  à  Yïth 
tégrabilité  des  fonctions  diffirentielles 
et  des  fonctions  aux  diftrences ,  ioi8. 

*  *— Ses  recherches  sur  les  équations  aux 
différences  mêlées ,  1140. 

C6nt  oblique  :  expression  de  sa  sur&ce  ; 
536  ,  517. 

Cùnt  droit.  Son  aire  a  des  portions  qnar- 
rables,  54a. 


Comm  f  qnrale  imaginée  par) ,  %j%: 

CmMnutf  :  des  quantités  r^pfdées 
me  constantes,  n*.  1. 

Consiânm  qui  dispamssent  par  la  diffi- 
rentiadoB  ,  15  ,  50.  —  et  lonqu'oii 
prend  les  diflérences.  Soi. 

C(mstéÊnHs  d'une  équarion  r  ce  qui  arrive 
loTKiu'on  les  (ait  varier,  990. 

ConiUÊtMs  aibitiaîres  :  leur  introdncdoft 
dans  les  intégrales  et  leur  détermina- 
tion^ 459 ,  476.— Leur  nombre ,  6ia. 

—  Cudans  lesqnebon  les£ût  varier  « 
647 ,  6j j  ,  666.  No»  ;  S67—  670» 

Cajiitfcr  des  courbes:  condition  du  con- 
tact de  deux  courbes,  ^0.«—  dtstinc- 
ticm  emre  le  contact  et  roscylation, 
269. 

Contact  de  deuxcoorbes, conûdéré  com- 
me la  réumon  d'un  certain  nombre 
de  points  d'interMcdon ,  283. 

Contact  des  surfaces,  432. 

Condnuiii  :  expression  de  la  continuité 
des  surfaces ,  330.— N'existe  pas  dans 
certains  passages  des  aires  des  courbes 
du  positif  au  négatif,  494. 

Coordonnées  ,  r9{«  —  Les  coordonnées 
négatives  doivent  être  prises  du  c6té 
opposé  à  celles  qui  sont  positives,  io2« 

—  De  la  transmrmaôon  des*...  ce 
de  ses  principaux  usages  dans  la 
théorie  des  lignes  courbes,  210. 

Coordonnées  poUires ,  175.  **  Passage 
*  des  coordonnées  rectangles  aux  coor- 
données polaires ,  276. 

Coordonnéu  dans  l'espace  (  les  ) ,  sont  au 
nombre  de  trois  pour  un  même  point, 
294*  Interprétation  de  lents  signes,296. 

—  De  la  transformation  des. ...  et 
de  SCS  principaux  usages  dans  la  théo- 
rie des  surfaces  courbes,  3o8etsuiv. 

Coordonnéts  polaires  dans  l'espace,  319. 

Cordes  vibrantes  (problême  des)  ,794. 

Cosécanu  (  diffirendêlle  de  la  )  ,  ai. 

Cosécanu  d'un  arc  de  cercle  :  ses  déve- 
loppemens  en  produits  indéfinis,  1095 . 

Cosinus  :  développement  du  cosinus  sui- 
vant les  puissances  de  Tare.  Intr.  33  ; 
tf.  —  par  les  limites ,  /nrr.  41.  — 
Les  cdsinus  placés  à  égales  distances 
des  extrêmes  de  la  formule 

cosnjc-f' -  cos.(  n— a  )sf  etc. 

appartiennent  à  des  arcs  égaux  Introd^ 
^a.  -—  développement  du  cosinus  par 
l'arc,  103.  —  Ses  dérdoppemens  en 
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Kdnlts  indéfinis,  10869  109).  — 
aï  de  son  log^thme ,  1087.  ^ 
Série  qui  exprime  son  logarithme 
suivant  les  puissances  du  sinus  9  891  « 

Cosinus  d*arcs  imaginaires  ,  187*  «—  hy- 
perboliques. iVo/ir,  310. 

Cosinus  hyperbolique  :  sa  définition  et 
son  expression  en  logarithmes ,  496. 

Cousngtnu  d'un  arc  de  cercle  :  ses  déve- 
loppemens  en  produits  indéfinis»  109t. 

Côtts  :  son  théorème,  173.  »  Vsage  de 
ce  théorème  pour  décomposer  les 
exponentielles  en  facteurs ,  1094. 

Courlis  algébriques ,  19^.  — «  transcen- 
^lantes ,  195  -  270 ,  277.  —  mécani- 
ques, 195.  Nou.  —  Division  des 
courbes  en  genres  ,  102.— Construc- 
tion par  points  ,205.  —  Examen  du 
cours  d'une  courbe  d'après  son  équa- 
tion, a02,  104,  20{,  206,  207, 
208 ,  209 ,210.—  Nombre  des  bran- 
ches infinies  des  courbes  »  206.  — »Leurs 
points  singuliers ,  leurs  points  multi- 
ples ,  leurs  limites,  leurs  points  d'in- 
flexion, aoS.  —*  Leurs  points  de  re- 
broussemeat ,  209.  —  Noeuds ,  ihid. 
Feuilles  »  ihid,  —Leurs  points  conju* 
gués ,  ièid^  Nou,  -"  Leur  centre ,  2 17. 
—  Leur  diamètre ,  ni8.  — -  Leurs  axes, 
ikid,  ^-  Leurs  points  de  serpentement , 
126.  «—  La  nature  et  le  nombre  de 
leurs  points  singuliers ,  2%y ,  228.  — 
Le  nombre  d  intersections  de  deux 

'  courbes,  aaS.  — -Osculadon  des  bran- 
ches d'une  courbe  ;  leur  embrassement, 

r^  aaa.  —>  Détermination  des  circonstan- 
ces du  cours  des  courbes  par  les  séries  » 
230— 237.  ^-  Préparation  de  leur 
équation  pour  faciliter  leur  construc- 
tion par  pointt  j  au  moyen  des  artifices 
de  l'analyse  indéterminée  ,233.  Nott. 
-—Elles  ont  pour  asymptotes  des  cour- 
bes, 2135.— Les  ordres  de  courbes  se 
divisent  en  genres  par  la  considération 
des  branches  infinies  ,  et  en  espèces 
par  celle  des  points  singuliers,  a}6.— 
Nombre  des  oranches  infinies  dont  une 
courbe  est  susceptible ,  237.  —  Leurs 
branches  hyperboliques  et  paraboli- 
ques ,  242.  —  Expression  générale  de 
leurs  soutangentes  ,  tangentes ,  sou- 
oormales  et  normales.  Moyens,  de 
trouver  ces  expressions ,  lorsque  les 
coordonnées  font  un  angle  quelconque, 
a^â,  — Application  du  calcul  diffi- 
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renriel  à  des  exemples  ,  entr'autres  à 
celui  des  n®*«  204,  256, 257.— Cour- 
be contenant  les  centres  des  cercles 
Dsculateurs  d'une  courbe  donnée  T^)» 
364.  —Leur  description  par  le  déve* 
loppement  ,  a6j  ,  a68.  »—  Gmrbcs 
planes  ont  une  inanité  de  développées» 
351.  *-  Les  développées  des  courbet 
algébriques  sont  rectifiabks ,  a68.  -— » 
Expression  de  la  différentielle  de  l'arc 
d'une  courbe,  279.  —  de  la  di£fiirai- 
tielle  de  son  aire ,  aSo ,  a8  i .  —  Esprit 
de  l'application  des  limites  à  la  théo- 
rie des  courbes ,  2184.  —  Q)urbtt  os- 
culatrices  déterminées  par  la  considé- 
ration des  polygones  touchans  et  des 
polygones  touchés,  a68»— -  Courbes 
envisagées  comme  des  polygones, 
n8c— «93.  —  Trouver  l'equation  de 
celles  qui  en  touchent  une  infinité 
d'autres  d'une  nature  donnée,  et  assu- 
jetties à  se  succéder  suivant  une  certaine 
loi ,  090.  «-  Courbe  décrite  par.une 
courbe  donnée  roulant  sur  une  autre  , 
1191— 1193.  —Une  courbe  quelconque 
étant  donnée  »  on  peut  toujours  ea 
trouver  une  oui  «  roulant  sut  une  antise 
courbe  aussi  aonnée  ,  engendre  la  pre- 
mière par  un  de  ses  peints»  293.  ^ 
Quadrature  des  couroes,  490—499. 

—  Leur  rectification,  500  —  314. 
-*  Ayant  un  nombre  donné  d'espa- 
ces quarrables,  ^\y  —  Engendrant 
des  solides  dont  1  évaluation  dépend 
du  cercle,  534.— RectifiaUes,  f3f. 
Trouver  deux  courbes  algébriques^ 
telles  oue  U  somme  de  leurs  arcs  dé- 
pende a'une  di^entielle  donnée,  {  36L 

—  Détermination  des  courbes  pour 
lesquelles  on  a  une  équation  homogène 
entre  l'arc  et  les  coordonnées  rectan- 
gles ,  570.  -*  Construction  de  la 
courbe  dont  la  soutangente  est  une 
fonction  donnée  de  l'abscisse, 60t.— 
Trouver  une  courbe  dans  laquelle  In 
soutangente  soit  à  l'ordonnée  comme 
une  liepe  constante  est  à  la  somme  ou  à 
la  différence  de  Tordonnée  de  cette 
courbe  et  de  celle  d'une  autre  tracée 
d'une  manière  quelconque ,  604»  ««• 
Trouver  la  courbe  qui  coupe  toutes 
celles  d'une  espèce  donnée  sous  un  a» 
gle  donné,  603.— Une  courbe  qui  ea 
touche  une  infinité  d'autres ,  représente 
la  solution  particulière  de  l'équation  dif- 
férentielle du  premier  ordre  qui  appar» 
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tîcflt  à  €ciie*ct ,'  <oS.  •— TrmiTcr  une 
€0«rbe  tcUc  que  €oai»4aperpeiidkii- 
kîf»  abaissées  4'impoiiicdofuié  tnries 
tawBcttc»  soient  épies  eaCr'eUes ,  6M. 
^^Déunem^on  dacpwbei ,  doncle 
ftjon  de  coiirbiiiie  ciC  constant  o«  ex- 
prapé  par  une  fenctioii  de  fuiie  des 
^coofdmiiiées  «  €09 ,  ^14.  —  Eqottîoflr 
ë*iuw  comèe  au  moyen  de  son  aie  et 
^  «a  coarbnre ,  €6 1 . -«  TfooTer  ceDe 
dans  laoneHe  la  tangente  prolongée  de 
parc  et  d'aaii^  dn  point  de  tontact  jtis- 

ri*à  dèim  ordonnées  coffespoodantes 
des  abscisses  données ,  détermine  sur 
ces  ordonnées  des  parties  dont  le  pro- 
dnit  soit  un  mëMmum  on  nn  mhtimwm  , 
84S.  -^  Cottrbe  de  la  pins  vite  des- 
cente ,.  846.  ^on.  /—Celle  miî  pco- 
Aiit  par  sa  rérolation  le  solide  de  la 
ffioindre  résistance ,  847.  Nott.  »—  Dé- 
termination de  celle  dans  laquelle  Fes- 
Bce  compris  entre  la  courbe ,    sa 
▼eloppée  et  deux  de  ses  rayons  de 
coorbure ,  est  nn  mûximam  on  un  mr- 
mmum ,  8*48.  «!—  Trourer  celle  le  long 
de  laquelle  doit  descendre  nn  corps  sou- 
mis à  faction  de  la  pesanr^r ,  et  éproi»- 
Tantde  la  part  dn  milieu  dans  lequel  H 
ae  meut ,  une  résistance  proportion- 
nelle à  la  puissance  nn  de  la  ritessc, 
pour  acquérir  le  ma^àmum  dé  Tttesse  » 
4  {  x.Nou.  —  Courbe  élastique  ;  sa  dé- 
termination ;  die  ei^endre  par  sa  to^ 
eation  un  solide  dont  le  Yobmé  est  un 
minùmum  ou  on  minimum  relatif,  85}. 
^—Courbe  qui,  éousoii  périmètre  don- 
né f  renferme  le  plus  mnd  espace, 
iUi.,*.  Usaee  des  courbes  paraboli- 
ques pour  rinterpolation  des  snites , 
876  «oTS.-r-Déterminer  ceHes  ^  qui  par 
une  double  réflexion ,  renvoyent  un 
rayon  lumineux  au  point  d'où  il  est 
parti ,  .1 144 ,  Noti.  ^Trouver  celles 
dans  lesquellee  la  soniangente  est  ilans 
nn  rapport  constant  arec  la  soosécante 
correspondante  à  une  difirence  don- 
née,  1145. 
*^uriu  à  double  courbure:  leur  g;éné- 
cation ,  )i8.-^-far  f ensemble  deleuts 
lingentes  (bernent  «ne  sntâce  déve- 
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loppnUe,  )4<.  — ^«patkm  de 
profectiom ,  lici.  —  équation  de  Icnr 
tUÊgaate^  346,  347-  —  taw«a»- 
ktions,  347-  —  leur  contact  âircr  des 
surfaces  ,  leur  plan  osculatenr ,  348* 
— -  considérées  comme  des  polygones, 
349.— diffirentidle  de  leur  arc  ,  îUé, 
i-*  lenr  pbn  normal^  la«uf£Ke  den 
plaqs  notmanxj  350.  — *  la'splièfe 
oscnlatrice,  350,  3îV—  l«w  **- 
veloppées  ,  35a.  -«  les  éqnaâom  de 
ces  dérdoppéei ,  3y6.  —  ont  denx 
tmèees  dlnflexlons ,  357.  —  kuirtc- 
tificadott  ,  <ti. 
Cûurhés  rectXablies  sur  une  snr&cc  don- 
née mr  b  sphère,  5'37.  —  qui  déter- 
mineot  sur  une  smtice  donnée  des 
airesott  des  colonies  expriniad>les  al« 
gébriquement  -r mr  la  spbère  ,  538  , 
S39j  540,  J41.  —  sur  les  sur&es 
coniques ,  54a.  —  recherche  de  celles 

3 ni  sont  semblables  à  onelques^imès 
e  leurs  développées,  666 ,  661.  — 
tronrer  l'émiarton  générale  de  celles 
dont  toutes  les  tangentes  font  le  même 
ançleavec  le  plan  des  x,  y.  Sôo,  «- 
qui  résulte  d'une  ligné  droite  tracée  sur 
un  plan  lorsqu'on  a  roulé  ce  plan  su 
un  cylindre  quelconque ,  Uid.  —  Cou- 
ver celle  que  prodoit  une  ligne  droite 
tracée  dans  un  plan  qui  cnreioppe  une 
sur&ce  conique  quelconque,  Sic— 
trourer  celles  dont  le  rayon  de  cour- 
bure absolu  est  constant,  814. 

CiMrr^nrf  d'une  courbe,  sa  mesure,  ses 
variations,  avant  et  après  une  in- 
flexion ,  ou  un  rebroussement ,  i66, 

ûmrkurs  des  surfaces  :  sa  mesure ,  316. 

Crémtr:  sa  division  des  courbes  de  même 
ordre  en  genres  et  en  espèces ,  236. 

Cukdtun  des  solides  «  Jt  j. 

Cytinin  du  second  ordre  •  3 14* 

i;yc/9i</e,27i^a74.«-^n  équation  dédui- 
te de  celle  des  roulettes ,  dça.-—  ac- 
courcie.  -^  alongée,  ioA  —  sa  qua- 
drature ,  498.-^  sa  recdncadon ,  173 , 
Ji3.^*-est  eHe-méme  sa  développée, 
A73 ,  660.  «-  renferme  entre  sa  déve- 
loppée et  ses  rayons  de  cooribure  un 
espace  maschman  ou  minimum ,  848. 
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1«  cakttl  diffifcaMl  par  Us  limites  , 
tiP.OÊk  ^  RenovvtUe  la  méthode  des 
'  Kmit» ,  98f .  iVlMk  --»  Ses.  réflexions 
et  soa  tkéorémesor  ke  quantiiés  tma- 
pmirckt  ite  ,  1^4*  ^  P'^nd  part  i  la 
contesutioft  sur  les  logarithmes  des 
agtebici  népiii&9  ë^p-^i^iOimcfaÈxt 
qu'il  faut  prendre  les  cMnIonnées  né- 
-gBttTesrjte^^tm^seRs^oppeKii  à  celui 
de»  guJPMhéfs  positives  ',  aiDa^-* 

•  Confirme  TesiMeneé  dbpolnt»^  de  re- 
•  bronssementdelgsecoiidrespègeyaSS, 
-'-'Se'-tféthode  pônr-intégrér  *iv»moin- 

ttment  plueîeur»  éqnatkms  dinben- 
tielle»  dupreitner  degrév64fr  et  la  «Mr , 
657.  ^  domme  il  iniègre  r^quaiîaii.dn 
premier  oMire  et  dU  piemîer  degié  & 
deux  ▼ariaMes' ,  650^  ^Sa*  dispute 

•  avec  Eulerstttlft  continuité  de»mic- 
^tîonr  «arbitraire»  des^r  iaté^rale»  des 

équations  difiKrentielleepartielleS)  794. 
'  Sa  manière  de  prâentsF  hss  équations 

•  diffiirentielles  partîeliei,  854.  Nou.^ 
4a  méthode  qui!  a^ébnnée  pour  inté- 
grer les  équations  diffifsemieller  du 
prenrier  degré  ;  ifappli<pie  ansei  aux 
estions  aux  dîfiérenois  ,  97=3^ 

D^ùiittons  :  bot  des  définitions ,  préam^ 
Mi  du'prtmtr  chapitn\  Tann  h 

Dtata  :  triangle,  analytique  ,  118:^  A 
•démontré  la  règle  de  Detcartes  ,  178e 
—  Conteste  Texistence  desrebrousse- 
mens  de  la  seconde  espèce,  i66« 

Ddëmbn  :  ses  formules  d'interpolation 
pour  les  logarithmes ,  pour  les  sinus ,  * 
085 ,  880  »  891.  ^Donne  une  expres- 

•  sion  dn  logarithme  du  oosinn»  par  les 
^issaiiices  dn  sianf ,  891.  Ihie, 

Atfoirm;  sa  règle  pour  oennottre  les  ta-  ' 
•olfiesooshiTesetles  racines  négatives 
d'une  équation  ,  178* 

DhnhpwÊna ,  vA^.  c^  Redietche  de  la 
développante  par  U  connoisiuce  de  sa 
dével<^pée ,  193: 

l>mi(0f^'c  d'une  courbe',  n6f;— Ladér 
veloppée  de  la  cycloide  est  tme  autre 

'  cfclèide  inverse  de  la  ^itemière ,  173, 
6S0.—  La  développée  de  la  spirale  lo- 
garithmique est  une  spirale  sembla- 
ble^ 178,  660. —considérée  comme 
l'intersection  des  normales  consécuti- 
Tfs ,  189* 


lUçtloffits  ;  problème,  inverse  des  Ai* 
vetoppées  j  29  }•  -^  Une  courbe  plane 
a  une  mânitide  développées  »  351.  ^ 
Formation  des  .développées  d'une 
courbe  è  dotible  ^ourburie,  )fft«  — 

. .  Leurs  éqnations'  ^  33 6.  «^  Leur  analo- 

S}t  avee  les  solutions  .pajt>cuii^ês  , 
oS^^développées  successives  d'nne 
même  courbe  \  \txk%  éqiiatîods  f 
660.  _ 

Dépeloppgment  :  distinction  établie  entre 
.  le.  développement  et  la,va|enr  d'une 
fonction  ,  3,4.^  <rune  fonction 
de  X  -j^.ki  pourqjuoi  ce  dévelop- 
pement ne  jçontient  point  de  puis- 
sances négatives  de  il ^  .4.—  de  mût- 
fances  fractionnaires  »  1^  —  <ruiie 
fonction  quelconque  de  deux*  quanti- 
tés liées  entr'elles  par  une  éanation  , 
.IiQ.«.ii6«.«i^ Recherche  du  dévelop- 
pement de  f  (.X  -f^  A)  y  lorsqoll^doîf 
y  entrer  lies  puissances  fiactionnaire» 
de  A ,  1 34.  —  en  séries  des  fonctions 
de  deux  variables,  144, 146.»  d'une 
fonction  de  deux  cjuantités  détermi- 
nées par  deoxiquations  è  trois  varia- 
•bl«i  Tié.  —  de  {  (pi^'k^'^  expli- 
cation par  les  couroes  dea  circons^ 
vtancef  oii  ce  dé^ldppemrnt  conrieiir 
des  puissances  fractionnairer ,  ajx. 
«>.  de  f  (  jr+^  ),  expreMioii  en  li^er 
de  ses  diffibenr  termes ,  238.  Mu. 
des  surfaces  développables ,  331. 
Aintt.  —  de  la  fonction  (i-f-mcos^)", 

459-4^-  — g^^r^i  de  l'accroisse- 
ment de  l'aire  d'une  courbe  :  ses  termes 
représentés  par    la    différence    des 

*  segmens  des  paraboles  oscuhtrices  , 
--490.  MMei-^def(jr^A),  ezpres- 

sîoii  de  la  fimite  d'une  portiôil  qiièl- 

*  conque  dece  dévelo|>^emèm;  106^ , 
1070^  . 

Diamkm  des  courber,  9I7 ,  ni8«  *—  ab- 
solus ^Si^io. —jplâiis^  31 1^ 

Dyfenn€u  :  ienf  tormadon  ^  859 ,  866  i 
85 1.— Lear  analogie avei;  les  puis- 
sances ,  '864^^-869.  ^^Leur  dévelop- 
pement par  le  théorème  de  Taylor , 
«63  ,  865  ,  871 ,  87a.  ^  des  fô&- 
tions  de  pluneurs  variables,  ffCTf, 
868 ,  869.  —  partielles  :  leur  dé- 
finition ,  30.  —  Leur  notation ,  ttSç 
et  la  natt.  —  expression  des  diffiren-. 
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ces  d*ûne  ftnctioD  loncpelct  dîiK- 
rencet  lucccssives  (det  vambles  indé- 
pendantes ne  sont  pas  constantes , 
V^  -  87a.  —  des  foncttoni  logfurith- 
oîques  y  884  y  885*  des  fonctions  ex- 
ponentielles ,  886.  —  des  fonctions 
circulaires ,  887  -  8})0.  —  d«  loga- 
rithmes de  ces  fonctions,  891.  —  ex- 
pression générale  de  la  différence  d'an 
ordreqadconque  d'un  produit  de  deux 
facteurs,  Qig.  —expression  par  une 
tntég^le  définie  des  difEérenca  dex*, 
1139,  **   mêlées.  —  successives  « 

1140. 
jy^iratâattôHm  Règles  pour  la  difRrentla^ 
tion  des  fomctions  d'une  seule  varia- 
ble ,  algébriques ,  13  -  19.  —  trans- 
cendantes ,  no-  ^3 .  —  des  fonctions 
de  deux  variables ,  14  -  s6. 

tHfértndanons  :  lorsqu'on  dérange^  Tor- 
dre des  difRrentiations  indiquées  et 
qu'elles  restent  les  marnes  et  en  même 
nombre,  le  résultat  ne  charge  pas , 

'  a8.  —  des  équations  à  deux  va^ 
nables ,  40 ,  45.  —  des  fonctions 
transcendantes  par  les  limites  ^  91. 
•—  règle  de  la  aifférenti^tion  sous  le 
signe/; 

JHjfhtnùado  (k  Qtrvê.  in  ptrva^^  55»  9 
Nou. 

Dlfértmiation  :  peut  fociliter  l'int^ration 
des  équations,  67a-  675. 

DiffértnttdUs  (  définition  des  )  ,  ç.-^.for* 
mation  dès  divers  ordres  de  dîfiiren- 
jtielles  y  io«  -r  bi  ^iffércndelle  seçon- 


LE 

fend  dans  certain  cas  arec  Taccroisiè- 
ment ,  41.  —  partieUes  (  définitioa 
des  ) ,  3o.  —  des  fonctions  à  plusieurs 
Tariables ,  leur  analogie  avec  les  puis- 
sances des  polynômes,  31,  39.— 
détermination  «mnltanée  de  toutes  les 
différentielles  d'une  fonction  par  le 
développement  de  cette  fonction ,  34  9 
55  ,  36.  —  de  l'ordre  is  de  la  fonc- 
tion-rissr ,  j6 ,  987,  ^  formules 


eénérales  des  différentielles  d'une  équa- 
,  âimJidettxvariablcs9  49«-«-expresûon 
ginécaledei^^/{,i07^iffiretttieUes 
comidérées  dans  les  polygones  d'un 
nombre  infini  de  c6tés,i8l—  logarith- 
miques #  ao.—  binômes ,  leur  intégra- 
Mn  t  380-503.  —  recherche  des 
diSfarentieUes  oa  fonctions  qu'on  ne 
sauroit  exprimer  autrement  «pi'en  se* 
ries  dont  les  termes  ont  une  valeur 
d^crminée ,  g^%  -  9$9.  —  trinômes, 
leur  intégration  »  39S  »  3?^-  "^  itmi^ 
potées ,  ou  dans  lesquelles  l'exoosant  de 
U  caractéristique  d  est  un  nooaiore  frac* 
tionnaire ,  1074.  —  exprcision  par' 
une  intégrale  définie  des  diffirencesde 

«*•,  H39« 

DUtânu:  expression  de  la  distance  de 
deux  points  donn^  sur  un  plan,  197* 
—d'un  point  à  l'origine  des  coordon- 
nées dans  l'espace,  jon.  —  de  deux 
points  dans  l'espace  «  Uàd, 

Dtristur:  usage  du  divisent  commun 
dans  l'éliminiitioii ,  190, 191. 


P- 


^itutNATtOH  des  constantes ,  des 
fonctions  irrationnelles  et  des  fonc- 
tions transcendantes  par  la  différent 
dation,  fo,  53.— des  variable  9  entre 
les  équations  oifiérentielles  f  7(^  «  78 , 
65  s. ,  et  la  Noî€.  —  entce  les  équations 
aux  différences,  994*  r—  des  incon- 
nues dans  les  équations  algébriques , 
169-  192.  -—  successive,  ses  incon- 
yéniens ,  19s.  -—  répond  à  la  recher- 
che des  intersections  des  courbes ,  ni8. 
— r  des  inconnues  des  équations  algé- 
briaues  |Mur  le  moyen  des  polynômes 
multiplicateurs ,  1906  -  969.  —  esprit 
et  propriété  de  l'élimination  1  263  , 
jf^otu  ^^  des  fonctions  arbitraires  entre 


les  é^aâons  ^ffétentielles  partielles , 
83.  334,  S35.336f  337,34a,i4î. 
»— cas  àï  les  fonctions  ne  peuvent 
s'élimmer  séparément ,  76a  —  déter- 
mination du  nombre  de  différeMia- 
tions  nécessaires  pour  &ire  disparaître 
un  «ombre  donné  de  ces  fonctions , 
y6i ,  761.  ^  Manière  d'effectuer  ces 
diffirentiations«763. 
ElUfst  :  son  équation  déduite  de  celle^lu 
second  dej^  à  deux  indétersHnés, 
Ai 3..---  détermination  de  l'eUipse  os- 
culatrice  d'une  courbe ,  «69.  —  son 
aire  ^  comparée  à  celle  du  cercle  ,  495* 
^-  sa  rectification,  série  qui  exprime 
le  quart  de  l'ellipse ,  503.  —transfor- 
mations 


DE  S    MA 

ilklle  de  ion  atc^  505 ,  ^09^— liaison 
ig$  arcs  d'une  suite  d*eUipses  dont  les 
<«ccntrîctcé&  vont  cq  croissant  ou  en 
décroissant  ^  506,  {07 ,  508.  -^  dans 
Jttixt  Qfturbe  la  tangente  d*uh  poini 
.<|yelcQnquc  coupe  sur  les  perpendicu- 
laires ileYées  aui  eitrémités  du  pre- 
mier axe  de«  {Mitiez  «  dont  le  produis 
est  un  maxinuim  ou  un  minimum, '94%^ 

MUipsoïiis  dorévoluiiso*  )«6.  —  leur 
solidité*  leur  aire»  517. --ii allonge, 
nu,  tfellipsQidfi  upplati  est  celui  qui 
xisultc  de  ta  rotation  de  Tellipi»  au- 
tour de  son  petit  axe.-^£quatlou  de  U 
surface  qui  coupe  sous  un  an^e  dsoit 
tQus  ceux  .4e  ces  solides  qui^çot  ua 
méoie  centre  et  leurs  azi^  dans  U 
même  directtoo^  79a, 

Embrasumau  dfis  bninchea  d'um  mhm- 
be,»2i. 

Epicyckidê',  519a. 

BqMuA^f^i'  :  les  équatSana^  de  degié  U^ 

Kir  ont  toujours  une  racine  réelle  ; 
\  tquaticns  de  dcfiré  pair  tordue 
leur  dernier  terme  est  négatif,  ont  an 
moins  deux  racines  réelles9./K/rMf.  10. 
4P»identiques;(  ciéfiuitîoa  et  otage  de»  )» 
bufod.  45»  iVo/tf. -«««  parcourantes , 
lurnàm  ai.  -^  (  diffiremiations  des  ) 
40.  «*^  manière  i^viQvs  les  valeurs  des 
4ioeficiens  différentiels  dans  les  éqna- 
lions  V  45  et  suiv.'<— On  peut,  dans  une 
équation  à  deux  variables ,  prendre 
.celle  qu'on  voudra^  pour  fonction  de 
l'auUf  %  Si  et  sui«.  <«^  Difféaentiation 
des^  équations ,  do9t  le  nombre  est 
moindre  d'une  unité  qve  celai  des 
variables  qtl'elles  contiennent,  68. 
«9^  Manière  de  reconnoitre  les  plus 
grands  termes  d'une  équation  à  deux 
variables  »  9 1^  — •-  Expression  de  1$ 
somme  dm  puissancm  semblables  dm 
racines  d'une  équation  ,  i  f8 ,  i6a  .  ^ 
Jbrmation  d'une  équation  d'après  Im 
mlations  que  sm  racinm  doivent  avoir 
.uvec  celles  d'une  éqwition  donnée^ 
f  6o.-«-Lea  équations  algibriques  pei^ 
vent  tottîours  4e  décomposer  en  fao- 
tenvs  réels  du  seceihd  degré .  «  611^  16  j, 
•«^  à  deux  termes  «  expression  de  leurs 
xacinm  et<  leur  décomposition.en  iao- 
teurs  du  second  degré  an  moyen  des 
sinns  et  des  cosinus,  167-  471. ^i 
décomposition  de  l'équaiioii 

Jlf>ptndic€. 
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ea  Êicteura  dn  MeonA  4egi(^  17a» 
««i-  Résolution  4ef  équations  du  troi-f 
sièxne  degré,  dans  le.  cas  ircéductible 
par  lemo^ea  deasimis  et  dos  cosinus* 
.  47f# -*  formule  des  racines  des  équar 
tions  oui  se  n^poitent  à  la  division  de 
Taie  ae  cercle,  \y&,  «^  Caractèmt 
pour  recfunoîtce  si  une  équation  pro* 
posée  a  des  racines  imaginaiwa^  17% 
•?-  au  quarré  des  différences ,  îéi4 
-^  %u  propriétés,  178,  479,  \%^ 
-»  Règle  de  Dtscanu ,  pour  recon* 
nelue  le  nombre  des  sacînes  posîtîvea 
m  de«  taôaeii  néi^ivm  d'une  iqnatioa 
j^8,  181.  *^R^gle.  pour  en  trouver 
m  racines  égales.  480.  "^  é({uaeion 
finale  résuUante  de  réliostna^ioo  de 
pbsieurs  inconnues  dans  Im  écniatioai 
algébriques,  d^gré  s^u^el  eue  peuc 
monter,  49^%,  96^.  —  récipcoqnm; 
transformation  qui  les  abaisse,  4»4, 
iV()tf.  «^  Usage  du  Calcul  différentiel^ 
|K>ur  résoudre  Im  équations  par  appris 
ximation  ,193.,  494»  -«* équations  qui 
j^éscvtent  en  même  tenu  plusieuei 
courbes ,  1971—  qui  sont  la  somme  dt 
plusieurs  <|u«rrés  «  JII09 .  A^.-*géné- 
taie  des  lignm  du  steond  ordre.  5im^ 
plification  de  eetie  éanatîoa  par  la 
tramfornuyrioadescoordonnées.  ats« 
94  {.  —  de  l'ellipso,  da  ceicle^  de 
l'hyperbole ,  ai  3.  —  de  la  parabole  . 
ai4«  -^  de  Thjrperbole  rapportée  a 
sm  asymptotes,  aa{.  -«•génénle  des 
lignes  du  troisième  ordre,  ai 6.  0^ 
principes  de  leur  oonstniction  par  1*11». 
terscetion  des  lignes,  aa8. -^des dw 
vers  genres  d'éaaations  par  lesquellm 
une  même  couroe  peut  être  repiése»- 
tée,  a3a.  —  de  la  cycloide,  %ju 
— dm  spirales ,  17  J  ,  ^78.  —  du  plan 
et  de  la  ligne  droita  dans  IVspace^ 
*94-a97*  -^  de  k  fphère,  tôt. 
•v*g,énéale  des  surfaces  du  second  de> 
m  9  307.  «^  des  eurfaces  du  second 
degré ,  transformées,  3  aa  .-«Caractère 
auquel  oa  recoanoit  celksdessuriacm 
paniques,  cellm  dm  surfaces  cylindri- 
<qum,  314.  -•»  générale  dmsurfacm 
«oaiqum,  334:  -*^  générale  des  surfin 
ces  cylindriques  9  73  f-  —  générale  des 
«urfrces  de  révolution,  3)6«  0mm  des 
suf£Acef  engendrées^r  le  mouvement 
d'une  sphère  dom  lecentw  reste  dam 
le  plan  des  xet  y,  3^7.'— générales  des 
snrfMcmdéveloppsbles ,  34a. —de  la 
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snr&ct  a^eadrée  par  k  monvement 
d'une  droite  qui  en  tonche  constam- 
ment trois  antres  y  344.  —des  surfaces 
engendrées  par  lemonvement  d'une  l'f 
gne  droite  qui  passe  par  raxe  des  {  et  qui 
est  parallèle  an  plan  des  x  et  y,  344. 
—  du  olan  osculateur  ,   348.  —  de 
la  déreloppie  des  courbes  à  doubles 
courbttros,3{6.  —  des  sur&ces  ju- 
ches, 44 j.  —  écpiatîons  de  condidon 
qui  doirent  avoir  lieu  dans  toute  dift- 
tentielle  exacte ,  84-90.  —  de  condi- 
tion déduites  de  la  considération  des 
turlaces  »  3  ao.  —  de  condition  pour  les 
différentielles  à  deux  variables  «  dé- 
duite de  Tintégration ,  5  ji.  —  de  con- 
didon pour   rint^abilité  des  équa- 
•tions  différentielles  du  second  ordre  à 
deux  Tariables  »  déduite  de  l'intégra- 
tion ,  629.  —  de  condition  relative  à 
Tintégrabilité  des  fonctions  aux  diffé- 
rences, lOflS.  — *Ieur  analogie  avec 
celles  qui  déterminent  les  maxîma  et 
minima  des  intéj^rales  aux  différences , 
1029.  —  primitives  ,  leur  définition , 
415.  —  diffirentielles ,  leur  définition, 
ihid,  —  une  éouation  différentielle  r^ 
pond  à  une  innnité  d'équations  primi- 
tives, et  une  équation  pimitxve  répond 
aussi  à  une  infinité  a'équations  dilfê- 
rentielles^  54*  — une  équation  diffé- 
rentielle ,  dans  laquelle  il  ne  paroit  que 
deux  variables-  et  ob  Ton  n'a  supposé 
aucune  différentielle  constante ,  peut 
toujours  être  regardée  comme  dérivant 
de  deux  équations  primitives  k  trois  va- 
riables f  7{.  —  Une  équation  différen- 
tielle peut  représenter  une  infinité  de 
courbes  différentes  ,  282.  —  Préparer 
une  équation  différentielle  entre  «  et  7 , 
de  manière  qu'on  y  puisse  regarder  x 
comme  fonction  de  y,  ouy comme 
fonction  de «,  59,  63.— -Conditions 
auxquelles  doit  satu&ire  toute  équation 
diffÊientielle  à  deux  variables ,  dans 
laquelle  on  n'a  supposé  aucune  diffi«- 
rentiellecomtante,  6a,  64.  Aucune 
écjuation  homogène ,  par  rapport  aux 
différentielles ,  ne  peut  être  regardée 
comme  ahiurde  t  75*  —  Transform»* 
tion  des  équations  différentielles,  dans 
lesquelles  plusieurs  variables  sont  fonc- 
tions d'vneseule^  en  d'autres  ordonnées 
par  rapport  k  une  nouvelle  variable 
mdépendante ,  73 ,  76 ,  77,  —  à  trois 
^variables ,  79.  —  à  un  nombre  qiid<« 


conque  de   variable»,  Sx.  — ■   Leur 
formation  par  les  limites ,  95.  «««  au 
premier  ordre  séparées,  544.  >»-  ha- 
mogènes,  ou  susceptibles  de  le  dev^ 
nir,  545V  54^9  548*  — *du  premier 
de^  et  du  prenûer  ordre ,  séparation 
des  variables  dans  les  équations  ,  547* 
— -  du  premier  ordre  intégrables  im- 
médiatement,  <f2,  553.  —  duprc 
mier  degré  et  an  premier  ordre  leur 
facteur,  jj6.  —homogènes  du  pre- 
mier ordre  leurs  facteurs  ,358. 
Equadons  différentielles  analogues  inté- 
grables par  un  fiictenr  donné,  560. 

—  du  premier  ordre,  détermination 
de  l'éouation  quand  le  (acteur  est  don- 
né ,  561  -*  56c.  —  llenr  intégration  par 
la  méthode  aes  coefficiens  indétermi- 
nés,  en  employant  des  facteurs  de 
forme  donnée,  566.— du  premier  or- 
dre dans  lesquelles  les  différentielles 
passent  le  premier  degré,  567  -  575. 

—  du  premier  ordre  vpî  s'intègrent 
après    leur  différentiation  ,  573*  «- 
leur  solution  particulière,  578.  —for- 
mule générale  des  équations  qui  s^n- 
tègrent  par  une  nouvelle  différentia- 
tion; 972,  675.<— du  premier  ordre, 
leur  intégration  par  approximation  , 
594  f  601.— du  premier  ordre^  leur  in- 
tention par  les  séries  à  coefficiens  in^ 
détermina,  594.— par  le  théorème  de 
Taylor ,  595 ,  597.— du  premier  ordre 
\  deux  variables  ,  comtruction  qui 
prouve  qu'elles  sont  toujoars|possîbles, 
596k—- du  premier  ordre ,  leur  intégra- 
tion par  les  fractions  continues,  598- 
601.  ».  du  premier  ordre ,  leur  cons- 
truction géométrique  ,  603-604.— dit 
premier  ordre,  leur  construction  par 
les  tractores ,  604. 

Eiuatbns  k  trois  termeâ ,  et  équation  de 
Ri€CMd^  séparation  des  variables  dan 
ces  équations ,  J44,  350. 

Ef  nation  de  Riccad ,  son  intégrale  com- 
plète, obtenue  lorsqnonr  en  connoh 
une  intégrale  particulière,  384.  -—in- 
tégrée par  les  fractions  continues,  (Soi. 
«-^fguations  à  quatre  termes  (  exemples 
des  ]  ,  séparation  des  variables  dan» 
ces  équations,  530. 

Ejuathns  différentielles  du  second  o^ 
dre  qui  ne  renferment  que  des  coefii- 
ciens  différentiels  ^  leur  intégration  ^ 
609.  —  du  second  ordre,  intémtioa 
de  ccIleK>ii  il  n'ienuo  que  te  codGcient 
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éiSkemèA  de  cet  ordre  et  une  des  ▼»• 
fiables ,  609,  611.  —  à  deux  yaria- 
feles  y  leurs  intégrales  successives  ; 
aombre  de  ces  intégrales,  6to. ~- 
du  second  ordre,  dans  lesquelles  on 
transforme  les  dîff&renti^lies  prises 
pour  constantes,  612. -—du  second 
ordre  ,  întéeration  de  celles  oii  il 
n'entre  aue  m  deux  coefficîens  dif- 
ftrentiels  et  une  des  variables,  613  , 
614.  —  du  premier  degré  et  du  second 
ordre  ^  son  mtégration  par  les  trans- 
fermatbns  ,  6iy6i^.  -^  du  second 
ordre,  leur  intégration  par  destràns* 
formations,  609-628. 

Equatianà  difiérefitielies  du  second  ordre 
homogènes  entre  les  variables  et  leurs 
diiKrentieUes  considérées  comme  de 
nouvelles  variables  ;  d'où  dépend  leur 
intégration  4  624  -  628.  —  au  second 
ordre  int^rable  immédiatement^  689. 
•—  du  second  ordre  ,  leur  intégration 

.  an  moyen  du  facteur,  630-036.  -«• 
du  premier  degré  et  du  second  ordre; 
le  {acteur  qui  les  rend  intégrables  peut 
ne  dépendre  que  d*une  seule  variable 

>  et  d'une  équation  du  premier  ordre , 
633.  — du  second  ordre  qui  devien- 
nent intégrables  par  le  moyen  d'un 
facteur  donné,  634«IÎ36.«^  dusecond 
ordre ,  leur  intégration  par  approxi- 
mation^ 637-64{.  — du  second  or- 
dre ,  leur  intégration  par  des  séries  à 
coefficîens  indéterminés,  6^7,64o-64C. 
^^leur  intégration  par  la   série  ae 
Tayhr^  638.  -~  du  second  ordre  et 
des  ordres  supérieurs ,  leur  construc^ 
tion  par  les  paraboles  osculatrices  ,  63  g. 
•—  par  les  polygones,  par  les  cercles 
osculateun  pourle  second  ordre.  iVbre. 
—  des  ordres  supérieurs^  646^661. 
T-»  Intégration'  de  celles  qui  ne  con- 
tiennent qu'un  coefficient  différentiel 
et  l'une  des  variables ,  ou  deux  coeffi- 
ciens   différentiels  consécutif,   646. 
— -  à  deux  variables  du  second  ordre 
et  des  ordres  supérieurs ,  leur  trans- 
formation en  équations  différentielles 
partielles  du  premier  ordre; .(  observ. 
«ur  le  n*.  727 ,  à  la  fin  du  a*  volume  ). 
p—  du  premier  degré  à  deux  varia- 
bles I  leur  Théort»  générale  dTaprès 
JL  g^anp ,  647-65 1   --F  du  premier 
de^^ré  à  coefficîens  constans ,  leur  in- 
tégration générale  ;644.— lorsqu'elles 
ont  un  dernier  terme  fonction  de  jc. 


649 ,  650.  —  du  premier  degré  à 
coemrîens  variables  et  d'un  ordre  in- 
défini ,  susceptible  d'intégration  géné- 
rale ,  65 1.  —  du  premier  deeré  à  trois 
variables,  l'intégration  simultanée  de 
deux  de  ces  équations  par  des  £icteurs , 
659.-«-du  premier  degré  «n  nombre  m 
et  renfermant  m-^'X  variables  »  de  leur 
intégration  simukanée ,  65sHSf9.-** 
d'une  courbe  exprimée  au  mo^en  de 
quantité  sinhérentes  à  la  courbe ,  66i« 
---du  premier  degré,  leur  intégration 
approqiée  par  la  méthode  des  substî* 
entions  successives ,  66si  •  666.  — «  du 
premier  degré.,  manière  de  faire  dis* 
paroitre  les  arcs  de  cercle  introduits 
dans  leurs  intégrales ,  664, 665 ,  66&« 
— «  du  premier  degré ,  leur  intégration 
approcnée  par  la  variation*  des  cons- 
tantes arbitraires  j  666«  Nott»  —  leun 
solutions    particulières  |    667  -  671* 
*^  à  deux  variables,  leur  résolution 
par  les  intégrales  définies,  liao-il^L 
««-  leur  ré^rfution  par  les  intégrales 
/r-«*v</«  et  fu'udu^  ti34«  —  to-^ 
taies  à  trois  variables  du  premier  or* 
dre,  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour 
ou'une  des  variables  soit  fonction  des 
deux  autres ,  701.— dites  sJ>surdes  ont 
«ne  signification  réelle  ,  r^i^.  —à  trott 
variables  homogènes ,  leur  intégrarionf 
707 ,  708.  —  toules  à  tro»  varioles 
du  premier  ordre j^  leur  intégration^ 
*99»    7^'*    70a  >    703.  et  l'addi- 
tion placée  à  la  fin  du  volume,704-709u 
—  à  trois  variables  Qh  les  diffmn- 
tielles  passent  au  premier  degré,  con^ 
dition  de  leur  intégrabilité ,  fo^,^mm 
totales  à  quatre  variables ,  leur  inté«^ 
gration,  711,  712. —  à  trois  varift» 
blés  j  leur  transfernution  par  les  coeffi* 
ciens  différentiels , leur  décomposition 
en  équations  différentielles  partielles  , 
et  leur  intégration  par  ce  moyen  «  7 1 3* 
— -  du  premier  ordre  simulunées  à 
plusieurs  variables^  leur  transforma- 
tion en  équations  différentielles  par« 
tielles ,  7917 ,  et  l'observation  sur  ce 
numéro  à  la  fin  du  second  volume* 
— >  totales  à  trois  variables  du  second 
ordre  j  nombre  de  constantes  qu'ois 
peut  &ire  disparoitre ,  en  passant  par 
cet  ordre  lorsqu'on  ne  fait  point  va« 
fier  i«  et  iy ,  710-713.  —  totales  k 
trois  variables  du  second  ordre,  con- 
dition de  leur  intégrabilité  lorsqu'on^ 
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ny  r^avda  qu^e  dUBicntîdk  da 
pgcmScf  ordre  ceguae  cotittame  p  ite/, 
—  totales  à  trois  TariaHIes  d'in  ordre 
quelconque  ,  recherâie  des  conditions 
qui  doivent  avoir  Ueu  povr  qutelles 
|»oîttent  s*iatégrer  oneou  plnsieiin  feb 
de  suite,  714,  91),— ^du.prenner 
ordre  à  m  variables,  et  nomose  des 
^conditions    nécessaires   pour    ipi*on 
puisse  y  regarder  une  variable  comme 
fonction  de  toutes  les  autres^ou  qu'elle 
oit  pour  intémletme seule  iquation 
primitive  9  7  lS« 
Xfuatiûns'àittkttnûéiei  partielles  du  pre- 
mier  ordre,  leur  intégiatîon,  7&6« 
94i«  —  partielles  du  premier  *  ordre 
ik   ttob   variables  y   dbns  lesquelles 
les  cocficlens  diflérentids  ne  mon- 
tent qu'an  premier  deg^,  leur  in- 
fection.  7^7  -  724.  —  partielles  à 
trois  varistt>les  du  premier  ordre  ^leur 
int^ale  générale  déduite  de  Tinté- 
..giale  complette  renfiermant  deux  cons- 
tantes arbittaires,  719,  7nr,  731; 
«-ipartielles  du  premier  degré  du^r^ 
jnîer  ordre  àttoîs variables^trantfbr- 
mation  qui  les  ramène  &  des  éauations 
diffirentielles   il  deux  variables  par 
rapport  i  la  quantité  qui  doit  emrer 
sous  la  fonction  arbitraire ,  768.  Ab/e. 
«^partielles  du  prensier  orare,  leur 
Correspondance   avec  des  équations 
différentielles  à  trois  variables  qui  ne 
satisfont  pas  aux  conditions  dlatégra- 
bilité,  8o6»— «partielles  du  premier 
ordre  à  quatre  et  à  cinq  variées  et 
dans  lesquelles  les  coefficiens  diffésen- 
tiek  ne  pussent  pas  le  premier  degré,- 
leur  iatè|mtion  ,  .fuj  -,  7216  /  708. 
*««  partielles  du  premier  ordre  k  quatre . 
variables,  conditions  de  Knt^gsation 
simultanée  de-deuR-équaiicns  de  ce 
genre,  7a9.^-p<rtîelles  du  premier 
ordre  i  trois  variables  ^  paseeot  le 
premier  degré  par  rapport  aux  cœffi*- 
•ciens  diffbentiels ,  leur .  idt^atîon  ^ 
7  3O-740.  «^partielles  du.  premier  «or- 
dre ï  tiwt  variables  qui  passent  is  pre* 
siifer  dfpé  par  rapport  aux  coefficiens 
diff(rcatieb,  moyen  do  les  intégrer 
en  les  décomposant  en  deux  autres» 
f  40  et  b  iMft.«-partieUes  du  pseasier 
ordre-à  quatre  vanables  qui  passent  le 
premier  degré  par  rapport  aux  coeffi- 
ciens difiérentiels^  leur  intégration , 
741 9  741.  i-*  partielles  des  ordres  su- 


|>érieucsqm  s'abaissent  (HMeremlncdr 
immédiatement  à  des  équations  difi^ 
tca^ielles,74},  744.  — partieiks  àw 
secondoidreàtœis  varioles  et  du  pre-' 
mser  d^é  par  rapport  aux  coefficiens 
difiSrentieb  de  cet  ordre,  leurlnté-^ 
^tioo  ramenée  àceUesde  deuxioua- 
ttous  difEioentieUes  du  premier  orore,- 
745  -  7cn— -partielles  du  pcemîer  de- 
^  et  du  second  ordre,  «teur  ini%ra- 
tuM  lorscpi'eUes  peuvent  avoir  une  in-' 
t^jgrale  du  premier  ordre^  7^0 ,  75H 
•^.partielleo  du  troisièmeordre  ou  de 
Tordre  n  et  du  premier  dmé  par  «rap- 
port aux  Gocmciena  différentiels  de' 
cet  ordre»  leur  int%ration  ramenée  à' 
oelle  de  deux  équations  diffirentidies 
du  premier  ordre ,  7^758*  ^— *  psr-- 
ttelies  du  tioisîéme  ordre  ou  de  lor--    , 
dre  n,  ne  contenant  quelescoeffidens 
différentiels  de  cet  ordre  au  peipier 
degré». et  multiplier  par  des  constan- 
tes, leur  ittcégsatk>a,  70-7SS*— * 
partielles  dueeeondordreamaue  va<* 
riaUes  et  du  premier  degré  par  rap- 


Krt  aux  coefficiens  difl&cntiek  de 
rdre,  leur  intégration  ramenée  à 
ceUe  de  trois  équations  différentielles 
du  premier  ordre»  757, 758. —«par- 
tielles à  trab  variables  ^  nont 
point  dlntégtalede Tordre immédîa-' 
tement  intérieur,  7f 9,  760. «—par- 
tielles à  trois  variaUes,  (dans  Tiaté- 
grale  ^e  laquelleon  ne  peut  finre  dîs- 
paroitre  qu^én  même  temps  Les  deux* 
tonctions  asfaitraires.,.7te.— «partielles 
du  second  ordre  k  tiois  variables  -, 
examen  de  Tétcndae  de  leurs  inté- 

Sâles,  761,  764,  y6f.— parrifllw, 
éorie  générale. de  leur  £M«ation  , 
764 ,  705.  —  partielles ,  lents  Mu- 
tions particulières»  766,  767.«— 4NLr^ 
tielles  daseccmd  ordre  à  trois  varia- 
bles 9-  leur  int^potion  parltt  séries 
tentée  par £af/ier,  1768.  — rpartieUes  du 
second  ordre  du  premier  é^ffk  et  à 
trois  variables ,  leur  intépatîoa  par  les 

•*^»  769-774;  777»  778— far- 
tieHesdu  -second  ordre  et  du  preorier 
d^eréà^trob  variables ^-méthodeque 
Emer  emploie  pour  en  trouver  unein- 
finké  quisoien^jnt^Rdyles,  769.  AIm;?,. 
•—  parâelles  du  second  ordre  du  ;pre-^ 
mier  degré  et  ili  trois  variables  ;  leur 
tiansfi>rmatîon  par  rapport  anxquaa* 
rites  qui  emrent  dans  m  Sanctions  ar- 


.  j»anier4iesri,4)tt«oaDnd  «vdre  et  à 
Jrois  Tanablet ,  'aÛA'adBiMMitfDint 
d'intigralegilléale  mêemufitds^u 
\V,\k  correttiauJi  labi  du  tvoiiième 
▼oliune).  — fMrtieU«s4a  ftsenier  de- 
ê/ti^  dii  iccood  ordre  «s  à  tms  "v«ria* 
blés  «  dlgcesMoasiK  la&rae4e leurs 
iiu^gnilei ,  77^,  776 ,  et  l'addition  à 
ce  dernier  if».dansie  nok îteie  ▼oleihe» 
-^pertUUes  du  premier  d(^,  leur 
intégtaûoapar  la  «létbode  £s^coeffi« 
cteni  iadétermioés,  780.  —  iMetielles 
du  prtoiîer  degré  à  ooefieieas  varia- 
blfe  fi^néralf  Bpent  ini^gmhlf  ■  >  «Bk . 
JifMaÙMs  dîfi&rentieUes  pnlLdlcft  à  «oU 
variaUet,  ne  cooienaotqu  ies*oeeffi- 
•cie»  dlfféieatiâls  et  œt  onke  nulti^^ 
(^léspardcafoactîonft4le«e«x  d«g>r^ 
nier  ,  on  une  fiaoccion  qœloooqae  de 
ceux  du  second  «rdre;-  tianwnna* 
tîooi  qui  «oodulicmt  à  les  înÉ^grer^ 
jSn-Jj^,  7^6.  —  «artîeUes  dueeoond 
ordiei  aeU  imrîaUcs,-<|ai  fanaot  le 
pfeaaîer  4^fà  oar  rapport  aux  coeffi- 
CÎC0  de  «cet  «oMte  ;  xemarupè-ior  leur 
int^aiîoa»  785*— pactiellei  à  trois 
Vasîablesy  ker  ideolutioii  par  les  inté- 
,ttaks  définies,  naao-  iifa.— -par- 
HillesàouamitacieUes,  knriésolu- 
«âen par  les intégralts définies^  ^^^3* 
«M#puiîeUés  i-ipialfeiFamUes  ^1  se 
leppoiteatou  «oot^meot  des  fluides , 
lenr  iatfasatîoB  par  leaséâest  se.  Mou. 
•«^.partielles  à  quatre  iraùables,  qaî  se 
fipportentàlattropagationdujQO^  ià» 
Mm,  — ^  paitkUes  du  preniier«edre  i 
leur  ooneunction  géoaétrique  par  les 
sncfisceseoorbea,  7JB7.— Gonstnwdon 
géométrique  dos  imiyales  de  <piel- 
qnas-NMs  deceséquatioM^,  7%^93« 
«^partielles  du  pfenicr  dogré,  4tt  $e« 
-oond^rdfeet  1  tioirvacidNes  y  déter* 
jwaatio»  des  éanedons  mrUtraîres-quI 
ontieot  duas  lenr  intégraky  797.  -^ 
partifUfa,  Biaaîéie  dost  -Daleinbert 
écriroit  ces  équations  «  ^54.  iWMe. 
MfMdmt  difiiraitidks  à-trois  variables 
qui  nesatisfoot  paaaux^onditîons  d^ 
tépdbilité  «leur  intégration  «798-81 4. 
«^u  premier  oidre^danslesqueUes  les 
diSmutteUes  ne  passent^ias  le  premier 
d^ré  •  798-6os."-*teottvcr  I»nHi  le 
nouabce  infiiù  d'équations  jpfîmtttves 
•^  répondent  à  mie  de  ces  équations^ 
.  cdtct  lipî'snnt  jdgébriçies^  8oo*  — 
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o\k  ki  difBeeolieUes  passent  le  premier 


4egié, leur  înaégiation,  8Q»4lnf .  — 
«du  -prensier  osdre ,  leurs  intigralea  dé- 
duiifsde  la  vanaaion  des  eonstsaons  ar- 
bispaires  et  lemsâolntionsparticulîères,' 
&4  9  805.  — 4iu  ptemier  oidre  «or- 
fiaipondent  1  4es  éqnafions  dîfi&ren- 
tieUes  partielles  do  tM«inîertc»dse,3oé.' 
•-^du  premier  owe^  leur  ooittltuc- 
tion  paur  les  courbes  1  double  «our- 
bme,  807 -Su.'- leur  corampon-» 
danee  avec  les  équadcoa  dtfffcrenaKlIes 
âotaksv  prouvée  par  la  considération 
des  camoiésbtimies  et  des  aitéies  de 
tebaouaafmfntoessucfaoes^  8a*i« 
Efuaihht  du  secead  ordre  ,  ^emarfàe 
our  leurs  îotéeiales,  81a -814.  «—  du 
aooond  ordse  répondent  à  4es  qaes*' 
tions  géométriques  »  814. 
EquétdÊfkt  auK  di&Moces  à  deux  wia-' 
Mes,  de  melle  pwnièreoUes  fiant  «on- 
urine  la  fonction  cherchée;  combien' 
la  série  qu'on endédint  doit  tenfenner 
Àt  termes  aibinaires  »  970.  —"Ces  ob- 
onjMut  les  transfiofoier  en  é^uationa' 
dlf&endeUesd'on  nombre  fiai  tdeter- 
mes!,  «elles  pénitent  <oufonrs  ètxt  Cians- 
formées  en  une  équation  d'un  nombre 
infini  de  teraies,  971-099.  «^adx- 
diflérences -du  premier  dc^àdeuz 
variables  et  à  coeffideos  oonuansy^ 
974  9  971*  —  !«»<'  intégraéon  par  ks 
'fenctions  géoésatrioes,  i^ip^  104OJ 
périodiques  amx  diffibenœs,  leur  in* 
té^ratioA.  Equatkms  aux  diiGbences- 
^ttt  se  remènent  nu  preoaier 4egré.  par 
le  m^en  des*  logaritbmm ,  j^  *— i 
aux  diffirences,  lem  nitferaaion  .par 
les  coefficiens  indéterminés,  985. -«' 
nnx  dîfiiienceSyJenr  inté|^»cion  brs- 
oue  les  diffibences  de  la  variaiMe  in- 
dépendante nesontpasoonstaaiei|988. 
-^imégraâon  d'^me  équasien  de  ce 
qsnie  parlm  séries.  Nm.  —^  appUca-' 
mm  aux  équations  «ux  ordres  enpé-' 
'rieurs,  989. <— aux  -diffiaences,  de 
l'élimination  entre  un  nombee  m  de  cea' 
équatmns  contenant  4»4-i'«triafales  y- 
994*  *^  sentrantss  aux  tiinéaenees  ^« 
99^*  **"  ^^^  dunnonott)  mtégsotion 
simultanée  de  ptusieors  éqnationa;aux 
dîffitences,  û^6.«*>aux  diSbenees,- 
sMtnre  des  aroitraires  qui  entrent  dans 
leurs  întégi^es ,  998-^tboou  — -  dé- 
temimation  de  ces  arbitraires ,  aooi. 
v'^enr  oomtruction^  1001-1^304^- 
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aux  dîSéfencet,  diteminadim  des 
direiseï  espaces  d'întégralet  dont 
«ne  mime  équation  est  susceptible  » 
100$  - 1009.  -*»  aux  difiéfcnces  »  leur 
résolution  par  les  intégrales  /r-*«viAi 
et  pflviu ,  1 1 34.  — -  du  premier  de^ 
aux  différences  partielles  à  trois  Tana- 
bles  et  \  coefficiens  constans ,  leur  in- 
tégration y  1011  - 1019.  *«  celles  à 
({uatre  variables,  1020.  —> aux  diffé- 
rences partielles  du  premier  degré^  à 
trois  variables  et  à  coefficiens  varia- 
bles, leur  intégration,  loai-iOa^. 
— »  du  même  genre  dont  Tordre  dé- 
pend d'une  des  variables,  ios6, 1017. 

ttquaàons  aux  différences  partielles  à  trois 
irariables  et  à  coefficiens  constans  ^ 
leur  intégration  par  les  fonctions  gé- 
nératrices^ lOji  -  io{5«  —  aux  diTO- 
rences  mêlées ,  .ou  contenant  à  la  fois 
des  différences  et  des  coefficiens  diffé- 
rentiels, 003.  -—  aux  différences  mê- 
lées aux  aifierences  successives ,  leur 
formation,  1140-1141.-— leur  appli- 
cation à  la  Géométrie,  1143-1 14S-^ 
leur  usage  dans  Tanaljrse ,  1 1 46.  -—  li- 
néaires. (  Vcyv^  équations  du  premier 
defpé.  ) 

%ssau  dè*Géométrie  sur  les  plans  et  les 
sur&ces  courbes  ,  préambule  du 
Chap.  V,  T.  I. 

[Etf/ler:  les  développemens  qu'il  donne 
d'un  arc  par  les  sinus  de  ses  multiples,' 
Introà.  44.  •—  par  des  produits  indé- 
définis  de  cosinus ,  de  sécantes .  Inxroà. 

Îé.'fc—  Ses  idées  sur  la  dérivation 
es  opérations  algébriques  les  unes  des 
antres»  8.  Non.  \t  développement  de 


,  36.*-i^  démontre  le  théô- 


rêne  de  Newton  sur  les  racines  des 
équations ,  16a  —fiait  connoitre  ta  na- 
ture des  logarithmes  des  nombres  né- 
gaàis,  183.— «sa  méthode  d'élimina- 
tion ,  191.  —  sa  division  des  courbes 
de  même  ordre  en  genres  et  en  espè- 
ces^ a  j6.  —  donne  l'explication  d^une 
difficulté  que  présente  l'évaluation  du 
nombre  des  points  qui  déterminent 
«me  courbe  d  un  ordre  quelconque , 
S19.  Noît.  —confirme  l'existence  des 
points  de  rebroussement  de  la  seconde 
espèce ,  966.  —ses  travaux  sur  les  sur- 
faces courbes ,  préambule  du  Qiap.V^ 
T,^.v—  ses  recherches  sur  l'intégration 


des  différentidles  dans  lesmèDes  tntie 
un  radical  du  second  degré  contenant 
les  (|natre  premières  puissances  de  la 
vafîable,  599.  — sur  le  développe* 
ment  de  la  fonction 


^  1  4- >*€Os  r )•,  46J.  — i  donne 
méthode  générale  pour  obtenir  Ict  in- 
tégrales par  approximation ,  470.  — « 
transferme  le  premier  les^intégratea 
doubles,  530.  —  s'occupe'  de  Ui  re- 
cherche des  courbes  quarrables ,  etc. 
53ft.— résout  le  problême  des  deux 
courbes  conjointement  rectifiables , 
f  36.'  résout  le  problême  de  la  courbe 
rectifiablesur  une  sutêkc  donnée,  5  37. 
»v  sa  méthode  pour  intégrer  les  équa- 
tions diffèrentidles  du  premier  ordre 
en  les  multipliant  par  un .  facteur , 

i\x  '  560.  —  renverse  le  problême  de 
\  détermmation  des  âaeurs,  561-565 . 
—  remarque  qiitlt  hctear  d'tme  équa- 
tion difinentieUe  du  premier  ordre  . 
étant  ég^lé  à  s&ro ,  en  donne  une  inté- 
grale ou  une  solqtion  particulière,  f  89. 
—sa  solution  du  problême  des  traîeo- 
toires ,  605.  —  râout  le  problême  de 
la  détermination  des  conroes  qui  sont 
semblables  à  leurs  développées ,  66o« 
*-  perfecdonne  ia  méthode  que  £«- 
mage  avoir  donnéepour  parvenir  à  une 
équation  primitive  entre  les  variables 
des  transcendantes  elliptioues,  670. 
•»  exemple  des  artifices  qu  il  emploie 
pour  intégrer  les  éonadons  dilKreo* 
délies  à  trois  variables, 706. —idée 
de  la  méthode  qu'il  emploie  pour  in- 
tégrer les  équadons  différentielles  par- 
delles  du  premier  ordre  à  trois  varia- 
bles ,  740.  Noté,  — ^  satisfidt  à  des  équa- 
dons diffèrendelles  pordelles  du  se- 
cond ordre  à  trois  variables  par  des 
équations  primitives  ,  sans  pouvoir 
obtenir  leur  intégrale  première ,  7J9, 
—  tente  llntégratiou  des  équadons 
différentielles  partielles  par  les  séries, 

768.  —  méthode  qu'il  emploie  pour 
obtenir  des  équadons  différentielles 
partielles  du  second  ordre  intégrables  , 

769.  Noie.  *—  propose  la  question  des 
surfaces  équivalentes ,  791.  —  donne 
une  construction  de  celles  qui  répon- 
dent au  plan ,  703.  -^sa  dispute  avec 
Daiemhert^  sur  n  continuité  des  fbnie- 
tions  arbitraires  des  intégrales  des 
équations  différentielles  pardelles,794. 
«I»  s'occupe  du  pro^ême  des  isopetî- 
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mètres  qui  a  conduit  ï  la  métbodedet 
▼ariatîons,  838.  Note.  — -  sa  notation 
dans  les  ^nations  différentielles  par* 
tielles  a  prévalu, 8^4.  iVofe.— înutiUté 
des  parenthèses  qu  il  emploie  dans  la 
notation  des  coefficiens  différentiels. 
Comparaison  de  cette  notation  avec 
celles  de  fTarirg  et  de  Lagrangc ,  862. 
Note,  —  fait  dépendre  les  intégrales 
aux  différences  des  intégrales  aux  diffé- 
rentielles et  des  coemdens  différen- 
tiels ,  913.  —  sa  méthode  pour  déter* 
miner  les  coefficiens  numériques  du 
développement  de  ^a'y  %  9a3«  ^ 
extrait  ae  ce  qu*il  a  donné  aans  son 
Calcul  différentiel  sur  Tintégration  ap- 
prochée des  fonctions  aux  uifférenceSy 
936 ,  997.  —  formule  Iqu'il  a  donnée 

E>ur  la  sommation  des  suites  dans  son 
alcul  diffirentiel ,  932-937.  —  ses 
recherches  sur  les  produits  de  grands 
nombres ,  947.  -—discussion  entre  lui 
et  Daniel  Bemoulli,  sur  les  limites 
des  séries  de  sinus  et  de  cosinus  »  95  f  • 
'—«applique  la  sommation  des  suites  1 
leur  interpolation.  Ce  qu'il  entend  par 

funcdonts  intxpUcâhiks  ^  $53'  **  '*7 
marque  la  forme  des  arbitraires  oui 
doivent  entrer  dans  les  intégrales  des 
équations  aux  différences  ,  909.  — 
donne  le  terme  général  du  développe- 
ment de  la  fraction  rationnelle  dont 
le  dénominateur  est  du  second  degré 
et  n'a  que  des  facteurs  imaginaires  ^ 
1 044.  —  trouve  les  limites  de  quelques 
séries  divergentes ,  1048.  — '  donne 
un  cas  particulier  du  dévelof^pement 

C^y$/^^  lojo.  —  détermine  par 
Calcul  différentiel  et  le  Calcul  inté- 
.gral  la  somme  d'un  g;rand  nombre  de 
suites  j  1058.  —'séries  qu'il  désigne 
sous  le  nom  d'hyjftrgéomémauesj^^  1 06a. 
—  emploie  une  intégrale  définie  pour 
obtenu  h  limite  de  la  série  diver- 
gente 

1  — x.i-|-j.a.3  — etc. 
io6{.  —  se  sert  aussi  des  fractions 
continues.  Note»  —  donne  la  somma- 
tion d'un  eenre  de  suites  formées  par 
la  multipfication  des  termes  corres- 
pondans  de  deux  antres,  1068.—' ses 
tiavanz  sur  l'interpolation,  1071.^* 
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considère  les  différentielles  dont  l'or^ 
dre  est  désigné  par  on  exposant  frac^ 
tionnaire ,  1074-  —  ««  travaux  sur  la 
détermination  des  valeurs  et  des  inté- 
grales définies,  1076.  —  décompose 
les  exponentielles  en  facteurs ,  10^. 
*-  transforme  en  série  le  produit  d  on 
nombre  de  facteurs  ^  soit  nni ,  soit  in- 
défini ,  1097.  —  ses  recherches  sur  lesi 
diverses  manières  dont  on  pent  former 
nn  nombre  par  l'addition  de  plusieurs 
antres,  1098,  —  Mémoire  inédit  sur 
les  intégrales  définies,  1107.  —  soa 

opinion  sur  la  transcendante, y -r—  g 

1119.  —applique  les  intégrales  défi- 
nies à  la  résolution  des  éauations  dif- 
férentielles i  deux  variables ,  1 1  âo; 
^  cherche  i  déterminer  les  intégrales» 
définies  qui  répondent  à  une  équatio» 
diftérentielle  donnée,  iij24. -^  a  réf 
solu  des  problèmes  de  Géométrie  re- 
latifs aux  équations  aux   différences 

mêlées,  1143,  1144- . 
Expcnomelleij  leur  ori^ne  et  leur  déf- 
veloppement ,  Introd.  ^1 ,  a J. —leur 
développement  par  les  limites,  IfU.^i» 
— ^  expressions  des  sinus  et  des  connus 
par  les  exponentielles  imaginaires , 
Introd,  37.  ^eur  différentiation ,  ai. 
•—  par  les  limites ,  93.  —  imaginaires , 
184,  iSj  ,  186.  —  ont  la  propriété 
de  satisfaire  aux  équations  du  premier 
degré  à  coefficiens  constans  de  quelque 
oçore  qu'elles  soient  ,618 ,  648.— leurs 
expressions  en  produits  indéfinis,io88« 
--îeur  usage  sous  cette  forme  pour 
sommer  les  séries  des  puissances  néga- 
tives\io89-xo92.— recherche  de  ces 
demiares  expressions  par  un  procédé 
purement  algébrique  ,  1094-  1096.  j 

Ecrasions  qui  deviennent  —  dans  cer- 
tains cas,  135-139»  M1-M3.  >47- 
— •  de  celles  dont  le  numérateur  et  le 
dénominateur  deviennent  infinis  en 
même  temps ,  ou  qui  sont  la  différence 
de  deux  quantités  infimes  ,  140.— qui 
sont  réellement  indéterminées  Ion-: 

qu'elles  deviennent  - 1 00, 143, 147. 
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1. 4tCittiltiitî»fit  é^oA  jpcodhil 

iposé4*iMi  ttombre  ciAclanuyie  de 

fiHSleiirf  »  i6.  •«-  l'ordre  des  âctean 
4*iMi  produit  peut  être  chaagi  »  et  le 
ptoduit  deoMi^  le  mène»  jB-  Mm. 
«M  doivent  tire  ccuf  qui  muttlpUeat 
le»  (bficÂon»  diffkeiitieUes  pour  for- 
^MT  de»  é^ftèàom  qui  âyeut  Uea  es 
laCflM  teflDpt,  S4--^P^P'^  ^  rendre 
^tknmelle  une  eipr€ftsu>n  Irratioa- 

adle«  j8)» 
JB^cMir  propre  à  rendre  intégrable  une 
équation  différentielle  du  premier  or- 
dre, {54-s^5*'-*déteraiîaanondQ  fiic« 
teur  quand  on  a  Téquation  intégrale  , 
M.'^pout  les  équations  du  premier 
ordre ,   lonqu^l  ne  doit  renfermer 

Jju'utte  des  vaiiables^  J56.  —  d^ne 
qaatîon  du  premier  ordre ,  composée 
)de  deux  parties  qui  ont  chacune  un 
iKommuo  diyiveor.,  ^57*  —  deséqu». 
lions  diffirentîellesiiomogènes  du  pre* 
xnier  ordre  et  deceUe  du  premier  degré, 
tffg.j6o.««des  équations  du  premier 
•rdre^flAoyen  proposé  par  M.  TnmU^^ 
pour  les  déduire  des  intégrales  et  des 
solutions  particulières  9  S89*f93*  — 
piopre  à  rcfidre  intégrable  une  équa- 
tion différentielle  du  second  ordre , 
.  sa  recherche  en  général,  630.^ors- 
<iu*il  ne  doit  pas  contenir  le  coeffi- 
cient di^renciel  du  premier  ordre  » 
M I.  .i—  recherche  de  ceux  oui  rendent 
uitégrables  simultaném^t  aeux  équa- 
tions d*un  ordre  quelc6ii(|tte  %  trois 
variables,  6(9.  -—  déterfhmation  du 
£icteur  propre  à  rendre  intégrable  une 
équation  différentielle  du  premier  or- 
4re  à  trois  variables.  <«*  éqnations  qui 
doivent  avoir  lieu  lor^qu  il  existe  ^n 
tel  faeteuf .  foft.  •--  propre  à  rendN 
Intégrable  une  équation  diffllrentielie 
à  4  ou  à  m  variables ,  conditions  qut 
doivent  airoir  lieu  pour  que  ce  fiiettur 
existe ,  7 1 1 ,  7 1  a.  -%  propre  *  rendre 
intégrables  les  équations  difféNUtielles 
1^  deux  et  à  trois  variables  ;  cercle 
yicieux:  que  présente  sa  détermina- 
tion ,  719.  •—  recherche  du  facteur  qui 
rend  intégrable  l'équation  du  premier 
degré  d*un  ordre  quelconque  aux  dijSFé- 
/toces .  997.  «r  recherc|Le  de  ceux  qni 


ittidenc  SmémKfaa  tei  iqiafînBi  ^ 
différence»^  tomiMns  des  éqpwtîcmi 
dont  ils  dépendent,  loaS. 

Faadtù  numériques  »  ce  que  c'est,  11  ot. 

AwiZe de»  surfaces cottibes,} 34,  53e- 

Fam  de  Dmllitr ,  ses  (paereUci  aver 
Léibnits»  i«44. 

FittUia  d'une  courbe  ,  209. 

F/Ksr/tfu  (  méthode  des  ),  v«ya(  la  Pli- 
face. 

Fon€cn€x{lL  Daviet  de  )  s'occnpe dr 
réquadoo     t(j?)^sç(AJr)-^»^ 
988.  Nme. 

Fanetioms  ,  leor  définîdon ,  latnuL  u 
-—  expUcitcs  on  implicites  »  Imrodm  %• 
—  algébriques»  on  transcendantes ^ 
Innod,  |,  intefscendante»,  %7^*^^ 
distinction  entre  km  éirtiop^fuauitL 
et  leur  valenr ,  Inlmd.  ^  -^  dûms  nne 
fiuietion  ordonnée  par  rapport  ans 
pnîssancet  de  x  ,  on  peut  toujours 
prendre  x  assex  grand  ,  pour  que  le 
terme  affecté  de  U  plus  haute  puis* 
tance  soit  supérieur  4  la  somme  de 
tous  les  autres ,  Intr^, .  A.«-4usGepiî- 
blés  de  limites,  /air0tf.ii,  la,  i]^ 
«—  algébriques^  leur  développenaent, 
I«yo£  15. 

AeciMor  transcendantes  ;  développa 
ment  des  fencdoo»  transcendantes, 
Imrûd*  31.  ««i  changemcna  d'une 
fonction  de  « ,  lorsque  ^  devient 
Jc-^A,  I.  —Recherche  du  dévelop* 
pement  général  d'une  (onction  de 
jr4*'^t  ff  6f  7.  ««^antre  manière 
d'airiver  an  développiemcn  de  £(«-t'ék 
inivant  les  puissances  ascendantes  de  % 
U19.  *-  Moyen  d'obtenir  les  fonctions 
dérivées  de  la  fonction  primitive  •  %, 
-i—  deux  fondions  égales  ont  leufS 
différentielles'égales,  15  —  diffb^ 
tiation  du  proauit  de  deux  fonctions , 
;i6.^-»*déve|pppement  des  fonctioosdf 
plusieurs  variables  auivant  les  puissa^r 
ces  des  aocroissemens  de  ces  variables  , 
a;  . a6.  3».  Jî  »  J7f  W-  —  «^^uiit 
le  développement  de  ^x+k ,  y+1^  • 
de  celui  desjpuissances  du  binôme,  yu 
•»  dififérentiatîon  des  fonctions  reqr 
fermant  un  nombre  quelconque  de  va- 
j-iables,  ^7.  — -  développement  des 
^ornctions  en  séries,  9<*-io6.  — -  étant 
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^kMmée  k  fonction  ({x ,  y)==o  »  déve- 
l<mper  en  sérîe  ordonnée  suivant  les 
poissances  de  jr ,  U  fonction  quelcon- 
que FÇx^y)^  1  lo.— 4ur  ce  que  devient 
le  développement  de  f/x+A:)  daiis 
certains  cas  particuliers  I  128. ^-tontes 
les  fonctions  qui  renferment  desquantif 

tés  telles  que  <s+^V^ —  1 ,  peuvent  se 

lamener  à  la  forme  ^±Br  — *i,i64, 
«i-intégration  des  fonctions  d'une  seule 
variable ,  358.  -^  recherche  des  fonc- 
tions qui  rendent  algébriques  des  inté- 
grales données,   5 ja-{4n.— intégra- 
tion des  fonctions  de  plusieurs  varia- 
bles ;  classification  des  diverses  espè- 
ces d*équations  dîfférentieHes  .qui  peu- 
vent en  résdter,  698.— -récapitulation 
de  celles  que  l'on  peut  intégrer  aux 
différences,  9IU— <|ue  i*on  ne  peut 
exprimer,  ainsi  que  leurs  diffirentielles, 
que  par  des  suites  infinies  ,  5^  3—- arbi- 
traires, lenr  élimination,  83,   760- 
763.— arbitraires^  leur  détermination , 
334$  341 9  344.— arbitraires  des  inté- 
grales des  équations  difiérenticfUes  par^ 
tielles,  peuvent  être  discontinues  ,794. 
-«arbitraires  des  intégrales  des  éaua- 
tions  différentielles  partielles,leur  déter- 
mination Jinalytique,796.i— arbitraires, 
leur  détermination  par  des  conditions 
relatives  aux  diffirences  ,  990^63, -« 
arbiraires,  leur  détermination  quand 
eHes  entrent  (Pune  manière  transcen- 
dante dans  les  équations  primitives , 
993.— arbitraires ,  la  nature  de  celles 
qui  entrent  dans  les  équations  aux  diffé- 
rences, 998-IOOO.— leur  détermina- 
tion, 1031.— leur  con«tniction,iooa- 
1034.— drcolaires ,  leurs  développe- 
mens ,  Int.  3*3  ,  4i«— par  le  Calcul  dif- 
férentiel ,  09,  loa  10  j.— par  le  Cal- 
cul intégral,  408 , 410 1  41a ,  50a.— 
leur  diffirentiation,  aa,a^,  9^.— leur 
intégration ,  439*469.— leur  interpo- 
lation, 887.-*fonctions  circulaires  et 
exponentielles,  renfermant  des  quanti- 
tés imaginaires ,  184  et  suiv.  —  difié- 
renti|dles,  toute  fonction  différentielle 
est  nécessairement  homogène  par  rap- 
port aux  diffcrentielies,  05.— différen- 
tielles ,  conditions  auxquelles  doit  sa- 
tisfaire une  équation  differenticllevpour 
avoir  une  signification  réelle,  6c,érf.— • 
diffi^entielles,  transformation  des  tonc- 
Appendice. 
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dons  difii&rentielles^lorsqu'onychan- 
se  Tacception  de  la  fonction,  74*— 

'  fonctions  exponentielles,  leur  origine 
et  leur  développement,  IntrotL  ai , 

^  an,  32.— exponentielles,  .mejren  de 
développer    les  fonctions  exoonen* 
tielles  logarithmiques  et  ciiculaires , 
lorsque  jr  se  change  en  x-^-kf  ».— ex- 
ponentielles ,  développer  la  fonction 
exponentielle  par  |e  mojren  du  Calcul 
différentiel ,  soi.  —  exponentielles  , 
leur  différentiation^  ai.— par  h  théo- 
rie des  limites, 93.  -«  exponentielles , 
leur  intégration ,  430-458.  —  leur 
usage  dans  l'intégration  des  équations 
différentielles  et  aux  différences  du  pre- 
mier de»é,  à  coefficiens  constans, 
616,  (618,  649,  974,  1140.-— ex- 
ponentielles ,  leurs  .différences ,  886. 
—  génératrices  d'une  seule  variable  , 
leur  théorie,  1033-10^6.  — généra- 
trices à  une  seule  variable ,  leur  usage 
pour  l'interpolation  des  séries  et  l'in- 
tégration  des  équations  aux    diffé- 
rences ,  1037- 1041.  —  génératrices  « 
leur  usage  pour  la  transformation  des 
séries  ^  1045.  —  génératrices  d'une 
seule  variable ,  leur  usage  pour  déter- 
miner les  exprefsions  ^nérales  des 
différences,  des  différentielles ,  des  in- 
tégrales d'un  ordre  quelconque  par  dea 
formules  analogues  aux  puissances, 
X049  »  tofo.  —  génératrices  de  deux 
variables,  leur  théorie,  lofi.— leur 
nsaee  pour  l'interpolation  des  séries , 
et  l  integ^tion  des  équations  aux  diffi- 
rences  partielles ,  1051-105  {.—gén^ 
ratrices  à  deux  variables,  leur  usage 
dans  la  recherche  d^s  expressions  gêné* 
raies  des  différences ,  des  intégrales  et 
des  dilKrentielles  d'un  ordre  quelcon- 
que, To;6.— de  grands  nombres ,  leur 
évaluation  approchée  ,  1 1 09  - 1 11  {• 
•* homogènes,  leur  caractère,  6o. 
•—homogènes,  propriétés  des  diffé» 
rentielles  des  fonctions  homogènes  , 

!^i.  -^  homogènes ,  intégration  de 
enrs  équations  diflKrentielles  partielles 
du  premier  ordre,  710,  718.  —  in- 
déterminées ,  exemple  d'une  fonction 
à  deux  variables  qui  devient  1,344. 
—  logarithmiques,  leur  origine,  fntro' 
dttctionp  II.  leur  développement, 
Introd.  93 ,  31 ,  32.  -*  par  le  Calcul 
intégral ,  417.  *-  leur  difiérentiation , 
ao,  93.— leur  intégration,  414-430. 
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TABLE 


*^  iogttkbBiqM  9  leor  intmola- 
tiooy  8S4,  Kf*  -«  irraiiofifidle» ^ 
Iqir  îmégration,  )76-495.  —  irrà- 
tîomidies ,  iactear  pat  leqael  îl  ftot 
makipUer  une  bocûom  kntiooficAe , 
pour  la  rendre  ratiometle  ,  58}.  ->- 
nttoimenes,  lenr  tmégnt]oa,'3  5t^)7^ 
C^m^,  poarledéâldaforniiitei» 
le  tableaa  de  h  psge  160.  \  ^  rattos- 
nellet  et  entières ,  propiiété  de  1e«ts 
difiérenoei,  96i.-^raiioaiienes,  lefv 
transformitîoa  es  produits  de  fiicteors 
éqw-diilérent ,  ou  en  paissanees  du 
second  ordre,  ^i ,  903.-— Remartpe 
tnr  ceHes  des  puissances  négatîres 
d*na  monôme  en  sétîes  de  (ractîons  « 
dcmné  parStirling^  903.  JVb/r*  — »  sj- 
fnétriqoes  des  racines  des  équations  , 
leur  défiaiùon ,  157.  <—  symétriques, 
nétbode  pour  evpnmer  les  fonctions 
^métriques  des  racines  par  les  coefr 
ciens  dePécniation,i  5g —- sTOiétriques, 
lenr  usage  dans  l'éitmination ,  i9o. 

Foataine  propose  une  méthode  générale 
d'intéf^tion  »  -5  66.-*-sa  notation  pour 
ejurimer  les  coeAciens  dtférenti;ls 
et  les  rapports  des  diffirentleliès.  86i. 
Nott. 

Formule,  détemdnatkm  de  k  loi  que 
suit  Qoe  -formule  y  087» 

Ai<«Ô00r  continues,  développement  des 
fimctions  en  fractions  connnnes ,  1 17* 
■  continues ,  leur  usage  pour  intégrer 
les  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  k  deux  variables ,  5^98- 
-601  «««continues ,  peuvent  servir  à  in- 
4^icr  par  approadmation  les  équations 


du  sooood  ordre  g  645^.  *■*  contnues  ^ 
leur  usage  pour  obtenir  la  Emite  de  la 
séiîe  divergente 

lo6{.  A«e.<— rationnelles, leurs  li- 
mites ; /ireroi/.  11 ,  II,  13.— leur dt- 
rdoppement  en  séries  ,  htrod»  5.  — » 
par  le  Calcul  diffiteAtiet.  98,  ^»» 
1041  (  voyi^  aussi  dans  fa  table  Tart. 
séries  récurrentes,  «t  dans  Voovnce 
le  n*.  983  )  —  par  le  procédé  de  Lj- 
f^^^  \^}-  "^^^  procédé  appUqafr 
a  la  fraction  dont  le  dénooûnateur  d« 
second.degré  n*a  ^e  des  (acsenrs  ima- 
Çnaires  du  premier  ,  1044»  — *  la* 
tionnelles,  méthodes  pour  les  dév^ 
lopper  en  séries  par  la  somme  des  puis- 
sances des  racines  du  numérateur  et 
du  dénoimnatenr ,  &oa^.  A^o^r.  -«-  ta* 
tîonnelles ,  Veut  intégration  ,  364-^7^ 
-^  leur  décomposition  en  fractions' 
simples.  364,  j^-?6(j.  —  satîon* 
nelles  «  les  'fractions  ratioaoelles  peu- 
vent tàu]bttrs  s*lntégrer  sott  algébriquc-^ 
ment,  soitoar  les Ic^g^nthmes ,,  sott 
par  les  arcs  de  cercle^,  167.  —  satoon- 
nelles^  détermination  oes  numérattors 
des   fractions  simples  par  le  Calcul 
dilKrentiel^  3^,  369*— «rationnelles, 
leur  décomposition  en  fractions  ,  dont 
le  dénominateur  est  réel  et  du  second 
^^ré,  370,  371. 

Français  de  Calmart^  ses  travaux  sur 
l'intégration  des  équations  dlffifreiiF^ 
tlelles  partielles,  780,  1146. 

FanciîonaintxplicaUUSfCeifàEul^tar' 

tend  par  là,  9)3. 


G. 

GiamirMiE  ^  motlfr  pour  la  lépaier  de  TAnalyse ,  vu/f^  la  Préfrce- 


H. 


BiJLïCzs^  809. 

Btmann  s'occupe  de  la  fedbescbe  «kes 

courbes  quarraUes  ,591. 
IHndinàurgi  M.  ):  ses  recherches  sur 
"  les  coefficiens  d'une  puissance  qneU 

conque  du  polynôme,  SO44. 
HyperÊéoméiriqius  (  séries  ) ,  1062. 
IfyperioUu  InttoJL  a4«— leurs 


par  rapport  auji  axes,  aij. — 
îapport  aux  «sympcotes,si 


}.  — par 
f.— dea 


degrés  snpérîeun,  23-^.  — leur  qua- 
drature ,  cas  oh  leurs  espaces  asympto- 
tiques  sont  infinis,49i.— -h7pen>ole  oi^ 
dinaireetéquilattTe,sa  quadratui«,49a. 
—ordinaire  ^  sa  quadrature ,  sa  liaisos 
-avec  les  logarithmes,  493.-— exame» 
«les  eas  oh  leun  segmem  asy  mptotiquea 
ne  sont  pas  compris  dans  fa  même  ex- 
pression ,  494.— Irjrperbole  rapporté  e 
à  s(m  axe  tfans  verse ,  son  aire  49;.   » 


DES    Uktl  ERES. 

*^tfyfiriôkî.  leur  recflfeitiôtt^  foi.— 
hyi^bofe  orAflttfre ,  sa  r tttfficatiôn  , 

oëffédeiMâfC,  fcfy  ,  5.iO;-«-f^  scrcs 
petit^ts*exDtittet'  pardeqx  aftv  dPetlip- 
se,  {ia.---hV]^rb6îëqttîenARldreun 
siedide  dont  rexpression  cme  un  dé- 
'  hxtt  de  cottthlaire  éuv  le  pâisargp  des 


Ç<5 

diiGSTentlelIés  aux  tntigrates,  fi9.-^ 
daât  dette  courbé  ta  tangente  à  un 
point  quelconaue  coupe  sur.  les  per- 
pendicuhîre^  élevées  aux  extrémités 
au  premier  axe  ,  des  parties  *c(ont  le 
produit  e$t  un  maximum  ou  un  êU^ 
nbnum^  941. 
Hypvtolùîdê  de  tévoitttion  t  3fiâ. 


L 


iDÊifTîiivt^  (((ftatiofis  ldûitîc{aéi , 
lettr  ftattÊre  et  leU»  propf  îétis ,  //i/roi. 

Imapndiris ,  forme  gén^le  dey  expres- 
sions imaginaires,  r88. 

Imâgindrtty  expression  des  puissances 
des  binômes  imaginaîres ,  par  les  sinus 
et  les  cosinus  des  arcs  multiples ,  id5. 

Jinâftr,  leur  emploi  »  tntfod.  ai  etsufv. 
—  ce  qu'ils  signifiém  dans  krThéori» 
dessûhes,  8f^« 

ttidiee^  one  quantité  étant  donnée,  trou- 
ver rmdice  1  laquelle  eÏÏe  lépond  dans 
tfne  série  donnée ,  965.  —  utilité  de 
fappUcaffOfi  du  talicul  des  eombinal- 
sons  aux  indicés,  I044. 

infltxiùn  des  courbes  planes ,  m8,  iif , 
22S,  ^49*.  -^  de  fenrs  déreloppées, 
106.— des  courbes  à  double  courbure, 

injkxion  des  stfrfacés  courber,  la  ma- 
nière de  lesrecomioître,  357.  iVbrif. 

Ifs/zr/  (  de  F  ).  tntff)d,  'f.  —  te  passage 
des'grandeaFSpar  infini  rompt  qud- 
quefoii  le  lien  de  leur   continuité, 

494,  i"9* 
infinimthrpeûts  :  leflt  st^bordfrfarflon ,  97. 

-<-  comment  il  (aat  les  îmerpréter , 
^5  j  et  la  note.  (  Fàye^  aussi  la  Pré- 
face. ) 
Intégrait  d'une  fonctbn,  sa  définition, 
3  ;8.  ffon, — cas  ott  nnfégf aie  de  as^dx 
devient  S ,  râe^^^formatlon  des  in- 
tégrales par  les  valeûftr  successives  de 
la  dîfféremielke^  47tJ ,  47a ,  477 ,  478. 
*- méthode  générale  pour  l'obtenir 
par  approximation ,  470-484.  —  rap- 
port entf e  le  slgtae  de  la  aiffi^ence  de 
dSefUxvateorrs  d^onie  même  intégrale  et 
celu^  du  coeffident  difBîentlel ,  474» 
•^  fec&erche  des  limites  entre  les*- 
quellef  peut  être  comprise  la  valeur 
d'ime  intégrale,  47c ,  47t.  —  ce  que 
c'esl  que  prendre  unt  întépak  depuis 


intégrales  indéfinies,  définies^  iitd.*^ 
considérées  comme  représentant  Taire 
d'une  couHbe  e^  calculées  par  tes  poly- 
gones inscrits  et  circonscrits  à  cette 
courbe ,  4'fj ,  478.  -leur  dévetoppe- 
mentpâr  le  théoréoie  de  Taylor^  43{. 
-^évebppement  des  fonctions  aâfiec- 
téeS  de  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
d'intégrations  successives,  496-4S8.— « 
doubtei  expriment  le  volume  d'un  soli* 
de ,  considération  de  leurs  limites^  51 1« 

1|94.-**doubIes  ,  leur  interprératîon  par 
à  considération  des  infiniment  petits  , 
(19.  -^  celle  de  leurs  limites,  513.  — 
doubles,  transformations  pour  effec- 
tuer une  des  intégrations,  527-  52s* 

—  triples  ,  j  19 ,  5  30. — indéterminées 
et  définies ,  leur  définition  ,  leurs  ma^ 
mima  tt  minima^  83^8.— Indéterrainéei, 
caractères  qui  cfistinguent  leur  maxl^ 
Wtttm  de  leur  minimum,  8J7  ,  8^8.— « 
aux  différentielles^  formules  générales 
de  BtrnouUi,  déduites  de  celles  de 
rintégraîe  aux  difiTérences  ,  91 1.— aux 
différentielles,  leurs  expressions  par 
tes  sommes  et  les  différences ,  9a  i.  — 
définies  »  leur  usage  pour  calculer  la 
limite  de  la  série  cuvergente , 

I — i.i+i,a.3— etc. 
1^5.-^  définies,  leur  usage  pour  l'in- 
terpolation des  séries  ,  1 07 1  - 1 07^ . 
—définies  ,  recherche  de  leur  valeur 
dans  certains  cas,  1076-1084^1101- 
1108.  —  définies,  leur  développe- 
ment en  produits  indéfinis  ,  xoo5. 
simples ,  fonctions  de  grands  nombres , 
leur  évaluation  ,  1 1 09.  —  doobles  , 
fonctions  de  grands  nombres  «  leur 
évaluation  ,  1114,111$.  —  définies  , 
leur  usage  pour  exprimer  les  fonctions 
données  par  les  équations  différen- 
tielles à' deux  variables ,  ii  20 - 1 1 18. 

—  définies  »  leur  usage  pour  la  résola* 
tiôn  des^équations  différentielles'  par- 
tielles à  trob  variables,  11219-1139. 
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Intég^âksAun^fA  équations  différeoticllet 
à  quatre TariaUes,  11)3  — définiet, 
lenr  usage  pour  exprimer  les  différen- 
cosy  les  dtttibentxeues  et  les  Intégrales 
d'na  ordre  quelconque  des  fonctions 
données  par  des  équations  aux  diffé- 
rences ,  ou  par  des  lèqnatîons  dîffiren- 
tieUes,  1119-  *- expression  en  inté- 
grales définies  des  intégrales  delà  fonc- 
tion x"",  tant  aux  diférentîelles  qu'aux 
diffirences,  ibid.  -^  fe~^vdu^  et 
fiiFudu^  leur  usage  pour  résoudre  les 
équations  aux  dilérences  et  les  équa- 
tions  différentielles ,  1 1 34  - 1 1 38. 

Intigrahs  particulières  des  équations  ,  in- 
exactitude de  cette  dénomuiation , 
Sr6.  Note*  —  particulières  ,  moyens 
en  déduire Tîntégrale  complète,^ 84 , 
{85.  —  premières,  secondes»  etc. 
d'une  équation  différentielle  d'un  ordre 
supérieur  an  premier ,  610.  —  com- 
plètes des  équations  différentielles  par- 
tielles ,  754.— -générales  des  équations 
difiérentielles  partielles ,  leur  velation 
avec  l'intégrale  complète,  765. 

tntégraUt  aux  diffirences  »  formation  de 
ces  intégrales  par  Tes  râleurs  successi- 
ves df  leur  différence,  896. -~ aux 
différences ,  ce  qui  les  distingue  des  ter- 
mes sommatoires ,  leur  andogie  avec 
les  intégrales  aux  (Uflértntielles ,  8'^. 
— aux  différences  des  fonctions  expo- 
nentielles, 906. — des  fonctions  cir- 
culaires ,  007-909.—- expressions  géné- 
rales de  nntégrale  d'une  fonction  par 
{es  différences  ,  91:1» —  passage  de  ces 
formules  \  celles  des  intégrales  aux 
différentielles ,  îh'J.^'  aux  différences , 
leur  expression  en  séries  par  les  inté- 
grales aux  différentielles  et  les  coeffi- 
ciens  différentiels  ,  9 1 }»  91 4  »  Q  x  6* 
922  —aux  différences ,  leur  analogie 
avec  les  puissances ,  915^.-—  aux  oif- 
férences ,  expression  générale  de  ces 
intégrales  pour  un  ordre  quelconque , 
934— -aux  différences,  expressions  (gé- 
nérales de  celles  de  Tordre  m,  d'un 
Sroduit  de  deux  facteurs,  9^3. — aux 
iffirences ,  expression  de  celles  d'un 
ordre  quelconque  par  les  puissances 
des  exponentielles ,  99p.  —  aux  diffé- 
rences ,  recherche  de  leur  variation  , 
de  leurs  maxima  et  de  leurs  minima , 
102g -101a. 

hUtralts  directes,  intégrales  particu- 
lières ,  intégrales  indirectes  des  équa- 
tions aux  différences ,  i  o36. 


Intéf^aks  directes  et  indirectes  des  éqnsâ. 
nons  aux  diffibences  mêlées ,  1  \4%^ 

Intéi^mon  par  parties  ,  361.  -*  par  le» 
séries ,  406  -  4i4  —des  fonctions  daoa 
lesqudks  dx  est  regardée  comme  va- 
riable ,  48p.  —  des  équations  difii^ 
rentieUcs  à  deux  variables,  543  ^  *^^^* 
—  des  équations  diffibentiefles  totales 
\  trois  et  à  un  plus  g^nd  nombre  de 
variables ,  899-Ti  J.  —  règles  et  foi^ 
mules  pour  rmtesarion  des  fancriont 
rationnelles,  895-90).'— aax  difiér 
rences  efeciuée  par  parties,  910.  — • 

Sar  approximation  des  .fonctions  anx 
iSbences,.  925-9^9.  —  des  écpia« 
tions  aux  différences  à  deux  variables  , 
conndératiom générales,  970,971.— 
des  équations  du  premier  deg^  et  du 

Sremier  ordre ,  97a.  —  des  équations 
u  premier  degré  et  d'un  ordre  quel- 
conoue ,  973-98^^ 
laurpoladon  des  suites  ^  une  seule  va- 
riable par  le  Calcul  des  différences,, 
87  3  -  89) .  —  formule  d'inteipolarioa 
déduite  de  la' considération  des  cour- 
bes paraboliques ,  876-878.  "-"il  existe 
une  infinité  de  formules  d'interpola- 
tion ,  ce  que  c'est  que  Tinterpolation  ^ 
considérée  géométriquement  ,  com- 
ment la  lol<kla  suite  peut  varier  entre 
deux  termes  consécutif  d'une  même 
suite ^  878.  —  par  les  différences  suc* 
cessives,  déduites  de  Texpression  ana- 
lytique de  la  fonction  proposée,  883- 
891.  —par  la  méthode  ae  Mouton.^ 
899r,  893.  -*  des  tables  à  double  en- 
trée et  des  séries  à  plusieurs,  rariables, 
894 •  895* ~*( problême  inverse  de  1' )^ 
965.— par  le  moyen  de  la  sommation 
des  séries,  953-961. —  de  quelques 
séries ,  par  le  moyen  de  la  sommation 
d'autres  séries ,  9^:0 ,  96 1.  -*  de  quet 
ques  séries  par  les  puissances  du  se- 
cond ordre ,  96a  •  964  —par  les  fonc- 
tions génératrices  d'une  seule  varia* 
ble,. 1017-1042, 1045.— par  '«*  fonc- 
tions génératrices  à  deux  yariaUès  , 
1056.  -—des  séries  pat  les  intégrales  dé- 
finies ,1071-1 07 5. — entre  Tes  diffé- 
rentielles d'une  même  fonction ,  1074» 

Intcrsctndanus  ,  ce  que  c'est ,  57a. 

IrratibnncUa  ,  faire  (tisparoitre  les  .irra-^ 
tionnelles  des  équations  ,  %2. 

IrradonnelUs  des  aifférens  ordres,  leor 
origine  et  leurs  propriétés ,  965. 

Isopénmkns  (  proUême  des)  ,    838*^ 

Nott. 


DES    MATIERES. 
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K. 


Krâmp  s'occupe  des  puissances  du  se- 
cond ordre  sous  le  nom  de  facultés 
numériques ,  et  des  intégrales  définies. 
Difficultés  qu'il  remaraue  dans  la 
'des  racines  et  aes  quantités 


négadTCs,  iio8. 
Edl  suscite  une  querelle  à  Léibnitz ,  pour 
rinrention  du  Calcnl  diiikentlel^vof^ 
hnré&ce. 


L. 


LâORJNOE  :  sa  manière  d'enrSsager  le 
Calcul  différentiel ,  8.  —  sa  méthode 

Sour  trouver  toutes  les  différentielles 
'une  fonction ,  34-36.  *^sadémons- 
tranon  du  théorème  des  fonctions  ho« 
mogènes ,  91.  —son  théorime  pour 
développer  les  fonctions  en  séries ,  1 12« 
«-sa  méthode  pour  reconnoitre  les 
plus  grands  termes  d'une  équation  à 
deux  variables,  119»  — sa  méthode 
pour  développer  les  fonctions  en  frac* 
tions  continues,  i27*'-~a  démontré 
le  théorème  de  Dalembert  sur  les  ra- 
cmes  imaginaires  deséquarions.iéiL 
^  sa  manière  d'appliquer  le  Calcul 
diffibentiel  aux  courbes,  238 «  ±jg. 

—  donne  les  formules  de  la  tramfer- 
mation  des  coordonnées  dans  l'espace  , 
)io.  -*  indique  les  moyens  de  déter- 
miner les  équations  des  sur&ces  com- 
posées de  lignes  d'une  nature  donnée  , 
345.  -*  s'occupe  de  la  différentielle 
dans  laquelle  entre  us  sadical  dusecond 
deg^é  contenant  les  quatre  premières 
puissances  de  la  variable,  30^  —  ré- 
duit les  intégrations  des  difièrens  ter- 
mes d'une  série  i  une  seule,  417*  "^ 
s'occupe  du  développement  de  la  tonc» 
rion  (  I  Hrwcosr /,  467.— sa  trans- 
formation des  intégrales  doubles  et  tri- 
ples ,  5  50.  "*"  sa  théorie  des  solutions 
particulières,  576,  577.— il  les  ap- 
pelle   intégrales  particulières.    Non. 

—  sa  théorie  des  équations  différen- 
tielles du  premier  degré ,  647.  —  ses 
réflexions  sur  les  arcs  de  cercle  oui 
s^mtroduisent  dans  les  intégrales  clés 
équations  différentielles  du  premier, 
deg^é ,  666.  *-  sa  méthode  pour  obte- 
nir les  solurions  particulières  des  équa- 
rioiu  différentielles  «  671. —*  donne 
une  méthode  pour  obtenir  une  équa- 
tion primitive  entre  les  variables  de 
deux  transcendantes  elliptiques  y  67  8- 


680.— ^nne  un  nk>yen  de  construirer 
la  comparaison  des  arcs  ellipriqnes  par 
par  les  triangles  sphériques ,  695, 696. 
-y  ramène  nntépation  des  équation» 
difiérentielles  panielles  du  premier  ùr^ 
dre,  oh  les  coefficiens  diffirentieJs  ne 
passent  pu  le  premier  degré,  à  celle 
d'autant  d'équations  di£Krentielles  du 
(nremicr  ordre,  que  les  premières  con* 
tiennent  de  variables,,  721,  7fl4.  ^^ 
donne  une  méthode  pour  ramener  les 
équations  diff&renrielles  partielles  da 
priemier  ordre  qui  passent  le  premier 
degré  par  rapport  aux  coefficiens  dîffi^ 
rentiels ,  à  celles  de  ce  degré,  730.  -« 
ses  remarques  sur  la  formation  des 
éouations    différentielles    partielles  , 
7»4t  765.— sa  méthode  pour  obtenir' 
les  solutions  particulières  des  équa- 
ftons  différentielles  partielles,    767. 
— *  sa  méthode  des  variations,  81 J- 
84 1.  -^  donne  le  premier  l'équation  ae 
U  surface ,  dont  Taire  est  un  minimum  , 
entre  des  limites  données ,  854,  Nou. 
--  wc$  remarque»  sur  les  caractères  dis^ 
rincrifii  du  maximum  et  du  minimum  des 
intégrales  indéterminées,  857. —  ré« 
flexions  sur  les  changemens  qu'il  pro- 
pose dans  la  notation  du  Calcul  diffé- 
rentiel. Comparaison  de  celltt  qu'il  a 
employées  avec  celles  d'£if/^r  et  de 
Warine^  86».  JVofc— remarque  l'ana^ 
logie  des  puissances  avec  les  différen- 
ces, 864.— tiéduit  les  formules  dlnter'^ 
polarion  de  l'analogie  des  puissances 
avec  les  diflérences,  873.-4onne  une 
formule  d'interpolation,  à  laquelle  on 
peut  appliquer  les  logarithmes  y  877. 
—  ses  remarques  sur  l'analogie   des 
puissances  et  des  intégrales,  915.  -* 
ses  travaux  sur  les  éouations  aux  difié- 
rences  du  premier  aegré  à  une  seule- 
variable.  97a,  073. —sa  méthode 
pour  intégrer  les  équations  du  premier 
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TABLE 


degré  aux  diffirences  pardelles  à  trou 
variablef ,  loi  1-1019.  —  séries  qo*îl 
nomme  récurrentes  doubles ,  loii.  ~« 
donne  les  cocffideas  des  puissances 
de  {  dans  le  développement  da 
pntdnit 

lorsque  les  quantités  a,  h^  c^  etc. 
constituent  une  progression  par  diffé- 
rences, 1027.  ^0r«.— questions  con- 
cernant les  maxima  et  les  minima  des 
polygones ,  qu'il  a  résolues  parlesva- 
riations.y  1031.,  io)a>      dnnnir Pcg- 
pressîoo  de  U  limite  dTun»  pottâon 
quelconque  de  U  sésie  di  Tày^, 
Î069  - 1 070.  —  don>t  me  lérfude 
^  pour  développeslfrtesmngfaiéNiltfuBe 
'  série  récurrente  sans  déôMnpeeee  iun 
dénominateuL  ea  fiicteuM  sioMski, 
104).  —  sennwnarqneesf  les  PoKau- 
dons  auTd  £uit  apportes  desis^l  emploi 
des  méthodes  d'appconimacinn ,  m^o. 
-^  donne  la  césolutio a  en*  série»  d*nne 
équation  différentielle partidtokqnasre 
Tariables,  qui  se  lappoite  au  monve* 
ment  desAuîdes»  1134»  Nim^ 
LaAirt  prouve  qu!une.cousbe.qf]dfionque 
peut  toujours  étse  considérée  «osnme 

une  roulette.t  fl^)» 

LdmBert  s'occupe  des  sinus^tt  dbtcosimis 
hyperboliquei  ,  496. 

Landen  exprime  Tasc  hypufcoUy-  par 
les  arcs  elliptiques  ,  f  lOv 

Laplaci  :  démonsuatioa  €|u?il  donne  du 
théorème  de  Lagranm^  i-i4«  ^  son 
théorSnse  pous  diévetopper  en  série 
une  fonction  cbe  deuai  quamités-défer- 
mînées  par  dettx.éqjus^>ioiis.à  trob  ia- 
riabtes»  146...—  sa  désmonetradon  du 
théorème  de  Daiemètri^  sut  les  racines 
imaginaires  des  équations  f  ntfo,  i63. 
---  nomme  solutions  partîculîèfer  ce 
que  JLûgrange.  appelle  intégrale»  pasti- 
culières..  5.76.  Aioft.  ^— ses  réfloarions 
sur  les  ai:as  de  cercle  quis^intmduissnt 
dans  les  intégtales  dt»éqiMSions  dsfié' 
rentjelles  du  psemier  degré  ,6661  *- 
ses  réfiexionSi  sun  ]*.fofnM  des.  inté- 
grales des  équationa^ittrenticMcsipar^ 
tielles  du  second  ordre  et  k  trob  «a- 
riabl'es  ^  77»,  775.-— donne  une  mé- 
thode- pour  détemîaes  les  fonctions 
arlîtraires  qui.  entsent  dans  Kintégsale 
de  l'éqfiation.dUFéf'etotipileparneliedu 
premier  deoré  du  second  ordre,  er  à 
trois,  vaisabiesy  7961 


Lmplsa  moure  l'analogie  des  pnîsiaAees 
arec  les  différences,  et  avec  les  inté- 
grales, 864, 01 5.— -trouTePexpremioa 
Sjénérale  dcs^  foiiiriini  nnmésiyiw 
n  développement  de  S«»  9%8.— • 
donne  UB  diveloppeaaen»  de  V^l•y, 
9a3.-^4n  méthode  pour  intéjyet  les 


équations  du  prcmies  ài^gk  i  coefi- 
ciens  variables  ,  978-983.— s<m  pro- 
cédé pour  intégrer  les  équations  aux 
différences,  dans  lesquelles  la  dîffi- 
rence  de  Invariable  inoépendante  n*est 
pesr  conwmtty  j|8t;  —  s^iwcnpe  de» 
éynriniw  lenonniei ,  99^.  «^  tn^m 
des  éuMJtinui-aog  diftMicei  partienes 
à  iJneJDcieBs  varieble»,  W91.  —  sa 
tnéorîe^  des  fomiionf  généfsfrlces , 
ui^  )•—«  donne  des  foMioIéf  pnorek- 
pnmer  is»  nMHtenees ,  lee  onêfen- 
tiettes  er  k»  imégmlèr  de»  fenrdons 

dânies  1er  ea|nessioni  de»  dimttfn- 
tiell«sdc»diMtcneetdlilnfbffi£t\on  j^", 
>07t^"'-senttiew:he»  snr  t*éip^dtefion 
dewnetionndfeyandb'nonAffes;  I  lOo, 
—  appéî^Krles'nitégnles  définie»  à  la 
fisduMit  éiféquetions-  dtffhentiettes 

C'dteiàfroisfvarMMe»,  1139.^- 
r  une  méitwdrpcMr  nunener  à 
dn  inségmkr  dMnic»,  de»fbnctfmis 
donnée»  pir  des  éqnetfon»  aux  difi- 
renfltaerdtapéqnflfhtfR»  difllirtntîeffes, 
1134.  — /occMy  (fes  éqcistîonr  aux 
dittiffnee»  mêlées ,  1140; 
Uinadn  s-occupe  de  là-dHftrencielte'd&uis 
UHneHt  entrenif  radical^  dv  second  de» 
gfT  comonant  fei  quatre  pitmièies 
puîssannc»de  lavarialile,  ^9.---'ses 
comîdérationi  snr  les  arcs  drellfpse  et 
d'hyperbote,  ^08,  5^,  çxi,  683. 
•^  fair  usage  die  I»  transfonorration 
de»  imémlcs  dicnablet  et  triple»,  530. 
-^transformation  qu'il  donne  d'une 
équation  dis  premier  degré  d'un  ordre  ^ 
imiéâni,  651.  -«-  sa  méthtkle  pour 
tramer  les  solutions  parrrcniîèns  des 
éqnadons  différentielle»,,  668-^.-^ 
domw  une  métliod^  pour  rrrtémr  les 
éqnanod»  dîiérentidtes  partieuer  du 
prâmiep  ordr«*  à  ntfi»  variaBfesr,  735. 
^0M,  et  73'^.  -^'ft  tnéthodïe  ponr  d>p> 
tenir  le»  solutions  p^iculîères  des 
éouation»    diâérentîdles   patrtiefie»  , 
767.  —su  méthode  pour  intégrer  les 
équations  différentielle»  partielles  du 
preminr  diegré  et  dir  second  ordre , 
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777  *  779*'^^'*''*"""**^®^  V  *^  don* 
ne  pour  intégrer  les  éqaatkms  éîft- 

fcfiCteUes  partieiks  de  second   ordre 

qoi  passent  le  premier  degré  par  rap- 

'  port  ans  co^fBciens  du  premier  ordre , 
on  qid  ne  contiennent  que  ceux  du 
second, ^1-784.  —  son  métnotre 
sur  les  caractères  qut  dtstîngaent  le  ma^ 
mmum  du  mmmumàzxA  les  intégrales 
définies,  857. '— supprime  les  pa- 
renthèses dans  Texpresslon  des  coef- 
^dens  dxfiérentiels  ,  661.  Nott,'^ 
donne  tme  w>ression  de  la  différtnce 
du  sînns ,  888.  — «  ses  traraux  sur  les 
Intégrales  définies  qui  se  ramènent 
ans  transcendâmes  eltîpttqties ,  1081. 

btihnit^  7  ses  idées  sur  le  Calcul  difiéren« 
tic! ,  5^.  — -  sa  controverse  avec  Jean 
BtHiouiU ,  sur  leslegtrithmes  des  nom- 
bres négatife,  183.— sa  manière  d*fl(p- 
Éiquer le  Calcul  différentiel  aux  cour- 
ts, i85-i87>-^a  métaphysique  sur 
cette  application ,  985 ,  tt  la  nott , 
voyt^  ftusst  la  Préface.  — -  ori^ne  m^il 
^nne  au  Calcul  intégral ,) 50.  Note, 
-■«'Son  théoféme  péar^inérentiersous 
lesiene/,  jti.  ^(^/e.— ce  qu'il  entend 
pvmenwidofUe ,  572.— construction 
des  équations  diflKrentieHes  des  ordres 
sopérienrs  qui  résultent  de  sa  manière 
d^envisager  les  courbes ,  659.  Nati,  «- 
considère  leCakul  diiRfentiel  par  les 
diflérences.  862.— avantage  de  la  no- 
tation qu^it  introduit  pour  ce  Calcul. 
N<rtt.  «^  ses  idées  sur  ^analogie  des 
différentielles  et  des  intégrales  avec  les 
puissances ,  915.  -*  remarque  futilité 
on  calcul  des  combinaisons  applicpié 
aux  indices ,  1044. 

Lexell  éclairctt  une  difficulté  agitée  entre 
Euler  et  Daniel  BernoulH  sur  Us  limi- 
tes des  séries  de  sinus  et  de  cosinus  , 
9ïi. 

L  Hôpital  reconnôit  Texistence  du  re- 
broussement  de  la  seconde  espèce. 

ChuUlitr  (  Simon  ) ,  sa  méthode  pour 
décomposer  les  exponentielles  en  £k« 
teurs^  1094. 

lignes  f  comment  les  diverses  circons- 
tances du  cours  d'une  ligne  sont  expri- 
mées par  son  équation ,  195.  —  divi- 
iion  des  lignes  en  ordres  et  en  genres, 
^oi*  ^—  nombre  des  points  au  il  faut 
donner  pour  déterminer  les  lignes  de 
diff&reas  ordres,  229.  •— expOcation 
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d'une  difficulté  qui  se  présente  à  œt 

-  Igard ,  229.  Note, 
Ligne  ^  détermination  par  le  caicol  des 

*  variations  ,  de  b  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points  sur  un  plan ,  844. 
-*»  détermination  de  4a  fiéne  la  plut 
courte  I  entre  deux  peints  de  t'espace  « 
oitre  deux  points  placés  sur  une  sur- 
face courbé ,  entre  deux  courbes 
données  sur  une  surface,  845 .—^na- 
tions générales  de  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points  sur  une  surface  de 
révolution  ,  81 4.  —  droite  ,  son 
équation  ,  1 96.  —  deux  conditions 
suffisent  pour  la  dérerminer  ,  zéiL 
— -  droite ,  équation  de  la  ligne 
droite  qui  passe  par  un  point  dt>nné  ,  . 
197.  — droite,  équation  d'une  ligne 
droite  qui  passe  par  deux  points  doo^ 
nés,  197.  — droite,  équation  d'une 
ligne  droite  passantpar  un  pt>int  donné 
et  parallèle  a  une  ligne  donnée,  198. 
-adroite, équation  d'une  ligne  droite 
perpendicularre  I  vnnt  autre,  I99. .-« 
droite,  détermination  de  l'intersection 
de  deux  lignes  droites,  200.— -droite «. 
expresaron  dé  la  perpendiculaire  abais- 
sée <rnn  point  donné  sur  une  lieue 
droite ,  101  •  -«  droite ,  ses  équations 
dans  l'espace,  2^7.— -drohe,  déter- 
mination des  équations  de  la  ligne 
droite  qui  passe  par  deuf  points  don* 
nés  dans  Tespace ,  SI98»— -droite ,  con« 
ditions  auxquelles  on  râconnok  que 
deux  lignes  droites  se  coupent  dans 
l'espace,  299.— -d^ite,  équation  de 
deux  lignes  aroîtes  parallèles  entr^élles 
dans  l'espace ,  300  --*  équation  de  la 
ligne  droite  perpendiculaire  à  nn  plan  , 
301.*— droite,  détermination  de  l'an- 
gle que  font  entr'elles  deux  lignes  droi- 
tes dans  l'espace,  303.  «^  droite,  dé- 
termination de  la  plus  courte  distance 
de  deux  lignes  droites  dans  l'espace  , 

20 5.  —  droite  ,  détermination  de  la 
roite  perpendiculaire  à  un  plan  «  par 
la  considération  du  minimum^  306.— « 
du  second  ordre ,  leur  équation  gén^ 
raie,  a  12.  —  du  second  ordre ,  éni»- 
mération  des  lignes  du  second  ordre  , 
ai 3 ,  014.—  du  troisième  ordie,  leur 
équation  générale  ;  principes  géné- 
raux de  leur  énuméntion,  210.-^ 
osculatrices  ,  258.  -^  oscnlatricet  , 
leur  déicmûiutioa  par  les  lîaties , 
283. 
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lignes  de  comfciiret  d*iine  fiit6ce,  ]3i« 
•«  de  courbure  des  lurfacei  dn  second 
degré,  leuriquation^  674. 

Umiui^  défiaition  des)/iicrm/.  4.-— recher- 
che des  limites  des  fonctions  algébri- 
ques ,  Introd*  1 1. -—une  fonction  peut 
UToir  deux  espèces  de  limites ,  les  unes 
relatires  à  Tacaoîssement  de  la  va- 
riable et  les  autres  à  son  décroisse- 
ment,  Introd.  iKd,  •£— *  propositions  qui 
serrent  de  base  à  la  théorie  des  limi- 
tes, Introd.  14,  36.  —  méthode  des 
limites  »  91.  —  examen  d*une  objec- 
tion £ute  contre  la  méthode  des  li- 
mites ,  96.  —  application  des  limites 
à  la  recherche  des  lignes  OKulatrices  , 
a8)»-~  esprit  de  Tapplication  de  cette 
méthode  à  la  théorie  aes  courbes ,  184. 
— •  des  courbes  «  108.  —  des  courbes , 
leur  détermination  par  le  Calcul  diffi- 
rentiel  »  aja ,  %\  ^.—surfaces  des  limi- 
tes fermées  par  hntersection  d'une  in- 
finité d'autres  »  334.  —d'une  intégrale  9 
471  —recherche  des  limites  des  séries 
au  moyen  des  intégrales,  tO|^-iQ6i, 
io6)-to69^ 

IJnéaire ,  mot  impropre  par  rapport 
aux  équations  dtnérentielles,547.2Va/e, 

ItOÊ4nt/limts ,  leur  origine ,  Introd,  ai.«— 
leur  développement ,  Introd.  13,  24, 
9,6  p  a8  y  30.  —  développement  de 
I(tf+^)i  P^  le  moyen  du  mIcuI  diffé- 
rentiel y  109.  -<p  et  du  Calcul  intégral , 
^06.  — i  expression  des  logarithmes  en 
séries ,  407.— leur  diiBrentiation ,  ao  , 
9 J.— leur  intégration,  414,  430.— 
népériens ,  leur  définition ,  Introd.  14. 
-"^îo^périens ,  répondent  aux  aires  de 
l'hyperbole  équilatère,  493. -«-m^ 
thoae  de  B/^gs ,  pour  obtenir  les  lo- 

Earithmes  des  nombres  »  Introd.  24,- 
yperboUques , /ffiyni*  ft4« 
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L«ràéiiier  ordinaires  répondent  ans  tàn§ 
d'une  hyperi[x>le  dont  les  asymptotes 
font  entr ellet  un  angle  aigu,  493.— 
moyem  de  rendre  plus  convergent  le 
développement  de  la  fonction  logaridi* 
inique,  Introd»  13  ,  24-216  ,  28.— valeur 
du  logarithme  de  o,  /or.  2^— moyen 
d'obtenir  les  logarithmes  des  nomores 

Kr  des  séries  aussi  convergentes  que 
m  veut ,  Introd.  28.— pourouoi  le  dé- 
veloppement de  l»  ne  procède  pas  sui- 
vant les  puissances  de  «,  Introd.  29.  — 
théorie  aes  logarithmes  par  les  progres- 
sions et  les  limites ,  Intr.  32.-^expres« 
sion  des  loearithmet  des  quantités  ima- 
ginaires,i82.— un  même  nombre  a  dajis 
un  seul  système  une  infinité  de  logarith- 
mes dont  un  seul  est  réel,  cÂctf.— des 
nombres  négariCisont  imaginaires,i8i9 
1 83 .— *des  nombres  négatift  ne  feqnent 
pas  un  système  continu  avec  ceux  des 
nombres  positift,  494.«-^es  nombres 
positifr  et  des  nombres  n^aé&  ,  diffi* 
culté  de  prouver  leur  existence  simul- 
tanée par  la  considération  des  courbes 
et  des  solides  j  518.— des  quantités  né- 
gatives» motifr  d'examiner  de  nou- 
veau leur  théorie ,  1 108.  —  leurs  pro- 
priétés déduites  de  la  comparaison  de 
deux  difiérentîelles  loganthmîques , 
676.— sonmiation  des  logarithmes  des 
nombres  naturels ,  94c ,  946, 
Logtritkmique^  équation  delà  sontangien- 
te ,  de  la  normale ,  sounormale ,  et  du 
rayon  de  courbure  de  cette  courbe , 
270.«— son  aire,  407«— moyens  de  la 
construire  y  603.  îfote. 

Lorgna»  fermulecpi'il  donne  pour  obtenir 

Itt  valeurs  des  mtégrales  par  les  diffi- 

rences,  on  lesaîres  des  courbes  par  la 

différence  des  ordonnées  équi-distan^ 

.  tes^  92t. 


M. 


Mâciaurîh  donne  les  premières  no- 
tions sur  la  forme  des  racines  imagi- 
naires ,162. 

Mdschironi  ^  ses  recherches  sur  la  trans- 

/t^dx 
— — ,    11x6.  —  donne 

.  une  expression  plus  exacte  de  la  limite 
de  la  série  divergente 

i-^i.2rf*if2.3~etc.  1117. 


Maximatt  mnima  des  fonctions  d'une  on 
de  plusieurs  variables,  148-156. 
M—  et  minîma ,  caractère  pour  distin- 
guer le  minimum  du  maximum ,  1 50  , 
135.  —et  mlnima  des  ordonnées  des 
courbes,  253.  <—  et  mlnima ,  leur  ap- 
plication pour  trouver  la  plus  courte 
distance  de  deux  droites  dans  l'espace, 
305.  —  pour  déterminer  la  perpendt- 
f  ttlaire  à  un  plan ,  306, 


DES     MATIERES. 


Maxîma  et  minima ,  application  de  cette 
méthode  à  la  recherche  des  rayons  de 
courbaredessur&ces,  3^7» 

Maxima  et  minima  des  intéf^rales  indé- 
terminées et  définies ,  838. 

Maxima  et  miqima  des  intégrales  indé- 
terminées aux  différences  ,  1 029-  103  a. 
—analogie  de  leur  détermination  avec 
les  équations  de  condition  relatives  à 
l'intégrabilité  des  fonctions  aux  diffé- 
rences, 1019. 

Métaphysique^  abus  de  la  métaphysicpe 
en  mathématique,  494. 

^odule^  ce  que  c'est  qu'un  module  loga- 
rithmique ,  Introd,  24.  -—  est  le  sinus 
de  l'angle  des  asymptotes  d'une  hy- 
perbole, 493- 

Moivre  »  sa  formule  pour  élever  un  poly- 
nôme à  une  puissance  quelconque, 
Introd,  20.  -~  modification  qu'il  ap* 
porte  au  théorème  de  Côtts^  174.  — 
relation  qu'il  assigne  aux  nombres  de 
BtmoùUi,  919. 

Mongt ,  sa  théorie  des  surfaces  courbes  et 
des  courbes  à  double  courbure ,  préam- 
"bule  du  Chap.  V,  T.  I.— les  détermi- 
nations qu'il  donne  pour  la  transforma* 
tion  des  coordonnées  dans  l'espace, 
1 10. — a  donné  une  théorie  des  courbes 
a  double  courbure ,  348.— Klétermîne 
-les  surfaces  limites  par  leurs  caractéris- 
tiques ,  339.— ses  remarques  sur  les  Ti- 
§nes  de  courburedes  surfaces  du  second 
egréy  674.-— donne  une  méthode  pour 
intégrer  les  éauations  oti  les  différen- 
ttelles  passent  le  premier  degré,675.— 
•fait  voir  qu'aucune  équation  à  trois  va- 
riables n'est  réellement absurde,70i.— 
«ramène  l'intégration  des  équations  dif- 


5^9 


férentielles  partielles  du  premlerordre 
.  oh  les  coemciens  différentiels  ne  pas- 
sent pas  le  premier  degré ,  à  celle  d'au- 
tant d'équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  que  les  premières  contien- 
nent de  variables,  724.— leçons  qu'il 
donne  sur  ce  sujet ,  Note  ^-  comment 
il  a  intégré  l'équation  différentielle  par* 
^  tielle  de  la  surface  dont  l'aire  est  un 
minimum ,  786.-F-ses  constructions  des 
intégrales  des  équations  différentielles 

{>artielles  ,  789 ,  7j>o ,  795 .  —  intègre 
'équation  des  surraces  équivalentes  au 
plan,  793.—- fait  voir  le  premier  que 
les  équations  différentielles  sont  sus- 
ceptibles de  solutions  générales  conte- 
nant des  fonctions  arbitraires  «798«^— 
découvre  une  correspondance  entre 
les  équations  différentielles  partielles 
du  premier  ordre  et  les  équations  dif- 
férentielles de  cet  ordre  qui  ne  satis- 
font pas  aux  conditions  d'intégrabilité^ 
806.  —  ses  considérations  sur  les  sui- 
faces  développables  circonscrites  à  la 
sphère  et  sur  leurs  arrêtes  de  rebrousse* 
ment,  810. -* résultat  qu'il  obtient 
relativement  aux  équations  différen* 
tielles  du  second  ordre  qui  ne  satisfont 
pas  aux  conditions  d  intégrabilité  , 
012,—  extrait  de  son  mémoire  sur  la 
détermination  des  fonctions  arbitrai- 
res,  990-993. -—ses  remarques  sur 
les  diverses  intégrales  dont  est  suscep- 
tible une  même  équation  aux  difEéren- 
ces,  1008. 

Montucla ,  ses  remarques  sur  le  problême 
de  Vivianiy  540. 

Mouton^  sa  méthode  d'interpolation,89a. 
— réduite  en  formule  par  Pm/iy,  893. 


N. 


ifjppES  des  surfaces  cou  Aes  ;  leur  dé- 
finition ,  307. 

Nepcr,  inventeur  des  logarithmes,//2/r.24. 

Ntwton  ,  sa  méthode  pour  le  retour  des 
yxitts ,  Introd,  45.— parallélograinme 
analytique ,  118.-—  formule  du  bi- 
nôme, 15.  — ses  idées  sur  le  Calcul 
différentiel,  97.  — son  théorème  sur 
les  racines  des  équations,  161.  —  di- 
vise les  lignes  en  ordres  et  les  courbes 
en  eenres ,  302.  -*  fait  l'énumération 
des  lignes  du  troisième  ordre,  ai6.*- 
Apptndicci 


donne  une  construction  pour  la  multi- 
plication des  angles ,  696  tt  la  note, 
—  a  indiqué  une  manière  de  résoudre 
les  équations  différentielles»  798. — 
tes  formules  d'interpolation  ^  876  , 
879 ,  880. 

Naud  d'une  courbe ,  309. 

Nombre,  tout  nombre  exprimé  en  chiftes 
revient  à  une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  de  10,  118,  Note» 

Nombres  de  Bernoulli  ;  leur  origine  et 
leur  expression  générale  «  919, —leur 
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T  A 

8TV011  soDiniC'  des  lOites  des 
pnîssAiices  négtcrrcs  des  nombres  na- 
turels ^  109s. 

Nàmàm  enthn,  leur  décomposimn  en 
parties  entières ,  1098-1 100. 

Hbrmak f  %ontq\ïat\on f  stiy. 

Nérmuii ,  expression  drsa  longueur,  ikhL 


BLE 

NomaU  dessnrfiie^  courbes  ;  ses  {quê- 
tions, 323.  . 

Natatton  dtx  Cakul  dîfflb-entîel  ;  incottp 
▼énient  de  U  changer.  Celle  de  Uihnit^ 
perfectionnée  par  Fontaine  ;  sa  con^ 
paratson  avec  celles»  d^AJer,  de  IF^- 
mg  erde  LtÊpange ,  86a  ^  Nou. 


o. 


OÉejÊHM ,  solutionianalytique'def  pro- 
blêmes relatifs  à  la  déitrmisiatîon  dés 
otnbresr,  3-j4, 

Ordonnées,  195.«— PordônnéedVnecoof- 
be  estie  coefficient  différentiel  de  son 
aire,  980.— des  polygones  d'un  nom- 
bfie  infini  de  cdtés;  leon  diffiirences 
sttccesshres  représentent  lesr 


tielles^  9S6.  —des  paraboles  osoh 
htrices  ;«  leurs  diflérences  exprimeot 
les  termes  du  déyeloppement  de 
f(it  +  A>.  '^ 

Ofigim  des  coordonnées ,  19^. 

Oiculddon  des  courbes  ,  2)8. 

Osculaùon  des  branches  d'une  conibe  ^ 
lan. 


P, 


Pùotr  (  M.  )  intègre  des  équations-  aux 
difiérences  donr  Tordre  dépend  d'Une 
des  variables,  iDa^.  —  donne-  une 
manière  particulière  de  convertir  les 
fractions  rationnelles  en  séries ,  1027. 
JVa/r.  —  ses  remarques  sur  Us  éaua- 
tions  différentielles  à  trois  variables 

3ui  ne  satisfont  pas  aux  conditions 
'intéerabilité ,  801  «-«ses  Eltmtnd 
iTA'gtira.  Note. '^  ses  remarques  sur 
rintégration  des  éauadons  différen- 
tielles du  second  ordre ,  oui  ne  satis- 
font pas  aux  conditions  d'intégrabili- 
té  I  81  a.*-ses  remarques  sur  une  équa- 
trondu  premier  degré  aux  différences  , 
dans  laauelle  la  diftérence  de  la  varia- 
ble indépendante  n'est  pas  constante , 
989. ^cherche  le  facteur  propre  à 
rendre  intégrables  les  équations    du 
premier  degré  aux  différences ,  997.*— 
ramène  à  l  intégration  d'équations  aux 
différences  partielles,  la  décomposition 
des  nombres  entiers  en  parties  entières , 
ttoo; 
ParaboU ,  son  équadon ,  114.  —  sa  dé- 
velopée:  la  parabole.à  son  sommet  a 
nn -contact  du  quatrième  ordre  avec  ie 
cercle  OKulateur ,  167,  — «  son  rayon 
de  courbure ,  %6/y.  —engendre  un  so- 
lide dont  l'expression  offre  un  dé&ut 
dé  continuité  dans  le  passage  des  dif- 
férentielles aux  intégrales  ,318; 
vaboks ,  leur  quadrature  »  490*  —  leur 
rectification -,  30a. 


Faraholes  osculatnces ,  a^8.  -—  les  dîffi^ 
rences  de  leurs  ordonnées  exprlmean 
les  termes  successifs  du  développe- 
ment de  fC^+é);  Abft,— -leur  nsa- 
gjc  pour  construire  les  équations  difié* 
rentielles  de  tous  les  ordres ,  639., 

Fii^fo/o/^  de  révolution,  316. 

Paralléiipipède  partagé  en  cases  pour  for- 
mer une  table  à  triple  entrée ,  lOiO. 

Parsivai  donne  un  théorème  pour  la 
sommation  de  certaines  suites  résul- 
tantes de  la  multiplication  de  deux 
autres ,  terme  à  terme  ,  1067.  — . 
comment  il  intègre  certaines  équations 
différentielles  partielles  à  trois  et  à 
quatre  variables ,113a,  113 3. 

PartUio  numtrorum^  ou  décomposition 
des  nombres  entiers  en  parties  entiè- 
res, 1098-1 100. 

Pascal f  ses  idées  sur  les  définitions, 
page  8  a*— loi  des  termes  de  son  trian- 
gle arithmétique,  ICI  3, 

Pirmjiiênce  des  signes  d'une  éqiutiott, 
181. 

Phrsputivt ,  solution  analjrtique  des  pro- 
blèmes de  la  penpective ,  334. 

Pfafi,  M.  )  *  se*  recherches  sur  le  déve- 
loppement delà  puissance  quelconque 
du  polynôme,  I044.- 

Plans  coordonnés,  leur  définition, 094. 

Plan ,  son  équatfon  ,  195.  —  détermi- 
nation de  1  équation  du  plan  qui  passe 
par  trois  points  donnés ,  198.  —mener 
par  un  point  donné  un  plan  parallèle  à 
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DES    MA 

•  «n  I  pUn  jdoflné  ,*  .|oo.-—  teuatîMi  da 
\  plan  perpciidicttlfl9fe4«iiearaÉie^30  f  • 

"^MtttaàtuAùncée.  Tangle  .qiMiftmt 
•tttr'enz  donc. /plus  idans  l'espace , 
504.  -^  ^étenntottMm  4e  H  peqpendi- 
■  cnlaîre  à  im  plan  par  la  cemidémtion 
du  minimum^  )€»6« 

Plsn-iaaguu^  xléteoninatioiLda  plan  ta»* 
gent,  mené  à  «ne  ««dhee  par  unpoint 
titénenr ,  jaa.-^iitfoaduplao  tan- 
eentaiixaurtaccacoiicbfs,,3aa9  1314* 

Pian  normal  d'nnecoafbe  àidMble.xour- 
bure,  350. 

Plan  osadattur  d'une  courbe  à  double 
courbure,  348-^49. 

Point:  un  point  est  dé^ennîné  sur  un  plan 
par  deux  coordonnées, '195.  — -  dans 
t'espace  par  trois,  296. — distance  d'un 

S  oint  à  un  autre  sur  un  plan  ^  197  »  tt 
ans  l'espace ,  302. 

Points muliiples des  couibes^doS.— -leur 
détermination  par.ia  transformation 
des.  coordonnées  y  an,  122. —^ leur 
déteonbiation  par  le*  Calcul  dîifêren« 
tiel,  A48-»254. 

■Points  d'inflexion ,  ao8.  — ^  lenr  détermi- 
flatîenptr  la  transfarmation  des  coor- 
données y  315  ^  .a26.*-^lenr  détermina- 
^n  par  le  Calcul  diffirendel ,  249. 

Points  sinpiliers  des  coufbes,'2oS. 

Points  ^r/rAmKCfMKArde  la  première  es- 
pèce ,  de  la  seconde  espèce ,  209.— de 
ta  première  espèce  ,4Mir  détermination 
.  par  le  Calcul  différentiel ,  250 ,  &5  f  • 
—  de  la  secando  eœèce«  leur  détermi- 
nation par  le  Calcul  différentiel  ,251, 

Points  de  serpenttment  ^  leur  détermina- 
tion par  la  transformation  des  coor- 
données, 2a6. 

Peints  conjugués^  1  ur  "définition ,  309. 
Note,  —  leur  détermination  par  la 
transformation  des  coordonnées  ,223. 

PUts  d'une  tiontbe,  375. 

Pùly^oms  Stoi  <Rombre  tiffin!  de  cAtés 
représentent  des  coures,  i8^.— *în$- 
xnts  etdreonscntsià  «ne  courbe ,  leur 
•sage  ponrn>btemr  les  valeurs  appro- 
diées  des  înt^raks,  477,  478.— 
icnr  usage  ponrtroayerla  d'iff'érentielle 
'^UvTolume  d'én^soKde  de-téTob^on, 

*  etxcJHe  de  tmvaire  ,516,-^  leurtisage 
^pmx  'oenmi^e  le»' équations  dlfféren* 
tfdles  du  premier  ordre  àMeux  yarla- 
Mes ,  59d.-*leur  usage  pour  construire 
les  équations  différentielles  de  tous  les 
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dont  les  aifCt.aoBl}èB»«U9BnM:cii  des 
MMm4,:ia3 1 ,  f  oja. 

PolyooÊte^  dérrUoppement  de  la  puis- 
sance A  du  polynôme 

{a^b+:c+^d :), 

hufod*  19.  -^déTeloppement'de  la 
puissence  ji^diLpolyinome 

«r+^«  -f»  i«*f)^  dy? 

Imtod.  4o. 

Polynômes  4JgéMfMes ,  /recherche  du 
nombre  ile  termes  d'un  polynôme 
complet  d'an  degré  quelconque ,  ren- 
fermant un  nombre  quelconque  d'in- 
connues et  détermination  du  nombre 
des  termes  où  l'une  de  ces  inconnues 
n'entre  pas  ,  966-968.  -^  déveloDpe- 
mentde  la  puissance  quelconque,  aîon 
polynôme,  son  usage  dans  la  théorie 
des  suites  récurrentes,  1044. 

Prasse(  M.  Maurice  de  j ,  ses  recherches 
•nr  ie  dévdoppeiiient  de  la  poîssanee 
tpielconque  d  un  polynôme,  io44. 

Produit:  un  produit  demeure'  le  mrême 

dans  quelque  ordre  qu'on  muhîpÛeles 

Acteurs  qui  le  composent  ,j  8.  Natê^ 

'  Produits  de  facteurs  équi'^diifêrens ,  ou 

puissances  du  secovid^rdre ,  teurinté- 

eration,  9eo<«902t— «degratids^nom- 

bres  ,tnoyonde  trourer  leur  rapport , 

94^.  —  indéfinis  4  eipressîoii»de  leurs 

'difiércHices'en  fmctioRs  du  nombre  de 

facteurs ,  ^57.  —  finis  -et  indéfinis , 

'4eur  transR>nnation«en  sériies,  1097. 

—  indéfinis ,  quîexpnwent  nne-mté- 

<cnde  définie,; le  sinus  et  le  cosînns 

d'un  arc,  1086.— les  exponentielles, 

1087. —  toutes  les  lignes  trigonomé- 

triques ,  1093.  —  les  séries  auxquelles 

ils  donnent  lieu  et  leur  usage  pour  la 

.  pariiàon  des  nombres  ,  1097- 1  roo. 

Pr^gfciy^/i/ par  différences,  8^9  etla-noui 

---  par  .quotîens ,  .^50.  Not^. 
'Projections  dHmefrgne'OTorte,relâtions<iuî 
lient  «m!r*idles  leurs  équations,  297. 

Prony:  fmtvàle  tjiflil donne  pour  déve- 
lopper les  différences  d%te  fonction 
*d'une  seule  yâri^Me ,  -872.  —  formule 
qu'il  donne  ponrexprimer  les'  loix  de 
la  dilatation -des  "fimdes  élastiques., 
88i.-- tables  des  sînns  naturels  des 
logarithmes  et  del  tangentes  calculés 
sous  sa  direction,  *89o.  -—  réduit  en 
'  formulé  la  méthode  d'interpolation  de 
Mouton  ,  893.  —  communique  un 
Mémoire  inédit  d'£tf/er,  1107. 
ordres^  639.  Note, — recherche  de  ceux 
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Puissances  frictkMmftirei  ,  leur  lîaîson 
avec  rinterpolatîon ,  1074.  —  du  se- 
cond ordre ,  leur  définition  et  leurs 
propriétés  9  901-004,961. 

Puissances  du  second  ordre  d'un  binôme  , 
leur  développement,  904.  — du  se- 
cond ordre ,  Vintégration  de  celle  de 
ces  puissances ,  dont  l'exposant  est 
—  I  y  conduit  à  une  transcendante 
analogue  aux  logarithmes  «  91 5 .«— 4on 
expression  par  une  intégrale  définie, 
10 J9.  •—  du  second  ordre,  expression 


de  lenr  loearîdime  et  de  s»  diUéren* 
tieile ,  en  ronction  de  son  exposant , 
9(8.  «-  du  second  ordre,  leur  usage 
dans  l'interpolation  de  qodqnei  séries  , 
96»*  964. —donnent  l'expression  de  h 
circonférence  du  cercle  et  de  quelques 
quantités  irratiornielles ,  ^4.  •—  du 
second  ordre ,  leur  expression  par  des 
intégrales  définies,  1071.— expression 
de  leurs  différences ,  de  leurs  différen- 
tielles ,  de  la  mène  manière ,  1075.—* 
de  l'hyperbole  ,  49a. 


Q. 


QirADRATURE  dc^courbes ,  490. 
Quadrature  des  surfaces ,  515  et  suir. 


Quarraflu  (  courbes  7»  490, 


R. 


Ra  01» es  ,  sur  les  racines  égales  des  équa- 
tions, 180. -*  des  quantités  négati- 
ves «  motifs  d'examiner  de  nouveau 
leur  théorie,  1108. 

tUyons  de  courbure  (  recherche  des  ) , 
par  le  moyen  des  cercles  osculateurs  , 
160 et  suiv.— de  la  développée,  165. 
-*  de  courbure ,  166.  **  de  courbure , 
leur  expression  en  coordonnées  polai- 
res, 278.  —Je  courbure  des  surtaces , 
leur  expression,  1 26  «  327,  329,  331. 
^*  de  courbure  d'une  section  faite  par 
un  plan  dans  une  tuHiace  courbe,  399. 
—de  courbure  absolus  d'une  c  ^urbe  à 
double  courbure  ,35 1.— leur  détermi- 


V 

nation,  3^3.  — autre  carpressioo  ilir 
même  rayon,  3  54^ 

Rayon  vecteur  ,  27c. 

Ratification  des  couroes,  500-5i.4« 

Réducùon  des  inté^ales  binômes  à  d'au- 
tres de  même  forme,  187-394.  — ^ 
des  intégrations  des  dinérens  termes 
d'une  série  à  une  seule,  417*' 

Réflexion  de  la  lumière,  problème  relatif 
à  cette  réflexion. 

Regnaud  aide  Mouton  dans  ses  travaux 
sur  l'interpolation ,  8ui. 

Rlccati ,  son  équation  différentielle  ,  ^50. 
584 ,  601  ,  641 ,  643  ,  777 ,  iiaj.. 

RouUtus ,  leur  théorie,  d9i-393. 


S. 


SicANTE  (  différentielle  de  la  )% 
m.  —  formule  oui  l'exprime  par  la 
somme  ou  la  différence  de  deux  tan- 
gentes ,  890.  —  d'un  arc  de  cercle  , 
ses  développemens  en  produits  indéfi- 
nis, 1093.  — hyperbolique,  496. 

Secteurs  hyperboliques,  leur  expression 
en  séries,  410 ,  4*  3- — analogie  qu'ont 
entr'eux  les  secteurs  elliptiaues  et  les 
secteurs  hysperboliques ,  400. 

Sections  principales  des  surfaces  du  se- 
cond degré,  31a. 

Secdon  d'une  surface  courbe  par  nn  plan , 
expression  de  son  rayon  de  courbure, 

3*9- 
Segner^  sa  démonstation  de  la  règle  de 

Descartes ^  iSs» 


Séparation  des  variables  dans  les  équatîont 
différentielles  du^premier  ordre ,  549* 

Séries  (  orieîne  des  ),  Introd.  j.  ^-  une 
série  ne  donne  pas  toujours  la  valeur 
d'une  fonction;  quelquefois  au  lien  de 
s'en  approcher  à  mesure  que  l'on  prend 
plus  de  termes ,  elle  s'en  éloigne  indé- 
finiment ,  Introd.  4.  —  des  séries  di- 
vergentes, Introd.  f*  —  possibilité  de 
rendre  le  premier  terme  d'une  série  in- 
déterminée plus  grand  que  la  somme 
de  tous  les  autres, /jsfm^  8.  -^dé« 
croissantes  qui  n'ont  point  de  limites  , 
Introd,  16, 17. — par  laquelle  Laeny  a 
calculé  le  raoport  du  diamètre  à  la  as*. 
nfére  ne e,  Introd,  38* 
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Sifits^  développement  des  fonctions  en 
séries,  g8.-— des  divers  développe- 
inens  en  série  dont  une  même  fonction 
est  susceptible ,  1 1 7.  -—  ascendantes , 
descendantes  (  définition  des  )»  ii8. 
-—développement  des  fonctions  en 
séries ,  en  cherchant  leurs  termes  par 
ordre  de  grandeur,  118-125.  —leur 
usage  pour  déterminer  les  circonstan- 
ces du  cours  d'une  courbe,  230-237. 
^-  à  plusieurs  variables,  leur  interpo- 
lation, 894,  89Jt-"-expressijDn  de  la 
somme  des  termes  pris  à  des  intervalles 
égaux  dans  une  série  quelconque ,  938. 
«-«correspondance  des  séries  et  des 
équations  aux  différences ,  970. — leur 
transformation ,  par  les  fonctions  gé- 
nératrices, par  un  changement  de  va- 
riables ,  1 04  5 .  —  leur  transformation 
purement  algébrique ,  1046.— expres- 
tion  de  leurs  limites  par  des  intégrales , 
1059-1061, 1065-1069.  — leur  inter- 
polation par  les  intégrales  définies  , 
1071-1075.  — propres  à  évaluer  les 
intégrales  simples ,  fonctions  de  erandt 
nombres  ,  1 109- 1 1 1 3.— 'les  intégrales 
doubles ,  1114-111J.  —  divergentes , 
détermination  des  valeurs  des  limites 
de  ouelques  séries  divergentes,  1047, 
1048.  —  divergentes ,  calcul  de  la  li- 
mite de  Tune  &  ces  séries  |  1065.  — 
Ï>ar  les  intégrales  définies,  /^li.— par 
es  fractions  continues.  Nott.  —  diver- 
gentes ,  série  I — 1. 2 -|- 1.1.3 — ^*C' 
sa  limite,  1 1 17.  —  hyper-géométri- 
Gues ,  io6s  —récurrentes  indiquées , 
882.  — «  récurrentes ,  ont  pour  type 
général   une  équation  aux  dlfFéren-* 
ces,  983.  -—récurrentes,  recherche  de 
l'expression  de   leur  terme  général , 
5^4-976.  (  de  là  résulte  1&  détermina- 
tion algébrique  des  coefiiciêns  numéri- 
3ues  de  ce  même  terme  général ,  consi- 
éré  comme  formule  d'interpolation  , 
dans  le  n^  882.)— ré<furrentes,recher- 
che  de  leur  terme  général  par  les  fonc- 
tions génératrices,  1039.— récurrentes, 
expressionde  leur  terme  général  par  des 
coefficiens  différentiels ,  1041 ,  10411. 
—récurrentes ,  développement  de  leur 
terme  général  indépendamment  delà 
décomposition  du  dénominateur  de  la 
fraction  génératrice  en  facteurs  sim- 
pies,   1043,   1044<  ~*  récurrentes, 
doubles  «  lOii*— triples ,  quadruples , 
1020. 
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Séfiti  récurrentes  doubles,  détermination 
de  leur  terme  général  par  les  fonctions 
génératrice,  1051  -  1055.— rappro- 
chement  des  dinérens  points  ae  la 
théorie  des*  séries  récurrentes  ,11 46« 
Sirits  récurro-récurrentes ,  voyt^  séries 

récurrentes  doubles. 
SérU  de  Taylor^  expression  des  linaîte» 
d'une  portion  quelconque  de  cette  sé- 
rie ,  1069 >  1070. — "des  arcs  dont  les 
tangentes  procèdent  suivant  une  loi 
donnée,   1146. 
Signts  divers  dont  peuvent  être  affectés 
les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs  de  cer- 
cle, i65.iVo/e. 
Sinus ,  expression  du  sinus  d'un  arc  mul- 
tiple par  let  puissances  du  cosinus  et 
du  sinus  de  l'arc  simple ,  Introdm  40 , 4 1  • 
— «  expression  des  puissances  du  sinus 
par  les  cosinus  et  les  sinus  multiples  ^ 
Introd,  43.  —  expression  du  sinus  d'un 
arc  multiple  par  deux  sinus  antécédens  , 
985.  —expression  du  sinus  d'un  arc 
multiple  au  moyen  des  puissances  du 
cosinus ,  déduite  de  l'intégration  des 
équations  aux  différences, 98 5.— -la 
même  obtenue  par  les  expressions  ima- 
Nginaires ,  986.  —  développement  du 
sinus  suivant  les  puissances  de  l'arc  , 
Introd.  34,  35.— par  les  limites,  Inu 
41  .—par  le  Calcul  différentiel,  103.—» 
(  différentiation  des. .  .}2a  —formule 
pour  U  construction  des  tables  de  si- 
nus, 889.— tables  des  sinus  naturels  de 
icooo*  parties  du  quart  de  cercle  cal- 
culés sous  la  direction  de  Prony  ,890. 
—leurs différences,  S87-890.— diffi- 
rences  de  leurs  logarithmes,  891. —ses 
développemens  en  produits  indéfinis  , 
1086-1093— celui  deson  logarithme, 
1087.  — d'arcs  imaginaires,  187.-^ 
hyperboliques,  187.  Alore.  —  hyper^ 
boliques ,  leur  définition  et  leur  ex- 
pression en  loffiirithmes,  496.— verse , 
sa  différentielle ,  as. 
Solides  9  évaluation  des  solides,  en  ayant 
égard  à  leurs  limites,  531-523.- des 
diverses  manières  de  les  décomposer 
pour  évaluer  leur  volume  et  leur  aire  , 
5  27. — de  la  moindre  résistance  ,  847  » 
A^0f«. — de  révolution ,  leur  cubature^ 
«12. — de  révolution ,  l'évaluation  de 
leurs  aires ,  5 16.— de  révolution ,  ex« 
pression  de  leur  volume  et  de  leur  aire, 
déduite  des  formules  générales  don* 
néa  pour  une sur&ice quelconque,  )25, 


574  T  A  B 

feaiidm  du  premier  <>rarc,«Miiiples 
àt  ces  soWions,  5^,  {7).  •— parti- 
cttllèfesdes  éqiHMmsdiffércotîcUesda 
premier  ordre ,  .576 ,  m%  •  «— farticu- 
lièref ,  caract^s  ifA  les  ditëngoeat 
des  Intégrales,  570.  ^8^«-m^en 
•.de  les  déduire  de  l'^qiiâiicii  dfeffirai- 
.ti^e,  ^Sq.-— partioiibères,  procédé 
.  de  JLapiact;^  pour  kstlétermiaer  parle 
{ déreloopement^e  Tiniégrale  enàéne, 
586,  507.-— particulières  deséquations 
diSérenlieUes  du  premier  ordre,  lama- 
.«ûèie  de  les  repréenter  et  de  4^  obte- 
nir par  les  considérations  eéométri- 
ques,  608. •» particulières  Sts  équa- 
^ons  difléren^les  d'un  oodre  quel- 
conque ,  leur  théorie  et  le  OK^en  de 
ks  obtenir,   667-6^1.*— JMrikailiè» 
res  des  équations  dîâereatioles ,  leur 
usage  pour  trouver  Je  facteur  pro- 
.pre  1  rendre  intégraUcs  ces  équa- 
tions, 5S9',"7c8.  —  particulières  des 
éouations  différentielles  partieUcs,766, 
707.  •»  particulières  des   équations 
.4liTOrentielles  oui  ne  satisfont  pas  aux 
conditions     d  intégrabiUié  ,    ^4  ^ 

8pî. 

Sammâdon  des  puissances  nég9ttve&  des 
nombees  naturels,  9)9-943. ««-.par 
approximation  t  Q39-95a.«-«'dcs  séries 
dontie  terme  genéraiest  une  fonction 
transcendante  9  04  5  -9  5  ^*^^  des  séries  , 
sonapptication  a  l'tnterpoUtion»  953<- 
961. 

Somme ^. et  mot  est  TocigHie  du  signe 
d'intégrttioc),  ^58,  //(Of^-— xlistinction 
jles  sommes  d  avec  les  jstégrales  aux 
différences ,  697.  -—  expression  de  la 
aomme  des  suites  d'une  seule  variable , 
9)o  -^9f  a.  -^  des  séries  de^inus  et  de 
.cosinus  ,  949-959.  *—  paradoxe  relatif 
aux  limites  de  ces  séries ,  95 1 ,  951.  ^ 

Sofip  jéqnation  eelative  à  la,  propagation 
du  son ,  768. 

^ouuotmaU  ,  «son  .«xpcession  ^générale  , 

*4Ï* 

Souunguutf  son  expression  générale» 
a4o.— sa  détermination  par  les  li- 
mites, 284.— déterminée  par  k  con- 
sidération des.polygoœs  d!un  nombre 
Inâni  de  xôtés^  .085.-^  son  :expres- 
sion  an  oQordonaées.polairts,  477. 

Spblrt  t  son  équation ,.  30a.  —  condition 

sdes  contacts  de  la>sphère<avec  une  sur- 

£ice  çottr))e  jquelconqae  ;  spbère  oscu- 
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ktrice  9  }i{.  «^ksplière  a  ossomtee 
infini  de  lignes  de  courbuve  pour,  cha- 
que point,  331.— oscttktnce  d'une 
courbe  à  douMocoutbore,  )(0-3J3. 


volume,  sa  sarfice,  5 17^  éva- 
luatson  de  son  volumeentre  des  limites 
données ,  jni.  — >  coacbea  recdfiables 
ittr.k  surmce  d'une  sphéve,  537.— 
portions.de  sphères  quarcables,  538- 
f 4 1  -«^Sphères  concentiîquea^&urtïcef 
coniques  qui  les  coupent  toutes  à  an- 
gles droits,  791^-"  son  équation  est 
une  solution  particulière  de  celles  qui 
appartiennent  aux  arrêtes  dé  rebrousse- 
ment  des  surfaces  dévetoppablcs  cir- 
conscrites à  cette  sphère  ,  S 10. 
SfVMks^  énuation  des. . .  .rapportées  à 
des  coordonnées  pckires ,  n7C.— «leur 
quadrature»  i49o«*-leHn  rectification, 
J  i4.>«-5pîiale  oe  Ccnmn  ou  à*'Archimè' 
du  vj\ ,  a76,  X77.-*Ji7perboliqtt&— 
lo|arithîn^QeA78,i499,  314»  É60  , 

661.— parabolique,  ^75  1499.  514* 
Sttriàig ,  ses  foraîiika  d'interpolation  , 

S79,  88o.«— remarque  sur  sa  trans- 

formati^.des  puissances  n^g^tîves 

d'un  monôme  en^ie  de  fiactions, 

90^.  AiMc.  »^.  ses .  travasix.sar  Tiater- 

oofatîon,  1071. 

SwsdtuiiëBs  successives, «sage de  cette 
médiode  dans  IW^ration  des  équa- 
tions différentielles  et  du  premier  de- 
gré ,  66n«666. 

Suiia  (  retour  des .) ,  h  1. 45, 1 14 , 1 1 46. 
—d'une  seule  variable ,  leur  interpola- 
tion,873-893{— -analogie  de  leur  som- 
mation avec  l'intégratioa  des  différen- 
ces premières ,  897.— détermination 
de  leur  somme  en  les  regatdant  comme 
engendrées  par  k  dévdoppcaent  des 
intégrales  aux  différentieUes  ^  1058- 
1070.  «—  dea  puissances  négatives  des 
nombres  naturels  «  leur  sommation  par 
ks  nombres  de  BimûulU^  1091.  -? 
aommatton  de  quelques  suites  formées 
par  les  produits  des  termes  corrcspon- 
dans  de.deux  autres,  1067,  io68 , 
iia5r«>^à  deux  variables,  qulrésuU 
tent  desaolutsonsd'otteiqttaiionàttois 
indéterminées,  307. 

Sftrfacu  coÊuéts ,  leur  division  en  ocdres, 
surfaces  dn  second  ordre  ou  dusecond 
degré,  507-5 17. •'—du  second  ordre, 
kurs  axes  p nncipsAix ,  3 11 .  —eu  se- 
cond ordre  ,  transformation  de  Icr.r 
équation  générale ,  3 1 1 .  —  du  second 
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ordur»  teor dtnmkrrrpfeii^, ijli .-» db 
seceiidoof  dri  ;  Ioima  «tcckms  prniol^- 
lesv  3l>.-«*^hK9ecoid^OKk«^.Uar 
éMUDéramoii  ^  3^1  «33 1  ^ ;  -^  é»  sMOMd 
«Mfet  ^îiioitf  ^uM  cenwe,  318^  314. 
-^•c|ui:eâ  sont  (M^urviies ,  31J. 
-«^  du  sacond  ordre  ^  engendrées  par 
h  révolueioii'  d^un»  coûtée  ^ttn«, 
3i6v  — *  da  second  ordres  tonts 
asympMCts,  317.-^  du  second  ordre, 
leur  intersection  par  un  plan ,  j  18.  — 
éa  saeond  otdre  ;  leurs  lignes  ée  cour- 
bure ,  674.  courbes^  lears  intersec- 
tions, 3i8v  —  courbef ,  application  du 
Caktti'  différentiel  à  la  th&riedes. .  • 
3215  et  snir. --«  courbes ,  expression 
analytique  de  lisur  continuité ,  320.— 
cof^bes»  équation  différentielle  de  leurs 
section»,  33a.— «courbes,  leur  con- 
tacf ,  3^1  -*- leur  contact  avec  un  plan, 
311a,  314,— 'avec  une  sphère,  325. 
^-arec  une  snrâce  du  second  ordre, 
)3  3 .  — *  courbes ,  équation  de  leur  nor- 
male,. 313. -^-^  mesure  de  leur  cour- 
bure ,  3a6.-^coui4}e,  ont  pour  chacun 
de  leurs  points  deux  sphères  oseulatri- 
ces,  3a7.--<om4bes,  t  ajnon  de  couibure 
d'une  section  faite  dilns  une  sur£sice 
courbfe  par  un  planqueiconaue;  ^9^ 
•«-courbes  ont  deux  rayons  de  courbu- 
re difftrens,  ja7- 331.  — courbes, 
détermination  des  équations  des  lignes 
de  courbure  ,  338  ,  330  ,  331.  — 
courbes,  lieua  des  centres  de  courbure 
d'une  surface,  331.  — conditions  gé- 
nérales  des  contacts  de  deux  surfaces 
courbes,  33a.— une  surface  a  dans 
chacun  de  ses  points  un  contact  du  se* 
cond  ordre  avec  une  surface  de  révo- 
lution, 331* -^courbes,  expression 
générale  de  leur  aire ,  K 24.— courba  , 
difii^rentivHede  la  soUaité  tlu  segment 
qu'elles  comprennent,  {ig.^.— cour- 
bes, évaluation  de  l'espace  qu'elles' 
comprennent ,  510.  —  courbes ,  leur 
géntation,  ^34-34j.— annullaires, 
leur  génération ,  leur  équation  eén^ 
'^f  3)79  344*—  l'équation  dlfSren- 
delle  partielle  de  celles  dont  les  centres 
de  courbure  sont  dans  un  même  plan , 
3.37*  **  courbes ,  détermination  analy- 
tique, des  surfaces  limites,  338.— 
détermination  des  surfaces  par  la  con- 
sidération des  lignes  dont  elles  sont 
composées,  344.— composées  de  droi- 
tes parallèks  à  un  plan  donné  et  assu« 
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jetâes  à  pmeer  p^Hrane^droiir  donnée  9 
944b  -Mconuposées  de  lignes  droites  > 

244,  «45.  -^  connues ,  earaeièrea  de 
KU«i  equaebns  \  3  i4<^«xM:oniques ,  lenr 
équadowféiiéAle;  lent  équation  diAé- 
rencidle 'partittUe;,  JJ4.  -«^^  coniques , 
composées  ^•lignef'diroiiies  assujetties 
àfosserpai  un- point  donnée  33^^^^- 
coniques,  détermination  d'une  sutface 
conique  passant  par  une  courbe  donnée, 
ou  circonscrite  a  une  surface  donnée , 
ibid,  — ^  coniques ,  leup  emploi  dana  la 
per5pectiv<e'et  dans^a  théorie  des  ohi- 
Dres  ,  iàid,  —  coniques ,  expression  de 
leur  volume  et  de  leus  aire,  516.^ 
coniques  :,  intégration*  de  leur  équa- 
tion difiérendeUe  partielle,  720.  -«- 
dont  les  portions  sont  en  rapport  cons- 
tant avec  leaffspio)ec«iMis,  54a,  79a. 
—coures ,  équaeiibns  et  preprîécb  de 
celles  dont  tous  les  élémcns  sontégia- 
lemenelncUnéspjr  rapport  à  un  mime 
pian-,  7^3.-— cyKndnques,  leur  gé- 
nératiott ,  lenr  équation  générale,  lenr 
équation'  difKrentieUe  partielle ,  3  )f. 
-—-cylindriques ,  composées  de  lignes 
droites-  pandlèles-à  une  ligne  donnée, 
944. -^cylindrique»  du  second  or> 
are,    leur  équation  ^     314,..^  déve- 
loppabltisi  leuP  génération,  34a.— 
leur  équation  générale  ;  leur  équation 
différentielle  partielle  ;  l'équation  de 
leurs  arrêtes  de  rebroussement ,  34a. 
—  développ^les ,  détermination  do 
celles  qui  touchent  en  même  temps 
deux  sur&ces  données,  ou  qui  pas- 
sent par  deux  courbes  données ,  34a» 
-^  develofipables ,  leur  emploi  dans 
la  théorie  des  ombres  et  des  pénom- 
bres ,    34a.    No;e,  —  développabl^ 
formées  par  les  normales  d'une  sur^ 
&ce  courbe ,    345.  —  développables 
formées  par  l'ensemble  des  tangente»- 
d'une  courbe  à  double  courbure,  146. 
•*—  développables  circonscrites  a  la 
sphère,  leur  éauation générale  et  celle 
de  leur  arrête  ae  rebroussement ,  8iô« 
équivalentes,  ou  de   même  étendue 
entre  des  limites  données ,  leur  déter- 
mination y  équations  de  celles  qui  sont 
équivalentes  au  plan ,  79a.  —  cons- 
truction de  ces  dernières ,  793.— gao- 
ches  (  engendrées  par  une  Uene  droite 
assujettie  a  se  mouvoir  sur  deux  cour- 
bes données  parallèlement  à  un  plan 
donné,  sur  trois  courbes  données  sur 
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trois  droites  données),  344.«— zauche, 
344  f  345«  ~~  ^^uf  équation  générale , 
)44.  -—courbes,  intégration  de  Téqua- 
tion  différentielle  partielle  de  celles 
qtt*engendre  une  droite  assujettie  à  se 
mouvoir  en  même  temps  le  long  d'une 
antre  et  sur  deux  courbes  données  ^ 
748-  (  voyez  n?.  344.  )  —  courbes 
engendrées  par  une  ligne  droite  qui 
se  meut  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace ,  intégration  de  leur 
équation  d^fiérentieHe  partielle  »  756. 
•«courbes  formées  de  lignes  droites , 
passage  de  leur  équation  primitive 
a  leur  équation  différentielle  par- 
tielle, 763.  — limites,  leurs  caracté- 
ristiques ,  339»  "-^  détermination  ana- 
lytique de  la  surface  qui  touche  toutes 
les  surfaces  limites  comprises  dans  la 
même  équation  générale,  340.— »  li- 
mites, détermination  de  la  fonction 
arbitraire  de  leur  équation  générale , 
341.-^  formées  par  les  intersections 
successives  d'une  suite  de  sphères  dont 
le  centre  et  le  rayon  sont  variables  ; 
leur  équation  générale ,  349.  — v  des 
plans  normaux  à  une  courbe  a  double 
courbure  «  3  50.  —  de  révolution ,  lesr 
vénération,  leur  équation  générale, 
leur  équation  différentielle  partielle , 
336.  ««^  de  révolution  ,  leur  volume  et 


leur  aire,  {if .  -> de  révolu^on,  m- 
tégrationdeleur  équation  diffbentielle 
partielle,  71^.  — courbes,  dont  les 
deux  rayons  de  courbure  sont  égaux 
et  de  signes  contraires ,  leur  équation 
différentielle  partielle ,  )  ^7  •  *—  son 
intégration,  783.— ses  surnces  ont 
le  jiuiiMiifm  d'étendue  entre  des  limites 
données  ,854  — «ouri>es,  trou  vercelles 
qui  coupentsous  up  angle  donûé  toutes 
les  surfaces  comprises  dans  une  équa- 
tion différentielle  totale  du  premier 
ordre  donnée,  791.— courbes,  trou- 
ver celles  qui  peuvent  faire  partie  de 
deux  familles  distinctes  par  leiif  gé- 
nération ,  807.  —  détermination  de  la 
ligne  la  plus  courte  qu'on  puisse  me- 
ner entre  deux  points  ou  entre  deux 
courbes,  sur  une  surfece  donnée,  845. 
—  courbes ,  dont  l'aire  est  un  maxi' 
mum  ou  un  minimum  entre  des  limites 
données  «  8 ^4 1  ^^  f  •  ^^  ^^^^  l'aîre  est 
un  minimum  parmi  toutes  celles  qu\  ren* 
ferment  des  volumes  égaux ,  856.-^ 
courbes,  trouver  l'équation  générale 
des  courbes  de  contact  de  deux  familles 
de  surf^es  courbes  distinaes  par  lenr 
génération,  8o8. 
Synthèse^  la  synthèse  procède  par  des 
équations  identiques,  Intwdacaon^  15* 


T. 


Table  des  suites  ^ui  résultent  des  so- 
lutions d'une  équation  à  trois  indéter- 
minées, 307. 

Tabla ,  construction  de  tables  pour  clas- 
ser les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles, leur  inconvénient,  566, 
675.  —  à  double  entrée,leur  formation 
et  leur  interpolation ,  894.  —à  double 
entrée,  1019.-2  triple  entrée,  loao. 

Taylor  (  théorème  de  )  12.  —démons- 
tration de  ce  théorème  par  la  difté- 
rentiation  ,  ou  par  les  limitée ,  109.— 
par  le  Calcul  aux  différences  et  les  li- 
mites ,  862.  -^  son  théorème  sert  de 
base  à  l'application  du  Calcul  diffé- 
rentiel aux  courbes ,  238.  -^  dévelop- 
pemens  des  intégrales  par  le  théorème 
de  Taylor p  485.— r usage  de  ce  théo- 
rème pour  intégrer  les  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  par  appro- 
ximation^ 595.  'T*  son  usage  pour 
développer    les    différences  ,    863 , 


865  ,  871 ,  872.— ses  formules  pour 
exprimer  l'intégrale  et  la  différence 
d'un  ordre  quelconque  d'un  produit 
de  deux  ficteurs ,  920  tt  U  nou. 

Tangente  d'an  arc  de  cercle,  son  expres- 
sion par  les  imaginaires,  Introd.  37. 
— *  de  la  somme  ou  de  la  différence  de 
deux  arcs ,  Introd,  38.-^son  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  de  l'arc , 
106,108. 

Tang^nus  d'un  arc  de  cercle ,  différentia- 

tion  de  la aa« 

-—  d'un  arc  de  cercle ,  formule  qui  ex- 
prime celles  des  arcs  au-dessus  de  45*, 
890.— d'un  arc  de  cercle ,  leurs  déve- 
loppemens  en  produitsindéfînis,  io^3* 
•—  des  courbes  ,  leur  détermination 
par  les  séries,  231.  — détermination 
des  tangentes  des  courbes  par  la 
transformation  des  coordonnées  ,  220. 

'  ^—-îes  courbes ,  leur  détcîmmitionpar 
le  Calcul  différentiel^  par  la  fT>éiho?*e 


DES    MA 

4ci ,  leur  iqmàoB  gMénIe ,  ^401 — 
des  coorbes ,  moiecpAviin  oointdonaé 
une  taneente  à  une  courbe ,  242.  -» 
des  Courbet ,  mener  à  une  courbe  une 
tangente,  parallèle  à  une  ligne  donnée 

•  ou  qui  &sse  ay  ec  l'axe  des  3)S€iises  ua 
afl|^ donné,  94i.-Mt>derooDdwftyez« 
pression  de  leur  foi9eav,-244.-^de9 
joosiHrs  f  <  leur  'eKprenkm'ien  coordbn* 
aéescpOButes,  vf)  «»  1  ^lescoQdbeSyMur 
dètenoiîttatioii  par  Ui  limtees^  ^63. 

7V«9Bi«  hypefboUqae,44gS. 

'MiigOTiifi,  snéthode  inretiedcs  iai^;en- 
xm ,  '  <o>*6oeé  ■iméthode  imrestades 
cnigenfeSj  pvcniiet  ^pnMenK  propesé 
refeérement  à  cette  nédiode^,  <o4. 

Amt>géaéMl  de  la  puitemce «  du  bi- 
moiK,  17.'-^  généra)  dn-déreioppe- 

nent  de  b  série -T==s=:  9  104  et 

eBT.-^moveM  de  dîstiagner  ^nni 
les  termesd  uaeéquatton  ceux  qiu  sont 
les  plus  grands  «  lis.— ^sommatoite, 
la  oéfinitioa  et  ses  celations  arectia- 
•tégralf  aax  diâéceaces.»  8^. 
TAéorme ,  la  dénonstration  d*an  .théo- 
f£ffle  ae  «apporte  aux  é<{ttatîoa&  îdea* 
tiques  y  Itttrod.  1 5 .  Note, 
TUêrimi  de  Taylor,  \%^  109,  86a, 
rneofftfwf  servent  àxonstiuire  les  imot- 
ttons  difiéreatieUes  du,pBeniier  orare., 
604.  ««-  description  de  ces  courbes. 

Trajectoires  orthogonales ,  605.— (  pro- 
blèmes des  )y  60 j -607 .—-acception 
de  ce  mot  en  méchanique ,  60^. Note. 
—réciproques  (  problème  des  ),i  143. 

Transcendantes ,  Introd.  3.  — >  utilité  cfe 
knr  ckssi&atfon , .  675  <  •»  explicites , 
'comment  elles  diiièrent  des  traoseen* 
daates* implicites,  t isor-^comparai- 
son  des  différentielles  de  deux  tma»* 
cendantes  d'une  mfimeespècepotMren 
déduire  les  propriété»  decesfbactions^ 
676-  604  9  697.  —  moyen  proposé 
pour  faire  la  comparaison  de  celles  qui 
ne  peuvent  être  doiftiées  que  par  une 
équation  différentielle  oii  les  variables 
ne  soient  pas  séparées,  697.-— ana- 
lyfe  des  transcendantes  contenues  dans 
la  formule 

Pdx 


f- 
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40)  ei  saîv.  fwyettrtiMceadant  a^ellip 
tiques*  — aiamea  de  la  rraascendan- 

tey  ,  1 116-1119.  —  ellipti- 

ques ,  leur  définition  ,512.  —  élUptî- 
ques,  leurs  propriétés  déduites  de  la 
comparaison  de  deux  différentielles 
de  CM  ibaetîoasi  678^687. ^«éNip- 
tiques  ,  comparaison  d'ua  nombre 
floekonque  de  cei  traasceadaates , 

Tnm^bniutàott  des  "fencnons  uilBrea* 
tieiles  de  deux  varidbles ,  de  maniire 
qu^on  V  puisse  regarder  celle  de  deux 
Tariables  que  Ixpa  voudra  comme 
fonction  de  fautre ,  65 ,  i57.  —  des 
dIArentidIes  mises  pour  constsntei , 
77.  —  usage  de  cette  traixsformfttîoa 
dans  rintégcatloa  des  équations  diffi- 
rentklies  du  second  ordre ,  6ix  -^ 
des  coordonnées  sur  un  ptan^  1x0 , 
911.  —  des  coordonnées,  «son  usage 
pour  déterminer  les  tangentes  oes 
courbes,  leurs  points  multiples ,  leurs 
inflexions  4  &10-228.  —  des  coor- 
données rectangles  en  coordonnées 

.  polaires,  et  des  coordonnées  polaires 
en  coordonnées  retraites ,  276.  -«» 
de  réquation  dTune  courbe  eatre  des 
coordonnées  rectangles  ou  polaires  en 
une  relation  entre  rare  et  le  rayon 
decoutbure,  etrédproaaaaiént,  181  • 
*-  des  coordonnées  OiOis^  Tespace  , 
308  -  }i  o.  ••-  des  coordonnées  rectan- 
gles en  coordonnées  polaires  dans  l'es- 
pace «  519.  — des  équations  Técipro* 
ques  4  4o3.iVofe«— des  intégrales  dou- 
bles et  triples,  j a7-< 3 o.--des  équa- 
tions différentielles  du  second  ordre 
et  du  premier  degré ,  622.— usagers 
Tune  oe  ces  transfesmations ,  liai. 
Hou»  «-  des  séries  par  les  'fonctions 
g^ératrtces,,  S045.— transfbnfiations 
purement  algébriques ,  I046.«i4isage 
de  ces  transtormatlons  pour  sommer 
certaines  séries,  1047,  1048. 

Tremhlty  (  M.  )  propose  un  moyen  pour 
découvrir  par  les  intégrales  et  les  so- 
lutions particulières  le  facteur  d'une 
équation  difiérentielle  du  premier  or^ 
dre,  5 8g.. «^ ses  réflexions  sur  les  arcs 
de  cercle  qui  s'introduisent  dans  les  in- 
tégrales des  équations  diflérentielles 
dn  premier  degré,  666. «-la  méthode 
qu'il  a  proposée  pour  trouver  le  facteur 
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dei  équations  diflérentSelleti  peat  s'ap«- 
pliquer  à  celles  qui  raifienne&t  trois 
Tariables9  7o8. 


TriangUs  sphiriqueik,  leor  «sage  pour 
construire  la  comparaison  des  afcs  d- 
liptiqoes»  69(4  696^ 


V. 


yjfTDERMOfms  itnmnt,nn  algorithme 
pour  exprimer  les  fonctions  symkri- 
ques  et  leur  râleur,  1  fo^— considère 
les  puissances  du  second  ordre ,  002. 
sa  théorie  des  diffi&rena  ordres  d  irm- 
tionnelles,  965. 

VariabUs  des  quantités  considérées  com« 
me  variables,  leur  dépendance  établie 
par  des  équations,  40^  79,  8t. 

VarUdons  des  signes  d'uneéauadon,i8r. 
— (  méthode  des  } ,  81 5-841.—  théo- 
rèmes fondamentaux  des  variations  ^ 
leur  démonstration  analytiaue ,  8t6. 
•—leur  démonstration  géométrique  du 
premier  ^  8t6.  Nou.  — >  recherche  de 
la  variation   d*une  fonction    primi- 
tive ou  difEirentielIe ,  816,  817.  — 
des  formules  intégrales ,  818  -  830  -« 
leur  usage  pour  trouver  les  conditions 
d^intégrabilitédesdiffirentielles,  82a- 
811.  —  des  fonctions  données  par  les 
équations  difRrentielles  ,,  83  r- 834. 
«—  des  fonctions  contenant  deux  va- 
riables indépendantes  et  des  intégrales  . 
doubles,  83  ^  -  837.— peuvent  être  dis- 
continues ,  838.  Nou.  -*  leur  corres- 
rndance  avec  le  passage  d'une  courbe 
une  autre  d'une  nature  différente» 
S38  u  la  /i0r«.— -examen  des  variations 


relatives  aax  limites  dies  inté^lei  diS» 
finies,  838-84».'  —  application  do- 
Calcul  des  variations  aux  recKetche» 
ée^masdmstXmntma^  843^  858.' «— 
application  du  Calcul  des  variations 
aux  MAxhut  et  mnima  des  formoks  in* 
tégrales  indéterminées,  843-850.-^ 
exemples  de  Tusage  des  équations  dé- 
terminées dans  la  résolution  des  ques- 
tions de  maximis  et  mbâmis ,  849.  -^ 
leur  application  à  la  recherche  des 
mûxima  et  des  minima  relatifii  des 
formules  intégrales indéterminées,852lu 
— 'Usage  des  équations  déterminées  » 
pour  la  rechercne  des  maxims  et  dea^ 
minima  des  intégrales  doubles  ,*  8  Ç4» 
^-  caractères  qui  distinguent  le  maxt^ 
mum  des  intégrâtes  indéterminées ,  de 
leur  mintnuiiii,  857»  858— application 
de  cette  méthode  aux  intégrales  anx 
différences,  1019,  lO'^o. 
P^  courbe  qu'affecte  le  filet  de  la  vis  or-- 

dinaire ,  809; 
Viviani^  ses  questions  sur  les  espaces 
-quarrables»  ^32.— sur  la  voûte  quar*-^ 
rable  en  particulier,  540. 
Vaâtt  quarrable  (  problême  de  la  )j  540  ^ 
(41.  -«»  ellipticpies  »  674. 


JFauis  ,  expression  qu'il  donne  de  la 
demi  -  circonférence  du  cercle,  o4{. 
—usage  de  cette  expression  pour  l'in- 
terpolation de  certaines  suites,  96 r. 
•«cette  expression  obtenue  par  les 
puissances  du  second  ordre ,  964.-— 


ses  travaux  sur  nnterpolation ,  rojw: 
Waring  ,   comparaison  de  sa  notation 

avec  celles  d^Eukr  et  de  Létgrangt  ^ 

86a.  No». 
.  FP^iaca ,  ses  grandes  tables  de  logarithm» 

et  oe  sinus,  891, 


lindiU  Téik  i€s  Maiknu 


OBS£RyATlON.«A£  seos  déplus  m  pbis^  tant  par  nus  propres 
cuvragcs  ^  que  par  Ctxamm  attend/  de  ceux  des  autres ,  la  grande 
difficulté  f  pour  ne  pas  dire  t impossibilité ,  J imprimer  corrtcumtnt  les 
livres  de  Mathématiques  ;  mais  mon  expérience  dans  renseignement  rria 
convaincu  que  la  plupart  des  fautes  typographiques  liarrétoient  presque 
jamais  Us  lecteurs  inteUigens , paru  quelles  étoient  trh' faciles  à  recon^ 
noter Cj  quand  la  marche  du  Calcul  étoit  tracée  a  que  la  conclusion 
itoit  exacte.  Oest  probablement  pour  cette  raison  que  beaucoup  hauteurs 
se  sont  épargné  la  peine  de  mettre  des  errata  à  la  suite  de  leurs  ou^ 
vrages;  ceux  qui  rt  ouvrent  les  livres  que  pour  en  regarder  le  commeur 
cément  et  la  fin  ^  Us  croyent  plus  cor  ruts  que  les  autres  ;  mais  Us  pen 
sonnes  qui  étudient  sérieusement  sont  bien  éloignées  dtn  porter  Jtahord 
un  pareil  jugement.  Aussi  parmi  les  corrutions  fuefai  indiquées^  pour 
ce  volume  et  pour  Us  précédais  ^  les  seules  qui  me  paroisscnt  de  quelque 
importance  sont  celles  qui  ont  pour  objet  des  changemens  que  le  progris 
de  Ut  science  a  rendus  nécessaires  dans  U  uxte  ^  ou  la  recùfication  de 

m 

jgtulques  erreurs  que /ai  remarquées  depuis  (impression. 

Je  ri  ai  pas  la  présomption  de  penser  quil  ne  m  en  soit  pas  échappé 
Vautres  y  mais  je  crois  avoir  quelques  droits  a  t indulgence  des  juges 
éclairés  et  impardaux  qui  sauront  mesurer  (étendue  de  la  tâche  que  je 
me  suis  imposée  ^  et  apprécier  Us  difficultés  que  fai  du  rencontrer  pour 
la  remplir,  dans  un  tems  où  ma  position  me  livroit  à  des  travaux  abso^ 
lument  étrangers  à  mon  entreprise. 


CORRECTIONS  ET  ADDITIONS. 


TOME 

I  r. 

Page 

»73» 

ligne  sa. 

Ut 

txprustont  de  t  doivent  4tn 

« 

<= 

X 

544  f  ligne  derniire ,  tiquadon  rapportit  dont  cette  ligne  doit  ttrt 

-<f»+BE*+ CZJ«=4-<B  C:+Z)£F. 
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jfo  co  KREcrra  ITT 

N*.  770.  La  ferme  q«e  nous  aront  donnée  à  la  raieur  de  {|  dam  ce  nambo  , 
arreafcananr quedet  cocScîcm  diiérentieb des  fanctîoiiMiÛtfaîres  9 et  4s  pnt 
■e  par  paveitre  ancx  gfaéiak  poav  la  condwion  que  nous  en  ttroni ,  mais  il  cM^ 
&cile  de  la  justifier  pour  le  caa^où  ^condendroic  des  termea  de  la  foone  J>jf*F!fa*. 
Chacoa  de  ces  termes  pouvant  être  remplacé  par  la  suite 

,  /^  ^{d^fVdm+^^^-'fr^d^ +fréFd^} uBSff 

iFfvffit  de^  considérer  ov  quî  tésube*  de  Keiptcssion  dk  is^Nff^d^^  en  suppeh» 
saae  tsnîours  que  la  fenctioft  f  C*  )  ne  soiit  qu'an  premier  di^té  dans  V^  La  snhsti*- 
tncion  de  eetft  fonnule ,  eCbctuée  comme  celle  dont  on  s*es<  servi  dans  le  n*.  cité  „ 

introdnStle  terme iM/^  ^    ~ -«  cootenant  seoLla  fenction  f^(«)L  m  eib' 

/«  /*  


déduira  paf  conaéquea 

composé  le  dérdoppemeni  de  ^  que  de  coeffidena  <fificiotiels« 

If*.  771.  M.  PaoR  et  Kot  ont  remarqua,  chacun  de Teurcèté,  qnek  emdnsîo» 
qui  termine  ce  n*.  rttut  pas  tout  ii^it  enactt  »  parce  qor  k 
Ijpber»  à  Rniégrale  d»  Téquaiion: 


g+p.-è  +  «.â+*a=».. 


dx^  '      '  dm   •   ^^Ayi 

n'est  pu  assez  générale  et  ne  comprend  pu  toutes  celles  qui  peuvent  avotrlien*  Om 
trouven  des  détails  très-étendus  sur  cet  objet  et  snr  les  remarques  d«  n^cité  dan» 
un  travail  compter  qu*a  emreptis  Rot ,  sur  les  dl^swes  fermes  des  imi^ralc»  dsu 
équations  diflérentieUes  partielles,  et  qn^  a  pcéseaié  à  llaitîtut;,en  aoeodaat^ 
nous  observerom  qu*en  substituant  dans  Téquatioa 

qû  est  na  cas  pirdcnlier  de  l'équation  exceptée 

au  lien  de  { la  série 

j|+B*+ C«*+I>«»+etc. 

oh  A  f  B  t  C ,  sont  supposés  des  fonctions  de  y ,  on  trouva 

i^d£       fj__Li^       E Li[£       F L.~ 

^i.tdy'  '^^.ydy*         ~%.4dy*         "4.5  i<y  * 

les  coefficiens  A  tlB  demeuiant  arbitraires  peuvent  être  remplacés  par  les  fen^ 
dons  9  et  4f  et  l'on  a 


E  T  A  D  DI  TliXJ^^  5.8;i 

La  fin  d^  ce  n^.  îndî^ue  une  Ucuoe  dans  rouwt|e;  le  n*.  «té  779  »  ne  contient 
point  ce  qui  est  annoncé  dans  le  texte,  roici comment  ll> faut  y  supplétr: 
Page  573,  \.  6  y  au  lUa  de  eetu  iignc  et  du  suivantes^  ^^{,3  ]^océdé  analogue  à 
celui  que  noas  allona  appliquer  à  l'équation 


dont  la  précédente  n'est  qu'un  cas  particulier. 

Lorsque  le»  coefficiens  R,  S^  T^  P,  Qi^  N^  son^  des  coasta^ieSy^  on  s«tisfiut 
à  cette  éqnadon  par  la  suppoVitîos  dt  {^sae^c^AMf ,  pourra  que  les  qaandtés  m 
et  n  ayent  enti^eUes;  ta  relation  indiquée  par  lléqoacio» 

/2m» -fc-  Smn+  Tn^+  Pm+Qn  +  Rrszo  ; 

l'une  de  ces  quantités ,  ainsi  que  le  coeffigent  A ,  demeurent  p^r  conséquent  arbi« 
traîres,  et  à  chaque  valeur  que  l'on  peut  prendw  pour  m,  par  exempte,  corres- 
pond en  général  une  valeur  particulière  de  n,  L^  expressions 

ml  tx  n'y  m"  et  nf\  etc.  désignant  des  valeurs  correspondtniea  do  «  ftc de  ni 
sont  donc  autant  d^ntégrales  particuttfere»  ^  l%4^yi^^w^  dtffiMaCi^le  f^i^eUe 

proposée;  et  puisque  cette  équation  est  du  premier  degré,  on  aura 

c'est-à-dire ,  que  la  fonction  cherchée  sera  expriméftpM  «P<^  iciîtçf^fiGilimant  deux 
quantités  arbiciawcsdvu  chacuitée  seatenaes. 

Eoler  est  le  premier  qu«  ait  risaufsqiié  cette  fittiiàat  d^sji^^lfBf  \  uf e  élfOition 
différentielle  partielle  ;  il  eaiv  donaé  dans,  soflt  GldallliiliCKal«T^Ul^  P^  %^  i 
on  exemple  sur  l'équation 

dxdy         ^ 

Laplace ,  pour  varier  la  ferme  des  intégrales  que  fournit  la  série  cl'dessns ,  fait 
m = n  +  £  ^  »  et  développe  l'expression  (;=  A  <«bH^  ,  siù  vant  les  puissances  de  i  i  ; 
puis  dans  le  résultat  qui  est  de  la  forme 

t=iï  +  î^B+i»^C+i»^»Z>  +  etc. 

By  Cy  Dy  etc.  désignant  des  fonctions  de  x  et  de  y,  il  remplace  les  quantités 
i  h  y  i*l^y  i^h^  ,  etc.  par  des  constantes  arbitraires.  Ce  procédé  est  fondé  sur  ci 
que  la  fonction  il("uH-iv  doit  satisfaire  à  l'équation  différentielle  partielle  proposée  p 
quelle  que  soit. la  valeur  et  la  forme  que  l'on  donne  à  la  quantité  m. 
n  est  visible  que  la  supposition  {=>^e"»+^  est  comprise  dans  celle  dn  a"*.  ii38« 
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jSi        CORRECTIONS  ET  ADDITIONS. 

FigejSylig.  14,  A[p],  Us.  a[j?];  Ug.  ij^  k  dciudème  A  de  cette  Upiedoit 
être  changé  en  S. 
idio ,  lîg.  j ,  S-P Q  j^ZZf.  2P Q. 

lai  9  Ixg.  8  de  U  note ,  préféré  ce,  &.  à  ce;  lig.  ti,  cette.  Ut.  à  cette* 
»S  »  f  %  9 »  <»  wiwirt.  S(— i)»==y(— i)». . .,  &•  S{—\Yy=(—iy. .... 

«39f  '«•  »^»  *43 ,  &.  943- 

141,  ligne  4,  obsenrex  que  ^  désigne  dans  cet  endroit  la  demî-drconfttence 

du  cercle  dont  le  rayon  est  i ,  ou  le  rapport  de  la  circonftrence  au  dia- 
mètre ,  tandtt  que  dans  ce  qui  précède  il  a  touîonrs  représenté  la  dccon- 
ftrence  du  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  Tunité. 
xjx  ^  lîg.  {-4,  tn  nmont»  la  demî-clrconférence ,  Us.  le  quart  de  la  ciicoo- 
férence  ;  Ug.  4  »  donnée ,  Us.  donné.  « 

171 9  ug.  13 ,  «"S.  •  •  .us.  -. 

183  «  lig.  3 ,  en  nmont.  189 ,  Us.  199. 

^5 1  ^'  4f  4^*^  ^  '"^  finies. 

^V^  f  I^fi*  dem.  y  ^^*gp»  l^  cireon£&cc<icc  entière  du  cerd^ 

97a ,  ligi  dem.  2^4  »  ff'*  ^s* 

iig.S4f  ^S,  Us.D^,D,^Us.D^ 
lig.  16, 1^5,  &.  A- 

93^  t  ^B*  '^  «  ^^K  P^^  Fasstrtàon  énoncée^  len®.  1117* 
380  9  lig.  7  9  €n  nmonti  est  égade ,  Us.  étoit  égale. 

439  »  ^8*  ^«™-  **^^^  ^»  ^*  '**^'*  '• 

475  »  ^'E-  3  »  ^^^  »  ^*  ^^  »  d*après  un  écrit  de  M.  Mascherool 
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